ðÒÅÄÉÓÌÏŒÉÅ

ðÏÎÑÔÉÅ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÉÌÉ, ËÁË ÅÝč ÇÏŒÏÒÑÔ, ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÜÎÔÒÏ- ÐÉÉ) ÐÏÑŒÉÌÏÓØ Œ 1960-Å ÇÏÄÙ ÎÁ ÓÔÙËÅ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ, ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ É ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ.

éÄÅÑ ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÁ, ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÎÁÑ ÉÍ Œ ÚÎÁÍÅÎÉÔÏÊ ÓÔÁÔØÅ 1965 ÇÏÄÁ [24], ÓÏÓÔÏÑÌÁ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÉÚÍÅÒÑÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÚÁËÌÀÞčÎÎÏÊ Œ ÉÎÄÉŒÉÄÕÁÌØÎÙÈ ËÏÎÅÞ- ÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÁÈ (Á ÎÅ Œ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎÁÈ, ËÁË Œ ÛÅÎÎÏÎÏŒÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ). ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ (ÈÏÔÑ ÌÉÛØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ).

îÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÌÅÔ ÒÁÎØÛÅ ÓÈÏÄÎÙÅ ÉÄÅÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÌ ò. óÏÌÏÍÏÎÏŒ (ÓÍ. [73] É ÄÒÕÇÉÅ ÅÇÏ ÓÔÁÔØÉ, ÓÓÙÌËÉ ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ ÄÁÎÙ Œ [38]). ïÎ ÉÓÈÏÄÉÌ ÉÚ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÕÇÏÊ ÍÏÔÉŒÉÒÏŒËÉ, ÐÙÔÁÑÓØ ŒŒÅÓÔÉ ÐÏÎÑÔÉÅ ĂÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉĄ | Ó ËÁËÉÍÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ ÍÙ ÏÖÉÄÁÅÍ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÔÅÈ ÉÌÉ ÉÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÅÓÌÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÚÎÁÅÍ Ï ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÍ ÉÈ ÐÒÏÃÅÓÓÅ? ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ŒÏÐÒÏÓÙ ÜÔÉ ÔÅÓÎÏ ÓŒÑÚÁÎÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÐÅÒŒÏÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÐÒÏÓÔÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ ÉÍÅÀÔ ÂÏÌØÛÕÀ ÁÐÒÉÏÒÎÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, Á ÓÌÏÖÎÙÅ | ÍÁÌÕÀ. (ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÒÁÂÏÔÙ óÏÌÏÍÏÎÏŒÁ ÐÒÉÏÂÒÅÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÓÔØ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÌÉÛØ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒ ÕÐÏÍÑÎÕÌ ÉÈ Œ ÓŒÏÅÊ ÓÔÁÔØÅ.)

œ 1965 ÇÏÄÕ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ç. þÅÊÔÉÎ (ÔÏÇÄÁ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÏËÏÎÞÉŒÛÉÊ ÛËÏÌÕ) ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÌ Ë ÐÕÂÌÉËÁÃÉÉ ÄŒÅ ÓŒÏÉÈ ÓÔÁÔØÉ [4] É [5], ÎÁÐÅÞÁÔÁÎÎÙÅ Œ 1966 É 1969 ÇÏÄÁÈ. œÏ ŒÔÏÒÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÏÎ ÄÁÌ ÔÏ ÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ É ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒ.

ïÓÎÏŒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÙÌÉ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÎÙ Œ 1970-Å ÇÏÄÙ. ìÅŒÉÎ (ÕÞÅÎÉË ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÁ) É ûÎÏÒÒ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ ÓŒÑÚØ ÐÏÎÑÔÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ó ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÍ ÕÞÅÎÉËÏÍ ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÁ ÛŒÅÄÓËÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÏÍ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎÉ ŒŒÅÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÏŒÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÐÏÎÑÔÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ). éÄÅÉ óÏÌÏÍÏÎÏŒÁ ÏÂ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÒÉŒÅ- ÌÉ Ë (ŒŒÅÄčÎÎÏÍÕ ìÅŒÉÎÙÍ É ÐÏÚÄÎÅÅ þÅÊÔÉÎÙÍ) ÐÏÎÑÔÉÀ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÆÉÌÏÓÏÆÓËÉ ŒÁÖÎÙÍ, ÎÏ É ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÕÄÏÂÎÙÍ. âÙÌÉ ÎÁÊÄÅÎÙ ÐÒÉ- ÍÅÎÅÎÉÑ ÐÏÎÑÔÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÁË Œ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ, ÔÁË É Œ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ.

éÎÔÅÒÅÓ Ë ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÚÁÓÌÕÖÅÎÎÙÊ | ÜÔÏ, ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÏ, ÏÄÎÏ ÉÚ ÂÁÚÉÓ- ÎÙÈ ÐÏÎÑÔÉÊ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ) ŒÏÚÒÏÓ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÅ, ËÏÇÄÁ ÐÏÑŒÉÌÁÓØ ÍÏÎÏÇÒÁÆÉÑ ìÉ É œÉÔÁÎØÉ [38] (ÐÅÒŒÏÅ ÉÚÄÁÎÉÅ Œ 1993 ÇÏ- ÄÕ). âÅÚ ÐÒÅÕŒÅÌÉÞÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ŒÓč ÉÚŒÅÓÔÎÏÅ Ï ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ŒÏÛÌÏ Œ ÜÔÕ ËÎÉÇÕ (Œ ÏÓÎÏŒÎÏÊ ÔÅËÓÔ ÉÌÉ Œ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÑ). ëÎÉÇÁ ŒËÌÀÞÁÅÔ Œ ÓÅÂÑ ÐÏÄÒÏÂÎÙÊ ÒÁÓÓËÁÚ ÏÂ ÉÓÔÏÒÉÉ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÓÓÙÌËÉ ÎÁ ÐÅÒŒÙÅ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÉ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

îÁÛÁ ËÎÉÇÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÕÞÅÂÎÉË, ÎÅ ÐÒÅÔÅÎÄÕÀÝÉÊ ÎÁ ÐÏÌÎÏÔÕ ÍÁÔÅÒÉÁÌÁ É ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÓÙÌÏË (ÍÙ ÒÅËÏÍÅÎÄÕÅÍ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Ë ËÎÉÇÅ ìÉ É œÉÔÁÎØÉ). íÙ ÐÙÔÁÌÉÓØ ÏÔÏÂÒÁÔØ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ŒÁÖÎÙÅ (ÆÉÌÏÓÏÆÓËÉ É ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ) ÆÁËÔÙ Ï ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÄÏÓÔÕÐÎÏ Ï ÎÉÈ ÒÁÓÓËÁÚÁÔØ. úÁ ÒÅÄËÉÍÉ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑÍÉ, ÍÙ ÐÏÞÔÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÇÏŒÏÒÉÍ ÏÂ ÉÓÔÏÒÉÉ ŒÏÐÒÏÓÁ. ëÁË É Œ ÌÀÂÏÍ ÕÞÅÂÎÉËÅ, ÍÎÏÇÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔÓÑ ÂÅÚ ÕËÁÚÁÎÉÑ ÁŒÔÏÒÓÔŒÁ (É ÜÔÏ ÎÉ Œ ËÏÅÊ ÍÅÒÅ ÎÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÙÔÁÅÍÓÑ ÐÒÉÐÉÓÁÔØ ÉÈ ÓÅÂÅ).

œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ (Ăï ÞčÍ ÜÔÁ ËÎÉÇÁ?Ą) ÍÙ ÐÙÔÁÅÍÓÑ ËÒÁÔËÏ ÏÞÅÒÔÉÔØ ËÒÕÇ ŒÏÐÒÏ- ÓÏŒ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÈÓÑ Ë ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. çÒÕÂÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÏÎ ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎ ÄÌÑ ÔÅÈ, ËÔÏ ÈÏÞÅÔ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÁ ÏÂÌÁÓÔØ É ÓÔÏÉÔ ÌÉ ÚÎÁËÏÍÉÔØÓÑ Ó ÎÅÀ ÐÏÄÒÏÂÎÏ. äÁÌÅÅ ÍÙ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÉÚÌÏÖÅÎÉÀ.

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, Ó ÎÁÚŒÁÎÉÑÍÉ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ É ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÅÊ Œ ÜÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÂÏÌØÛÁÑ ÐÕÔÁÎÉÃÁ (ÏÔÞÁÓÔÉ É ÐÏ ŒÉÎÅ ÁŒÔÏÒÏŒ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÉ). óÁÍÏ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÌ- ÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ, ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ, Á ÔÁËÖÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ (ÉÌÉ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ) ÜÎÔÒÏÐÉÅÊ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ŒÓÅ ÜÔÉ ÓÌÏŒÁ ÓÉÎÏÎÉÍÁÍÉ. èÕÖÅ Ó ÏÂÏ- ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ: Œ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ x ÏÂÏÚÎÁÞÁÌÁÓØ K(x). œ ÄÒÕÇÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Õ ìÉ É œÉÔÁÎØÉ) K(x) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÒÅÆÉËÓÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, Á ÄÌÑ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ C(x). þÔÏÂÙ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÐÕÔÁÎÉÃÙ, ÍÙ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ K(x), Á ÐÉÓÁÔØ KS (x) ÄÌÑ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ŒÁÒÉÁÎÔÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É KP (x) ÄÌÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. åÓÔØ É ÄÒÕÇÉÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ ÐÏÎÑÔÉÑ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔÉ; ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (Œ Åč ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÆÏÒÍÅ) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ KM (x), Á ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ | KR (x). (ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÕÔÁÎÉÃÁ ÏÓÔÁčÔÓÑ | Õ ìÉ É œÉÔÁÎØÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Km(x), Á ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ KM (x) ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ- ÓÑ ÄÌÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ KA (x). îÁÄÅÅÍÓÑ, ÜÔÏ ÎÅ ÓÏÂØčÔ ÞÉÔÁÔÅÌÑ.)

åÓÔØ É ÄÒÕÇÉÅ, ÍÅÎÅÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ, ÒÁÚÌÉÞÉÑ Œ ÎÁÚŒÁÎÉÑÈ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ; ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ Œ ËÏÎÃÅ ËÎÉÇÉ ÐÒÉŒÅÄčÎ ÓÐÉÓÏË ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ É ÐÒÅÄÍÅÔÎÙÊ ÕËÁÚÁÔÅÌØ.

[âÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔÉ. íÉÈÁÉÌÕ œÑÌÏÍÕ, óÅÒÇÅÀ óÁÌØÎÉËÏŒÕ É íÉÈÁÉÌÕ õÓÔÉÎÏŒÕ] œ. á. õÓÐÅÎÓËÉÊ, î. ë. œÅÒÅÝÁÇÉÎ, á. ûÅÎØ

ïÇÌÁŒÌÅÎÉÅ

ï ÞčÍ ÜÔÁ ËÎÉÇÁ? 7

1. ðÒÏÓÔÁÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 21 1.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21 1.2. áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

2. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ É ÕÓÌÏŒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 36 2.1. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36 2.2. õÓÌÏŒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39 2.3. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3. óÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ 54 3.1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ � É ÍÅÒÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54 3.2. õÓÉÌÅÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57 3.3. üÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60 3.4. óŒÏÊÓÔŒÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ . . . . . . . . . 67

4. áÐÒÉÏÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ É ÐÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 72 4.1. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ É ÐÏÌÕÍÅÒÙ ÎÁ N . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72 4.2. îÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÐÏÌÕÍÅÒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76 4.3. ðÒÅÆÉËÓÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79 4.4. ïÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ: ÍÁÛÉÎÙ Ó ÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ŒÈÏÄÏÍ . . . . . . . . . . . . . . 82 4.4.1. ðÒÅÆÉËÓÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83 4.4.2. ðÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85 4.4.3. îÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . 86 4.5. ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89 4.6. óŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94 4.7. õÓÌÏŒÎÁÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ . . . . . . . . . . . . . 100 4.7.1. õÓÌÏŒÎÁÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100 4.7.2. óŒÏÊÓÔŒÁ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . 102 4.7.3. ðÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 104

5. íÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 112 5.1. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ É ÐÏÌÕÍÅÒÙ ÎÁ ÄÅÒÅŒÅ . . . . . . . . . . . . . . . . 112 5.2. îÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÌÕÍÅÒÁ ÎÁ ÄÅÒÅŒÅ . . . . . . . . . . . . . . . . 122 5.3. óŒÏÊÓÔŒÁ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 123 5.4. œÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � → � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127 5.4.1. îÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � → � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127 5.4.2. íÏÎÏÔÏÎÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ Ó ÎÅÂÌÏËÉÒÕÀÝÉÍ ÞÔÅÎÉÅÍ . . . . . . . . . . . 128 5.4.3. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ . . . . . . . . 129 5.5. íÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130 5.6. ôÅÏÒÅÍÁ ìÅŒÉÎÁ { ûÎÏÒÒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 134 5.7. óÌÕÞÁÊÎÏÅ ÞÉÓÌÏ � . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 146

5.8. üÆÆÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ èÁÕÓÄÏÒÆÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 148 5.9. äÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . 152

6. ïÂÝÁÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ 163 6.1. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163 6.2. óÒÁŒÎÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 167 6.3. õÓÌÏŒÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170 6.4. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÁËÕÌÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173 6.4.1. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ . . . . . . . . . . . . . . . . 174 6.4.2. ðÒÅÄÅÌÙ ÞÁÓÔÏÔ É ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ÒÅÌÑÔÉŒÉÚÏŒÁÎÎÁÑ 0^′ . . . 179

7. ûÅÎÎÏÎÏŒÓËÁÑ ÜÎÔÒÏÐÉÑ É ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 183 7.1. ûÅÎÎÏÎÏŒÓËÁÑ ÜÎÔÒÏÐÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183 7.1.1. ëÏÄÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183 7.1.2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÛÅÎÎÏÎÏŒÓËÏÊ ÜÎÔÒÏÐÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . 184 7.1.3. ëÏÄ èÁÆÆÍÁÎÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 186 7.1.4. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëÒÁÆÔÁ { íÁËÍÉÌÌÁÎÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 187 7.2. üÎÔÒÏÐÉÑ ÐÁÒÙ É ÕÓÌÏŒÎÁÑ ÜÎÔÒÏÐÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188 7.2.1. üÎÔÒÏÐÉÑ ÐÁÒÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 188 7.2.2. õÓÌÏŒÎÁÑ ÜÎÔÒÏÐÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 190 7.2.3. îÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ É ÜÎÔÒÏÐÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 192 7.2.4. ĂòÅÌÑÔÉŒÉÚÁÃÉÑĄ É ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ . . . . . . . . . . . . . . . 194 7.3. óÌÏÖÎÏÓÔØ É ÜÎÔÒÏÐÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196 7.3.1. ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ É ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÞÁÓÔÏÔ . . . . . . . . . . . . 197 7.3.2. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . 199 7.3.3. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ . . 200 7.3.4. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÔ ÜÎÔÒÏÐÉÉ . . . . . . . . . . . 201 7.3.5. ôÅÏÒÅÍÙ ûÅÎÎÏÎÁ Ï ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 202 7.4. íÁÒËÏŒÓËÉÅ ÃÅÐÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 204

8. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ 205 8.1. âÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205 8.2. ðÅÒÅÎÏÓ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÐÏ ÌÅÎÔÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 205 8.3. ëÏÎÅÞÎÙÅ ÁŒÔÏÍÁÔÙ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÇÏÌÏŒËÁÍÉ . . . . . . . . . . . . . . . . 208 8.4. õÓÉÌÅÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 210 8.5. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÅÚ ÚÁÐÒÅÝčÎÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏŒ . . . . . . . . . . . . . . . . 213 8.5.1. úÁÐÒÅÝčÎÎÙÅ É ÐÒÏÓÔÙÅ ÓÌÏŒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 213 8.5.2. ìÅÍÍÁ ìÏŒÁÓÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 215 8.5.3. ìÅÍÍÁ ìÏŒÁÓÁ É ÚÁÐÒÅÝčÎÎÙÅ ÓÌÏŒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 218 8.5.4. úÁÐÒÅÝčÎÎÙÅ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . 219 8.5.5. óÌÏÖÎÙÅ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 222 8.6. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 223 8.7. îÅÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ ÌÉÐÛÉÃÅŒÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . 226 8.8. üÒÇÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 227

9. þÁÓÔÏÔÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ 228 9.1. éÓÈÏÄÎÙÊ ÚÁÍÙÓÅÌ ÆÏÎ íÉÚÅÓÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 228 9.2. ðÒÁŒÉÌÁ ŒÙÂÏÒÁ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÌÏŒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 229 9.3. óÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 231 9.4. ðÒÉÍÅÒ œÉÌÌÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 234 9.5. íÁÒÔÉÎÇÁÌÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 237 9.6. ïÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ: ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ Œ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ . . . . . . . . . . . . . . . 241 9.7. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 243 9.8. œÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 245 9.9. íÁÒÔÉÎÇÁÌÙ É ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÐÏ ûÎÏÒÒÕ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 248 9.10. íÁÒÔÉÎÇÁÌÙ É ÜÆÆÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 249 9.11. þÁÓÔÉÞÎÙÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙÂÏÒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 252 9.12. îÅÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙÂÏÒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 255 9.13. óÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÐÏ ÉÚÍÅÎčÎÎÏÊ ÍÅÒÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261 9.13.1. óÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÐÏ ÄŒÕÍ ÍÅÒÁÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 261 9.13.2. úÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÄÌÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ . . . . . . . . . 266 9.13.3. úÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÄÌÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ . . . . . . . . . . 269 9.13.4. ðÒÉÍÅÒÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 273

10. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏÐÉÉ, ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÒÁÚÍÅÒÁ 276 10.1. ðÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 276 10.2. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 282 10.3. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 285 10.4. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÏÒÂÉÔÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 287 10.5. ðÏÞÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 288 10.6. íÅÔÏÄ ÔÉÐÉÚÁÃÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 290 10.7. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ: ÐÒÉÍÅÒÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 292 10.8. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ: ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . 295 10.9. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ: ÄÒÕÇÏÊ ŒÁÒÉÁÎÔ . . . . . . . . . . . . . . . . 298 10.10.îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÄŒÕÈ É ÔÒčÈ ÓÌÏŒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 301 10.11.òÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ éÎÇÌÅÔÏÎÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 303 10.12.õÓÌÏŒÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 308 10.13.îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÎÅ ÓŒÏÄÑÝÉÅÓÑ Ë ÂÁÚÉÓÎÙÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 310

11. ïÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ 314 11.1. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÓÌÏŒ Œ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÍ ŒÉÄÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 314 11.2. œÙÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 315 11.3. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 321 11.4. õÓÌÏŒÎÁÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ É ÏÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . 325

12. áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÄÌÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÉÓÔÏÞÎÉËÏŒ 327 12.1. ðÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÐÅÒÅÄÁÞÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . 327 12.2. õÓÌÏŒÎÏÅ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 328 12.3. õÓÌÏŒÎÏÅ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ: ÔÅÏÒÅÍÁ íÕÞÎÉËÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 329 12.4. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÔÅÏÒÅÍÙ íÕÞÎÉËÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 333

12.5. ïÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ: on-line ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 335 12.6. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÅ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÁÒÙ ÓÌÏŒ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 337 12.7. ëÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÉ ÄŒÕÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 339 12.8. ðÏÔÏË ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÒÅÚ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 344 12.9. óÅÔÉ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 345 12.10.œÙÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 349 12.11.õÐÒÏÝÅÎÉÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 350 12.12.íÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÁÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 351

13. éÎÆÏÒÍÁÃÉÑ É ÌÏÇÉËÁ 361 13.1. úÁÄÁÞÉ, ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 361

14. áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ 382

15. óÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÍÅÒÙ, ÆÉÌÏÓÏÆÉÑ 382

16. áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ 383 16.1. ðÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ. äÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 383 16.2. óÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÂSSÅËÔÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 386 16.3. äŒÕÈÞÁÓÔÎÙÅ ÏÐÉÓÁÎÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 388 16.4. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÇÉÐÏÔÅÚ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 396 16.5. äÅÆÅËÔ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ É ÄÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . 403 16.6. íÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÇÉÐÏÔÅÚÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 405 16.7. îÅÍÎÏÇÏ ÆÉÌÏÓÏÆÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 407

ï ÞčÍ ÜÔÁ ËÎÉÇÁ?

þÔÏ ÔÁËÏÅ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ?

ĂîÁ ÐÁÌØÃÁÈĄ ÜÔÏ ÐÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ ÔÁË. óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÖÉ- ÍÁÀÔ ÆÁÊÌÙ (ÄÌÑ ÜËÏÎÏÍÉÉ ÍÅÓÔÁ Œ ÁÒÈÉŒÅ). œÏÚÍÏÖÎÏ, ŒÙ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉÓØ Ó ÎÉÍÉ: ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎčÎÎÙÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ zip, gzip, compress, rar, arj (ÅÓÔØ É ÄÒÕÇÉÅ).

ðÒÉÍÅÎÉŒ ÔÁËÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÆÁÊÌÕ (Ó ÔÅËÓÔÏÍ, ÄÁÎÎÙÍÉ, ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÅÇÏ ÓÖÁÔÕÀ ŒÅÒÓÉÀ (ËÏÔÏÒÁÑ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ËÏÒÏÞÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÆÁÊÌÁ). ðÏ ÎÅÊ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÆÁÊÌ (Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÁÒÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ĂÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÉÉĄ; ÞÁÓÔÏ ÓÖÁÔÉÅ É ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÌÅÎÉÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÙ Œ ÏÄÎÕ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ).

ôÁË ŒÏÔ, Œ ÐÅÒŒÏÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÆÁÊÌÁ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁË ÄÌÉÎÕ ÅÇÏ ÓÖÁÔÏÊ ŒÅÒÓÉÉ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÆÁÊÌ, ÉÍÅÀÝÉÊ ÒÅÇÕÌÑÒÎÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ É ÈÏÒÏÛÏ ÓÖÉ- ÍÁÅÍÙÊ, ÉÍÅÅÔ ÍÁÌÕÀ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (Œ ÓÒÁŒÎÅÎÉÉ Ó ÅÇÏ ÄÌÉÎÏÊ). îÁÐÒÏÔÉŒ, ÐÌÏÈÏ ÓÖÉÍÁÅÍÙÊ ÆÁÊÌ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÂÌÉÚËÕÀ Ë ÄÌÉÎÅ.

üÔÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ŒÅÓØÍÁ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÏ É ÎÕÖÄÁÅÔÓÑ Œ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑÈ | ËÁË ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÈ, ÔÁË É ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÙÈ. îÁÞÎčÍ Ó ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÇÏ: ŒÍÅÓÔÏ ÆÁÊÌÏŒ (ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÂÁÊÔÏŒ) ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ (ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÉÔÏŒ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ). äÌÉÎÏÊ ÔÁËÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁËÏŒ (ÔÁË ÞÔÏ ÓÌÏŒÏ 1001, ÓËÁÖÅÍ, ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 4, Á ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏŒÏ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 0).

âÏÌÅÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÙ ÄÒÕÇÉÅ ÏÔÌÉÞÉÑ:

• ðÒÏÇÒÁÍÍÙ ÓÖÁÔÉÑ ÎÅÔ | ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÌÉÛØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÌÅÎÉÑ. ôÏÞ- ÎÅÅ, ÎÁÚÏŒčÍ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒÏÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ (ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ), ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÔ ÎÁ ŒÈÏÄ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ É ŒÙÄÁčÔ ÎÁ ŒÙÈÏÄ ÔÁËÖÅ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ. åÓÌÉ ÄÅ- ËÏÍÐÒÅÓÓÏÒ D ÎÁ ŒÈÏÄÅ x ÄÁčÔ y, ÍÙ ÐÉÛÅÍ D(x) = y É ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ y ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ D (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÎÎÏÇÏ D). äÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒÙ ÍÙ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÏÐÉÓÁÎÉÑ.

• íÙ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒ ÂÙÌ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÎÁ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒÁÈ. ðÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ x ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ D(x) ÍÏÖÅÔ ÚÁÃÉËÌÉŒÁÔØÓÑ (ÎÅ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÔØÓÑ) É ÎÅ ÄÁŒÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ. íÙ ÔÁËÖÅ ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÅÍ ÎÉËÁËÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ D: ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ŒÈÏÄÁÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ D ÍÏÖÅÔ ÄÁÔØ ÏÔŒÅÔ ÌÉÛØ ÐÏÓÌÅ ÏÞÅÎØ ÄÏÌÇÏÊ ÒÁÂÏÔÙ.

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ ÔÅÏÒÉÉ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉ- ÓÁÎÉÑ ÅÓÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ � Œ �, ÇÄÅ � | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ. îÁ- ÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Ó ËÁÖÄÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ D, ŒÈÏÄÁÍÉ É ŒÙÈÏÄÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ, ÍÙ ÓŒÑÚÙŒÁÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ d, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÓÌÏŒÅ x ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ D ÄÁčÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁ ÓÌÏŒÅ x; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ d(x) ÒÁŒÎÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ D ËÏ ŒÈÏÄÕ x. æÕÎËÃÉÉ d, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ D, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÉÚ � Œ �. ïÂÙÞÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÂÕËŒÕ ÄÌÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ É ŒÙÞÉÓÌÑÅÍÏÊ ÉÍ ÆÕÎËÃÉÉ, É ŒÍÅÓÔÏ d(x) ÐÉÛÕÔ D(x). íÙ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÜÔÏÊ ÔÒÁÄÉÃÉÉ Œ ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÎÅ ŒÙÚÙŒÁÅÔ ÐÕÔÁÎÉÃÙ.

ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ (ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒ) D. äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ ÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ y, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ D(y) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÒÁŒ- ÎÏ x. äÌÉÎÕ ÓÁÍÏÇÏ ËÏÒÏÔËÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ É ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÓÌÏŒÁ x ÐÒÉ

ÄÁÎÎÏÍ ÓÐÏÓÏÂÅ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D:

KS_D(x) = min{ l(y) | D(y) = x}:

úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ l(y) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏŒÁ y. éÎÄÅËÓ D ÐÏÄÞčÒËÉŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÓÐÏÓÏÂÁ D. íÉÎÉÍÕÍ ÐÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÒÁŒ- ÎÙÍ +∞, ÔÁË ÞÔÏ KS_D(x) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÌÑ ÔÅÈ x, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ŒÈÏÄÑÔ Œ ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ D (ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÉÉ, ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÐÉÓÁÎÉÊ).

üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÁÖÅÔÓÑ ÂÅÓÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ D ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÒÁÚÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÁÂÓÕÒÄÎÙÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ D ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ, ÔÏ KS_D ŒÓÅÇÄÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ. åÓÌÉ D(y) = � (ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏŒÏ) ÐÒÉ ŒÓÅÈ y, ÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÕÓÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ (ÐÏÓËÏÌØËÕ D(�) = � É l(�) = 0), Á ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÏŒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ.

âÏÌÅÅ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ: ÅÓÌÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ-ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒ ËÏÐÉÒÕÅÔ ŒÈÏÄ ÎÁ ŒÙÈÏÄ É D(x) = x ÐÒÉ ŒÓÅÈ x, ÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏŒÏ ÉÍÅÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ (ÓÁÍÏÇÏ ÓÅÂÑ) É KS_D(x) = l(x).

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ x ÉÍÅÅÔ ÍÁÌÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ D(�) = x, É ÔÏÇÄÁ KS_D(x) ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÂÌÁÇÏÐÒÉÑÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÃÅÌÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ÓÌÏŒ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÓÌÏŒ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ ÈÏÒÏÛ ÔÁËÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ:

D(bin(n)) = 000 : : : 000 (n ÎÕÌÅÊ);

ÇÄÅ bin(n) | ÄŒÏÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÞÉÓÌÁ n. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÓÌÏŒÁ bin(n) ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÁ log_2 n (ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ log_2 n + 1). íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ ÉÚ n ÎÕÌÅÊ ÂÌÉÚËÁ Ë log_2 n (É ÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÄÌÉÎÙ ÓÌÏŒÁ, ÔÏ ÅÓÔØ n). úÁÔÏ ŒÓÅ ÄÒÕÇÉÅ ÓÌÏŒÁ (ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÅÄÉÎÉÃÕ) ÉÍÅÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ.

îÁ ÐÅÒŒÙÊ ŒÚÇÌÑÄ ËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÓÉÌØÎÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÁÑ ÏÂÝÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÁ.

ïÐÔÉÍÁÌØÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÏÐÉÓÁÎÉÑ

óÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÔÅÍ ÌÕÞÛÅ, ÞÅÍ ËÏÒÏÞÅ ÏÐÉÓÁÎÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÁÔØ ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ: ÓÐÏÓÏÂ D_1 ÎÅ ÈÕÖÅ ÓÐÏÓÏÂÁ D_2, ÅÓÌÉ

KS_{D1} (x) ⩽ KS_{D2} (x) + c

ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ c É ÐÒÉ ŒÓÅÈ x.

œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÔÒÅÂÕÅÔ ÐÏÑÓÎÅÎÉÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c. íÙ ÓÏÇÌÁÛÁÅÍÓÑ ÐÒÅÎÅÂÒÅÇÁÔØ ÕŒÅ- ÌÉÞÅÎÉÅÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÌÉÛÁÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ, ÔÁË ËÁË ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ŒÅÌÉËÁ. ïÄÎÁËÏ ÂÅÚ ÔÁËÏÇÏ ĂÏÇÒÕÂÌÅÎÉÑĄ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÎÅ ÕÄÁčÔÓÑ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÄŒÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D_1 É D_2. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÈÕÖÅ ÉÈ ÏÂÏÉÈ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÌÏÖÉÍ

D(0y) = D_1(y) D(1y) = D_2(y)

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÅÒŒÙÊ ÂÉÔ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÍÙ ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÅÍ ËÁË ÎÏÍÅÒ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, Á ÏÓÔÁÌØÎÕÀ ÞÁÓÔØ | ËÁË ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ x ÐÒÉ D_1 (ÉÌÉ D_2), ÔÏ 0y (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ 1y) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ x ÐÒÉ D, É ÜÔÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÎÁ ÏÄÉÎ ÂÉÔ ÄÌÉÎÎÅÅ. ðÏÜÔÏÍÕ

KS_D(x) ⩽ KS_{D1} (x) + 1 KS_D(x) ⩽ KS_{D2} (x) + 1

ÐÒÉ ŒÓÅÈ x, ÔÁË ÞÔÏ ÓÐÏÓÏÂ D ÎÅ ÈÕÖÅ ÏÂÏÉÈ ÓÐÏÓÏÂÏŒ D_1 É D_2.

üÔÏÔ ÐÒÉčÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÆÏÒÍÁÔ zip-ÁÒÈÉŒÁ ÐÒÅÄÕÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔ ÚÁÇÏÌÏŒÏË, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÕËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÏÍÅÒ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ ÓÖÁÔÉÑ, Á ÚÁÔÅÍ ÉÄčÔ ÓÁÍ ÓÖÁÔÙÊ ÆÁÊÌ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ N ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ log_2 N ÂÉÔÏŒ (ÉÌÉ ÏËÏÌÏ ÔÏÇÏ) ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÚÁÒÅÚÅÒŒÉÒÏŒÁÔØ ÄÌÑ ÕËÁÚÁÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ.

îÅÓËÏÌØËÏ ÏÂÏÂÝÉŒ ÜÔÕ ÖÅ ÉÄÅÀ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÁËÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ:

Theorem 1 (óÏÌÏÍÏÎÏŒÁ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÁ). [intro-universal] óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁ- ÎÉÑ D, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÈÕÖÅ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D^′ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c, ÞÔÏ KS_D(x) ⩽ KS_D′ (x) + c

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x.

óÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÍ. ◁ îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÎÁÛÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. ðÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÉÈ ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÉÅ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÄŒÏÉÞÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ. âÕÄÅÍ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÇÄÅ ÏÎÁ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ (ÔÁËÏÊ ÓÐÏ- ÓÏÂ ÚÁÐÉÓÉ ÐÏ-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ self-delimiting; ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ ÒÕÓÓËÏÇÏ ÓÌÏŒÁ, ÐÏÖÁÌÕÊ, ÎÅÔ, É ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÁËÉÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ). åÓÌÉ ŒÙÂÒÁÎÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÚÁÐÉÓÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍ ÎÅ ÔÁËÏŒ, ÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÕÂÌÉÒÏ- ŒÁÔØ ËÁÖÄÙÊ ÚÎÁË Œ ÚÁÐÉÓÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ (ÚÁÍÅÎÉŒ 0 ÎÁ 00 É 1 ÎÁ 11), Á Œ ËÏÎÃÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÇÒÕÐÐÕ 01.

ôÅÐÅÒØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÏŒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D, ÐÏÌÏÖÉŒ

D(py) = p(y);

ÇÄÅ p | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ (ÐÒÉ ŒÙÂÒÁÎÎÏÍ ÓÐÏÓÏÂÅ ÚÁÐÉÓÉ), Á y | ÌÀÂÏÅ ÄŒÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, D ÞÉÔÁÅÔ ÓÌÏŒÏ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ, ŒÙÄÅÌÑÑ ÉÚ ÎÅÇÏ ÎÁÞÁÌÏ-ÐÒÏÇÒÁÍ- ÍÕ. (åÓÌÉ ÔÁËÏŒÏÊ ÎÅ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, D ÄÅÌÁÅÔ ÞÔÏ ÕÇÏÄÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÁÃÉËÌÉŒÁÅÔÓÑ.) äÁÌÅÅ D ÐÒÉÍÅÎÑÅÔ ÎÁÊÄÅÎÎÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ (p) Ë ÏÓÔÁÔËÕ ŒÈÏÄÁ (y) É ŒÙÄÁčÔ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ D ÎÅ ÈÕÖÅ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ P . ðÕÓÔØ p | ÐÒÏÇÒÁÍ- ÍÁ, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÀ P , ÐÒÉÞčÍ ÚÁÐÉÓÁÎÎÁÑ Œ ŒÙÂÒÁÎÎÏÊ ÎÁÍÉ ÆÏÒÍÅ. åÓÌÉ ÓÌÏŒÏ y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÍ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ ÓÌÏŒÁ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ P , ÔÏ py ÂÕÄÅÔ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ x ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ D (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÍ). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ ÏÔ P Ë D ÄÌÉÎÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÕŒÅÌÉÞÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ l(p), É

KS_D(x) ⩽ KS_P (x) + l(p):

œÉÄÎÏ, ÞÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ (ÔÏ ÅÓÔØ l(p)) ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ P , ÎÏ ÎÅ ÏÔ x. ▷

ðÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÚÄÅÓØ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÏÔ ÖÅ ÐÒÉčÍ, ÞÔÏ É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ, ÔÏÌØËÏ ŒÍÅÓÔÏ ÄŒÕÈ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ÍÙÓÌÉÍÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ | ËÁÖÄÙÊ ÓÏ ÓŒÏ- ÉÍ ÐÒÅÆÉËÓÏÍ. éÍÅÎÎÏ ÔÁË ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÅ ĂÓÁÍÏÒÁÚÁÒÈÉŒÉÒÕÀÝÉÅÓÑĄ ÁÒÈÉŒÙ (self-extracting archives). ôÁËÏÊ ÁÒÈÉŒ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÉÓÐÏÌÎÑÅÍÙÊ ÆÁÊÌ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÚÁÎÉÍÁÅÔ ÌÉÛØ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ËÕÓÏË. üÔÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÚÁÇÒÕÖÁÅÔÓÑ Œ ÐÁÍÑÔØ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÞÉÔÁÅÔ É ÒÁÚÁÒÈÉŒÉÒÕÅÔ ÏÓÔÁÔÏË ÁÒÈÉŒÁ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÎÁÍÉ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ŒÈÏÄÁÈ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÏÞÅÎØ ÄÏÌÇÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÂÙŒÁÀÔ ÄÏÌÇÏ ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ), Á ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ŒÈÏÄÁÈ É ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ.

ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ

æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D É ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒ- ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÓÌÏŒÁ x ÚÎÁÞÅÎÉÅ KS_D(x). œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ KS_D(x) ÂÕÄÅÍ ÏÐÕÓËÁÔØ ÉÎÄÅËÓ D É ÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÓÔÏ KS (x).

úÁÍÅÎÁ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÉÚÍÅÎÅÎÉÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÏŒ D_1 É D_2 ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c(D_1; D_2), ÞÔÏ

| KS_{D1} (x) − KS_{D2} (x)| ⩽ c(D_1; D_2)

ÐÒÉ ŒÓÅÈ x. üÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ËÁË

KS_{D1} (x) = KS_{D2} (x) + O(1);

ÐÏÎÉÍÁÑ ÐÏÄ O(1) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÏÔ x.

éÍÅÅÔ ÌÉ ÓÍÙÓÌ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÓÏÇÌÁÓ- ÎÏ ÜÔÏÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ, ÎÅ ÕËÁÚÙŒÁÑ, ËÁËÏÊ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ? îÅÔ | ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÐÏÄÂÏÒÏÍ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÌÀÂÏÊ. ôÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ ÎÅÌØÚÑ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÏ x ÐÒÏÝÅ ÓÌÏŒÁ y (ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ): ŒÙÂÉÒÁÑ ÔÏÔ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ, ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓÌÏŒ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÍ.

ëÁËÏŒ ÖÅ ÔÏÇÄÁ ÓÍÙÓÌ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÎÉ ÐÒÏ ËÁËÏÅ ËÏÎËÒÅÔÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅÌØÚÑ ÓËÁÚÁÔØ?

óŒÏÊÓÔŒÁ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ óÏÌÏÍÏÎÏ- ŒÁ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÁ, ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÚÁÐÉÓÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍ (ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ

ÑÚÙËÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ). äŒÁ ÔÁËÉÈ ÓÐÏÓÏÂÁ ÐÒÉŒÏÄÑÔ Ë ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÍÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÅÓÔØ ÄÌÉÎÁ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÔÏÒÁ ÏÄÎÏÇÏ ÑÚÙËÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁ- ÎÉÑ, ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÎÁ ÄÒÕÇÏÍ ÑÚÙËÅ. íÏÖÎÏ ÎÁÄÅÑÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ÑÚÙËÏŒ ÜÔÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÂÕÄÅÔ ÉÚÍÅÒÑÔØÓÑ ÔÙÓÑÞÁÍÉ ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÓÏÔÎÑÍÉ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÍ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÈ ÐÏÒÑÄËÁ ÓÏÔÅÎ ÔÙÓÑÞ (ÓËÁÖÅÍ, ÄÌÑ ÔÅËÓÔÁ ÒÏÍÁÎÁ) ÉÌÉ ÍÉÌÌÉÏÎÏŒ (ÓËÁÖÅÍ, ÄÌÑ äîë), ÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË ŒÁÖÎÏ, ËÁËÏÊ ÉÍÅÎÎÏ ÑÚÙË ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÍÙ ŒÙÂÒÁÌÉ.

îÏ ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÎÁÄÏ ŒÓÅÇÄÁ ÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏ- ÓÔÉ ÎÏÓÑÔ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ. þÔÏÂÙ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÍÅÌÏ ÓÍÙÓÌ, Œ ÎčÍ ÄÏÌÖÎÁ ÉÄÔÉ ÒÅÞØ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ, Á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒ. äÌÑ ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÔÉÐÉÞÎÁ: ÓËÁÖÅÍ, ÏÃÅÎËÉ ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂÙÞÎÏ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÀÔ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ.

óÌÏÖÎÏÓÔØ É ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ

ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ x ÍÏÖÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ÔÁËÖÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Œ ÓÌÏŒÅ x. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÌÏŒÏ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÉÓÁÎÏ ËÏÒÏÔËÏ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÁÌÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, Á ËÁËÏÅ-ÔÏ ÓÌÏÖÎÏÅ ÓÌÏŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÐÏÄÄÁčÔÓÑ ÓÖÁÔÉÀ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÇÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ (ÐÕÓÔØ ÄÁÖÅ É ÂÅÓÐÏÌÅÚÎÏÊ | ÍÙ ÎÅ ÐÙÔÁÅÍÓÑ ÏÔÄÅÌÉÔØ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ ÏÔ ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÏÊ, ÔÁË ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÁÂÒÁËÁÄÁÂÒÁ ÄÌÑ ÎÁÓ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÇÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÅÓÌÉ Åč ÎÅÌØÚÑ ÚÁÄÁÔØ ËÏÒÏÔËÏ).

åÓÌÉ ÓÌÏŒÏ x ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ k, ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ x ÓÏÄÅÒÖÉÔ k ÂÉÔÏŒ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÂÉÔÏŒ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Œ ÓÌÏŒÅ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÅÇÏ ÄÌÉÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ KS (x) ⩽ l(x). ôÁË É ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ (ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÎÁÄÏ ÄÏÂÁŒÉÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, Ï ÞčÍ ÍÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ).

Theorem 2. [intro-length] óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c, ÞÔÏ

KS (x) ⩽ l(x) + c

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x.

◁ íÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ P (y) = y ÐÒÉ ŒÓÅÈ y, ÔÏ KS_P (x) = l(x). œ ÓÉÌÕ ÏÐÔÉ- ÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÅ c, ÞÔÏ

KS (x) ⩽ KS_P (x) + c = l(x) + c

ÐÒÉ ŒÓÅÈ x. ▷

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂÙÞÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ÔÁË: KS (x) ⩽ l(x) + O(1). éÚ ÎÅÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ËÏÎÅÞÎÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ ÉÍÅÅÔ ÏÐÉÓÁÎÉÅ).

œÏÔ ÅÝč ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ ÓŒÏÊÓÔŒÁ, ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ ÏÔ ÐÏÎÑÔÉÑ ĂËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉĄ: ÐÒÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÎÅ ÕŒÅÌÉÞÉ- ŒÁÅÔÓÑ (ÔÏÞÎÅÅ, ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÚÁŒÉÓÑÝÕÀ ÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ).

Theorem 3. [intro-transform] äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ A ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c, ÞÔÏ KS (A(x)) ⩽ KS (x) + c ÄÌÑ ŒÓÅÈ x, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ A(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ.

◁ ðÕÓÔØ D | ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÊ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÏÌÍÏÇÏ- ÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÒÕÇÏÊ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒ D^′:

D^′(p) = A(D(p))

(D^′ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔ ÓÎÁÞÁÌÁ D, Á ÚÁÔÅÍ A). åÓÌÉ p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ x ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ D, ÐÒÉÞčÍ A(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÔÏ p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ A(x) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D^′. œÚÑŒ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ p ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ

KS_D′ (A(x)) ⩽ l(p) = KS_D(x) = KS (x);

Á Œ ÓÉÌÕ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ

KS (A(x)) ⩽ KS_D′ (A(x)) + c ⩽ KS (x) + c

ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ c É ÐÒÉ ŒÓÅÈ x, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. ▷

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ĂÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ËÏÄÉÒÏŒËÉĄ | ÅÓÌÉ ÍÙ, ÓËÁÖÅÍ, ÚÁÍÅÎÉÍ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÌÏŒÅ ŒÓÅ ÎÕÌÉ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÙ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ (ÉÌÉ ÒÁÚÂÁŒÉÍ ÜÔÏ ÓÌÏŒÏ ÎÕÌÑÍÉ, ÄÏÂÁŒÉŒ ÐÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÊ ÃÉÆÒÙ ÐÏ ÎÕÌÀ), ÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÔÕ ÖÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÞÔÏ É ÉÓÈÏÄÎÏÅ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ÔÕ É ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ.

ðÕÓÔØ x É y | ÄŒÁ ÓÌÏŒÁ. óÏÅÄÉÎÉÍ ÉÈ Œ ÏÄÎÏ, ÐÒÉÐÉÓÁŒ y Ë x ÓÐÒÁŒÁ. óËÏÌØËÏ ÂÉÔÏŒ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÓÌÏŒÏ? åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Œ ÎčÍ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÓÕÍÍÙ ËÏÌÉÞÅÓÔŒ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Œ x É Œ y. é ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏ ÔÁË, ÐÒÁŒÄÁ, Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÐÒÁŒËÏÊ.

Theorem 4. [intro-pair] óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ x É y ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ KS (xy) ⩽ KS (x) + 2 log KS (x) + KS (y) + c

◁ ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÂÅÚ ÄÏÂÁŒÏÞÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ 2 log KS (x), Åč ÏÓÌÁÂÌÑÀÝÅÇÏ. üÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÅÌÁÔØ ÔÁË. ðÕÓÔØ D | ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÊ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÏŒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉ- ÓÁÎÉÑ D^′. éÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ D(p) = x É D(q) = y, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ pq ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ ÓÌÏŒÁ xy, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÏÖÉÍ D^′(pq) = xy. ôÏÇÄÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ xy ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D^′ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÄÌÉÎÙ ÓÌÏŒÁ pq, ÔÏ ÅÓÔØ l(p) + l(q). åÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ p É q ŒÚÑÔØ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÅ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ KS_D′ (xy) ⩽ KS_D(x) + KS_D(y), É ÏÓÔÁčÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÓÔØÀ D É ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ D^′ Ë D (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c).

þÔÏ ÎÅŒÅÒÎÏ Œ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ? äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ D^′ ÎÅËÏÒÒÅËÔÎÏ: ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ D^′(pq) = D(p)D(q), ÎÏ D^′ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÒÅÄÓÔŒ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ p É q. œÐÏÌÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÄŒÁ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÓÌÏŒÁ ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ÄÁÀÝÉÅ ÒÁÚÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ: p_1q_1 = p_2q_2, ÎÏ D(p_1)D(q_1) ≠ D(p_2)D(q_2).

åÓÔØ ÄŒÁ ÓÐÏÓÏÂÁ ÉÓÐÒÁŒÉÔØ ÜÔÕ ÏÛÉÂËÕ. ðÅÒŒÙÊ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ É ÐÒÉÍÅÎÉÍ, ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÅÒÅÄ ÓÌÏŒÏÍ p ÎÁÐÉÓÁÔØ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏŒÁ p Œ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ Œ ÜÔÏÊ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÍÙ ÕÄŒÏÉÍ ËÁÖÄÙÊ ÂÉÔ, Á ÐÏÓÌÅ ÎÅč ÎÁÐÉÛÅÍ 01, ÞÔÏÂÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÇ ÐÏÎÑÔØ, ÇÄÅ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÄŒÏÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ É ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÓÁÍÏ p. âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ bin(k) ÄŒÏÉÞÎÕÀ ÚÁÐÉÓØ ÞÉÓÌÁ k, Á ÞÅÒÅÚ x ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÕÄŒÏÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÉÔÁ Œ ÓÌÏŒÅ x. (îÁÐÒÉÍÅÒ, bin(5) = 101, Á bin(5) = 110011.) ôÅÐÅÒØ ÐÏÌÏÖÉÍ

D^′( bin(l(p)) 01pq) = D(p)D(q):

üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ: ÁÌÇÏÒÉÔÍ D^′ ÓÎÁÞÁÌÁ ÞÉÔÁÅÔ bin(l(p)), ÐÏËÁ ÃÉÆÒÙ ÉÄÕÔ ÐÁ- ÒÁÍÉ. ëÏÇÄÁ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁ 01, ÏÎ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ l(p), ÚÁÔÅÍ ÏÔÓÞÉÔÙŒÁÅÔ l(p) ÃÉÆÒ É ÐÏÌÕÞÁÅÔ p. ïÓÔÁÔÏË ŒÈÏÄÁ ÅÓÔØ q, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÕÖÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ D(p)D(q).

œÅÌÉÞÉÎÁ KS_D′ (xy) ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÞÉÓÌÏÍ 2l(bin(l(p))) + 2 + l(p) + l(q); ÄŒÏÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÞÉÓÌÁ l(p) ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ log_2 l(p) + 1, ÐÏÜÔÏÍÕ D^′-ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÌÏŒÁ xy ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2 log_2 l(p) + 4 + l(p) + l(q), ÏÔËÕÄÁ É ŒÙÔÅËÁÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. ▷ õÐÏÍÑÎÕÔÙÊ ÎÁÍÉ ŒÔÏÒÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÉÓÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ÄÏÐÕÝÅÎÎÏÊ ÏÛÉÂËÉ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÐÏÔÒÅÂÏŒÁŒ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÂÙÌÉ ÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÎÙÍÉ (self-delimiting); ÍÙ ÏÂÓÕÖÄÁÅÍ ÅÇÏ Œ ÇÌÁŒÅ 4.

úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ p É q É ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ KS (xy) ⩽ KS (x) + KS (y) + 2 log_2 KS (y) + c.

îÁÓËÏÌØËÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 4 ÂÌÉÚËÏ Ë ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ? íÏÖÅÔ ÌÉ KS (xy) ÂÙÔØ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÍÅÎØÛÅ ÓÕÍÍÙ KS (x)+KS (y)? œ ÐÏÌÎÏÍ ÓÏÇÌÁÓÉÉ Ó ÎÁÛÅÊ ÉÎÔÕÉÃÉÅÊ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÅÓÌÉ x É y ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÍÎÏÇÏ ÏÂÝÅÇÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ x = y ÍÙ ÉÍÅÅÍ KS (xy) = KS (xx) = KS (x) + O(1), ÐÏÓËÏÌØËÕ xx ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ x É ÏÂÒÁÔÎÏ (ÔÅÏÒÅÍÁ 3).

þÔÏÂÙ ÕÔÏÞÎÉÔØ ÜÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ, ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÎÑÔÉÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ËÏ- ÔÏÒÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ x, ÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ y (ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÓÌÏŒ x É y). üÔÕ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ x ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ y (ÇÏŒÏÒÑÔ ÔÁËÖÅ ĂÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ yĄ, ĂÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ yĄ). åč ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÂÙÞÎÏÊ (ÂÅÚ- ÕÓÌÏŒÎÏÊ) ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÎÏ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒ D ÉÍÅÅÔ ÄÏÓÔÕÐ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ë ÓÖÁÔÏÍÕ ÏÐÉÓÁÎÉÀ, ÎÏ É Ë ÓÌÏŒÕ y. íÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÜÔÏÍ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ ÐÏÚÖÅ (ÇÌÁŒÁ 2), ÓËÁÖÅÍ ÌÉÛØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

KS (xy) = KS (y) + KS (x|y) + O(log n);

ÅÓÌÉ x É y | ÓÌÏŒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n. þÉÔÁÅÔÓÑ ÏÎÏ ÔÁË: ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Œ xy ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Œ y ÐÌÀÓ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÎÏŒÏÊ (ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÀÝÅÊ Œ y) ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Œ x.

òÁÚÎÏÓÔØ KS (x) − KS (x|y) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÏÂ x Œ y: ÜÔÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÚÎÁÎÉÅ ÓÌÏŒÁ y ÕÐÒÏÝÁÅÔ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÌÏŒÁ x.

ðÏÎÑÔÉÅ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÒÉÄÁÔØ ÓÍÙÓÌ ŒÏÐÒÏÓÕ Ï ÔÏÍ, ÓËÏÌØËÏ ÎÏŒÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Œ äîë ÏÄÎÏÇÏ ÏÒÇÁÎÉÚÍÁ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó äîë ÄÒÕÇÏÇÏ: ÅÓÌÉ d_1 | ÄŒÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ, ËÏÄÉÒÕÀÝÅÅ äîë ÐÅÒŒÏÇÏ ÏÒÇÁÎÉÚÍÁ, Á d_2 | ÄŒÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ, ËÏÄÉÒÕÀÝÅÅ äîë ŒÔÏÒÏÇÏ, ÔÏ ÉÓËÏÍÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÅÓÔØ KS (d_1|d_2). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÓÐÒÁÛÉŒÁÔØ, ËÁËÏÊ ÐÒÏÃÅÎÔ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÂÙÌ ÐÏÔÅÒÑÎ ÐÒÉ ÐÅÒÅŒÏÄÅ ÒÏÍÁÎÁ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ ÑÚÙË: Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ

KS (ÏÒÉÇÉÎÁÌ|ÐÅÒÅŒÏÄ)= KS (ÏÒÉÇÉÎÁÌ):

œÏÐÒÏÓÙ Ï ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Œ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÁÈ ÉÚÕÞÁÌÉÓØ É ÄÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅ- ÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÎÑÔÉÑ ÛÅÎÎÏÎÏŒÓËÏÊ ÜÎÔÒÏÐÉÉ. îÁÐÏÍÎÉÍ Åč ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ n ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ p_1; : : : ; p_n.

ôÏÇÄÁ Åč ÛÅÎÎÏÎÏŒÓËÁÑ ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

H() = ∑ p_i(− log_2 p_i):

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÉÓÈÏÄ, ÉÍÅÀÝÉÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ p_i, ÎÅÓčÔ Œ ÓÅÂÅ (− log_2 p_i) ÂÉÔÏŒ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ; ÔÏÇÄÁ H() ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ÓÒÅÄÎÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Œ ÉÓÈÏÄÅ ÓÌÕÞÁÊ- ÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ.

þÔÏÂÙ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÛÅÎÎÏÎÏŒÓËÏÊ ÜÎÔÒÏÐÉÉ, ÓËÁÖÅÍ, Ë ÏÃÅÎËÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÉÎ- ÆÏÒÍÁÃÉÉ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÔÅËÓÔÅ ÎÁ ÒÕÓÓËÏÍ ÑÚÙËÅ, ÎÕÖÎÏ ŒËÌÀÞÉÔØ ÜÔÏÔ ÔÅËÓÔ Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÁÎ- ÓÁÍÂÌØ ÔÅËÓÔÏŒ, ÓÞÉÔÁÑ ÅÇÏ ĂÔÉÐÉÞÎÙÍĄ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ. üÔÏ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÄÌÑ ËÏÒÏÔËÏÊ ÐÏÚÄÒÁŒÉÔÅÌØÎÏÊ ÔÅÌÅÇÒÁÍÍÙ, ÎÏ ÄÌÑ ÔÅËÓÔÁ ÒÏÍÁÎÁ ÔÒÕÄÎÏ ŒÏÏÂÒÁÚÉÔØ ÓÅÂÅ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ÁÎÓÁÍÂÌØ. óÔÏÌØ ÖÅ ÓÌÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÐÒÉ ÏÃÅÎËÅ ËÏÌÉÞÅ- ÓÔŒÁ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Œ äîë: ÅÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ ÁÎÓÁÍÂÌÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁŒÛÉÈ äîë ŒÓÅÈ ÏÒÇÁÎÉÚÍÏŒ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÜÔÏÇÏ ÁÎÓÁÍÂÌÑ ÍÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ÓŒÅÒÈÕ, ÓËÁÖÅÍ, ÞÉ- ÓÌÏÍ 2^{1000}, É ÅÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ ÉÈ ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÙÍÉ (Á ËÁËÏÅ ÅÝč ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÂÒÁÔØ?), ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÁÂÓÕÒÄÎÏ ÍÁÌÏÅ ÞÉÓÌÏ | ÍÅÎØÛÅ ÔÙÓÑÞÉ ÂÉÔÏŒ.

œÉÄÎÏ, ÞÔÏ Œ ÜÔÉÈ ÓÉÔÕÁÃÉÑÈ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÁÄÅËŒÁÔÎÙÍ ÑÚÙËÏÍ, ÞÅÍ ÛÅÎÎÏÎÏŒÓËÁÑ ÜÎÔÒÏÐÉÑ.

óÌÏÖÎÏÓÔØ É ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ

œÅÒÎčÍÓÑ Ë ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ KS (x) ⩽ l(x)+O(1) (ÔÅÏÒÅÍÁ 2). äÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ ÓÌÏŒ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÂÌÉÚËÏ Ë ÒÁŒÅÎÓÔŒÕ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

Theorem 5. [intro-cardinality] ðÕÓÔØ n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÅ- ÎÅÅ 2^n ÓÌÏŒ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (x) < n.

◁ ðÕÓÔØ D | ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÏÌ- ÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ŒÉÄÁ D(y) ÐÒÉ l(y) < n (É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ) ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎÅÅ n. á ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ y, ÉÍÅÀÝÉÈ ÄÌÉÎÕ ÍÅÎØ- ÛÅ n, ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔÓÑ 1 + 2 + 4 + 8 + : : : + 2^{n−1} = 2^n − 1

ÛÔÕË (ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ k ÒÏŒÎÏ 2^k). ▷

ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÄÏÌÑ ÓÌÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ n − c ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n ÍÅÎØÛÅ 2^{n−c}=2^n = 2^{−c}. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÏÌÑ ÓÌÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎÅÅ 90 ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ 100 ÍÅÎØÛÅ 2^{−10}.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÓÌÏŒ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙ ÉÌÉ ÐÏÞÔÉ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ É ÔÁË: ÐÏÞÔÉ ÎÁŒÅÒÎÑËÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ŒÚÑÔÏÅ ÓÌÏŒÏ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÏËÁÖÅÔÓÑ (ÐÏÞÔÉ) ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÍÙÓÌÅÎÎÙÊ (ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÒÅÁÌØÎÙÊ) ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔ. âÒÏ- ÓÉÍ ÍÏÎÅÔÕ, ÓËÁÖÅÍ, 80000 ÒÁÚ É ÓÄÅÌÁÅÍ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÂÒÏÓÁÎÉÊ ÆÁÊÌ ÄÌÉÎÏÊ Œ 10000 ÂÁÊÔÏŒ (8 ÂÉÔÏŒ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÄÉÎ ÂÁÊÔ). íÏÖÎÏ ÓÍÅÌÏ ÄÅÒÖÁÔØ ÐÁÒÉ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ÓÕÝÅÓÔŒÏ- ŒÁŒÛÉÊ ÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÂÒÏÓÁÎÉÑ ÁÒÈÉŒÁÔÏÒ ÎÅ ÓÕÍÅÅÔ ÓÖÁÔØ ÜÔÏÔ ÆÁÊÌ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 10 ÂÁÊÔÏŒ. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ 2^{−80} ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏÇÏ ÁÒÈÉŒÁÔÏÒÁ, Á ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁÒÈÉŒÁÔÏÒÏŒ ÎÅ ÔÁË ÕÖ ŒÅÌÉËÏ.)

œÏÏÂÝÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙÅ ÓÌÏŒÁ: ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÅÓÔØ ÏÔÓÕÔ- ÓÔŒÉÅ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÓÖÁÔØ ÓÌÏŒÏ. ëÏÎÅÞÎÏ, ÞčÔËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÙ ÍÅÖÄÕ

ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ É ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ÏÂSSÅËÔÁÍÉ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÎÅÌØÚÑ. çÌÕÐÏ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØÓÑ, ËÁËÉÅ ÉÍÅÎÎÏ ÉÚ ŒÏÓØÍÉ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ 3 (ÔÏ ÅÓÔØ ÉÚ ÓÌÏŒ 000; 001; 010; 011; 100; 101; 110; 111) ÓÌÕ- ÞÁÊÎÙ, Á ËÁËÉÅ ÎÅÔ. äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ: ÎÁÞÁŒ ÓÏ ĂÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏĄ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÏÊ 10000, ÂÕÄÅÍ ÚÁÍÅÎÑÔØ Œ ÎčÍ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁ ÎÕÌÉ. œ ËÏÎÃÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÑŒÎÏ ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÌÏŒÏ (ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ), ÎÏ ÉÍÅÅÔ ÌÉ ÓÍÙÓÌ ÓÐÒÁÛÉŒÁÔØ, Œ ËÁËÏÊ ÉÍÅÎÎÏ ÍÏÍÅÎÔ ÓÌÏŒÏ ÐÅÒÅÓÔÁÌÏ ÂÙÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ? œÒÑÄ ÌÉ.

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÄŒÏÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ËÁË ÒÁÚÎÏÓÔØ l(x) − KS (x). éÓÐÏÌØÚÕÑ ÜÔÕ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÔeoÒÅÍÁ 2 ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÅ- ÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÐÏÞÔÉ ÞÔÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ (ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ), Á ÔÅÏÒÅÍÁ 5 ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ŒÚÑÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ n (ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉ- ÎÙ n ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÙÍÉ) ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÉÍÅÔØ ÄÅÆÅËÔ ÂÏÌØÛÅ d ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ ÓŒÅÒÈÕ ÞÉÓÌÏÍ 1=2^d.

ôÅÐÅÒØ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ (ÕÔŒÅÒÖÄÁÀÝÉÊ, ÞÔÏ Õ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ n ÄÏÌÑ ÅÄÉÎÉÃ ÂÌÉÚËÁ Ë 1=2) ÍÏÖÎÏ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ ÎÁ ÑÚÙË ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÁË: Õ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ Ó ÍÁÌÙÍ ÄÅÆÅËÔÏÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉÃ ÂÌÉÚËÁ Ë 1=2. éÚ ÜÔÏÇÏ ĂÐÅÒÅŒÏÄÁĄ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÚÁËÏÎÁ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÁ Ó ÍÁÌÙÍ ÄÅÆÅËÔÏÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ); ËÁË ÍÙ ŒÐÏ- ÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÕÂÅÄÉÍÓÑ, Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ.

åÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÞčÔËÕÀ ÇÒÁÎÉÃÕ ÍÅÖÄÕ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ É ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ÏÂSSÅË- ÔÁÍÉ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÏÔ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ- ÓÔÉ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ, ÄÁÎÎÏÅ ÕÞÅÎÉËÏÍ ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÁ ÛŒÅÄÓËÉÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏÍ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÏÍ, ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ ÎÁÍÉ Œ ÇÌÁŒÅ 3. œÐÏÓÌÅÄ- ÓÔŒÉÉ ìÅŒÉÎ É ûÎÏÒÒ ÎÁÛÌÉ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ: ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ Åč ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ. (ðÒÁŒÄÁ, ÎÕÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄÒÕÇÏÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ.)

îÅŒÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ KS É ÐÁÒÁÄÏËÓ âÅÒÒÉ

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑÈ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÓËÁÖÅÍ Ï ÐÒÅÐÑÔÓÔŒÉÉ, Ó ËÏÔÏÒÙÍ ÓÔÁÌËÉŒÁÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ. õŒÙ, ÆÕÎËÃÉÑ KS ÎÅŒÙÞÉÓÌÉÍÁ: ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÄÁÎÎÏÍÕ ÓÌÏŒÕ x ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÅÇÏ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÉËÁËÏÊ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ (ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ) ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ KS , ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

Theorem 6. [intro-nobound] ðÕÓÔØ k | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ- ÎÁÑ) ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ � Œ N. (äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÉÊ Åč ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÉ- ÍÅÎÉÍ Ë ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÄŒÏÉÞÎÙÍ ÓÌÏŒÁÍ É ÄÁčÔ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.) åÓÌÉ k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÉÖÎÅÊ ÏÃÅÎËÏÊ ÄÌÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÔÏ ÅÓÔØ k(x) ⩽ KS (x) ÄÌÑ ÔÅÈ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ k(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ), ÔÏ k ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ: ŒÓÅ Åč ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.

◁ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ĂÐÁÒÁÄÏËÓ âÅÒÒÉĄ. üÔÏÔ ÐÁÒÁÄÏËÓ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ

ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÌØÚÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÆÒÁÚÏÊ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÔÒÉÎÁÄÃÁÔÉ ÒÕÓÓËÉÈ ÓÌÏŒ.

üÔÁ ÆÒÁÚÁ ËÁË ÒÁÚ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÒÉÎÁÄÃÁÔØ ÓÌÏŒ É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÏ ÓÁÍÏÅ ÞÉÓÌÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÌØÚÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ.

óÌÅÄÕÑ ÜÔÏÊ ÉÄÅÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÓËÁÔØ ÐÅÒŒÏÅ ÐÏÐÁŒÛÅÅÓÑ ÄŒÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ, ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒ- ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ N. ó ÏÄÎÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÜÔÏ ÓÌÏŒÏ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÏÌØÛÅ N, Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÅ ÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ËÏ- ÒÏÔËÉÍ (ÏÎÏ ŒËÌÀÞÁÅÔ Œ ÓÅÂÑ ÞÉÓÌÏ N, ÎÏ ÄŒÏÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÞÉÓÌÁ N ÇÏÒÁÚÄÏ ËÏÒÏÞÅ ÓÁÍÏÇ«Ï N). îÏ ËÁË ÉÓËÁÔØ ÜÔÏ ÓÌÏŒÏ? äÌÑ ÜÔÏÇÏ-ÔÏ É ÎÕÖÎÁ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ËÏÌÍÏ- ÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.

ðÅÒÅÊÄčÍ Ë ÆÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ÉÚÌÏÖÅÎÉÀ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÆÕÎËÃÉÑ k ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÏÃÅÎËÏÊ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ B(N), ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ N, ŒÙÞÉÓÌÑÅÍÕÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔ- ÍÏÍ: ĂòÁÚŒÅÒÎÕÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ k(0); k(1); k(2) : : : É ÐÒÏŒÏÄÉÔØ ÉÈ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ k(x) > N. ðÅÒŒÏÅ ÉÚ ÔÁËÉÈ x É ÂÕÄÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍĄ.

åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ k ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÆÕÎËÃÉÑ B ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ N, É k(B(N)) > N ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÉÖÎÅÊ ÏÃÅÎËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÔÁË ÞÔÏ É KS (B(N)) > N. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, B(N) ÜÆÆÅË- ÔÉŒÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ bin(N) ÞÉÓÌÁ N, ÐÏÜÔÏÍÕ

KS (B(N)) ⩽ KS (bin(N)) + O(1) ⩽ l(bin(N)) + O(1) ⩽ log_2 N + O(1)

(ÐÅÒŒÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3, Á ŒÔÏÒÏÅ | ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 2; O(1) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ). ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ

N < KS (B(N)) ⩽ log_2 N + O(1);

ÞÔÏ ÐÒÉ ÂÏÌØÛ«ÉÈ N ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ. ▷

ðÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ

ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÏÇÏŒÏÒÉÍÓÑ: ÒÅÞØ ÐÏÊÄčÔ ÎÅ Ï ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑÈ, Á Ï ÓŒÑÚÉ ËÏÌ- ÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ŒÏÐÒÏÓÁÍÉ.

âÒÉÔŒÁ ïËËÁÍÁ. îÁÞÎčÍ Ó ÔÁËÏÇÏ ÆÉÌÏÓÏÆÓËÏÇÏ ŒÏÐÒÏÓÁ: ÞÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÉÑ ÈÏÒÏ- ÛÏ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁ? ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÎÁÂÏÒ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ É ÒÁÚÎÙÅ ÔÅÏÒÉÉ, ÅÇÏ ÏÂSSÑÓÎÑÀÝÉÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÍÉ ÄÁÎÎÙÍÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÐÌÁÎÅÔ ÎÁ ÎÅÂÅÓÎÏÊ ÓÆÅÒÅ. éÈ ÍÏÖÎÏ ÏÂSSÑÓÎÑÔØ Œ ÄÕÈÅ ðÔÏÌÅÍÅÑ, ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÑ ÜÐÉÃÉËÌÙ É ÄÉÆÆÅÒÅÎÔÙ (É ŒÎÏÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÏÐÒÁŒËÉ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ), Á ÍÏÖÎÏ ÓÓÙÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÚÁËÏÎÙ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÅÈÁÎÉËÉ. ëÁË ÏÂSSÑÓÎÉÔØ, ÞÅÍ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÌÕÞÛÅ? íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÐÌÁÎÅÔ Ó ÔÏÊ ÖÅ (É ÄÁÖÅ ÌÕÞÛÅÊ) ÔÏÞÎÏÓÔØÀ, ÉÍÅÑ ÍÅÎØÛÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ. õÓÌÏŒÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÅ ëÅÐÌÅÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÎÁÛčÌ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÄÌÑ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎ- ÔÁÌØÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ. óÏŒÓÅÍ ÇÒÕÂÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÔÏÒÙ ÐÏÌÕÞÁÀÔ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÔÅÏÒÅÔÉËÉ ÉÝÕÔ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÓÌÏŒ ËÏÒÏÔËÉÅ ÏÐÉÓÁÎÉÑ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ŒÅÒÈÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ), É ÌÕÞÛÅ ÔÏÔ ÔÅÏÒÅÔÉË, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ËÏÒÏÞÅ (ÏÃÅÎËÁ ÍÅÎØÛÅ).

üÔÏÔ ÐÏÄÈÏÄ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÉÎÏÇÄÁ ĂÂÒÉÔŒÏÊ ïËËÁÍÁĄ ÐÏ ÉÍÅÎÉ ÆÉÌÏÓÏÆÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÇÏŒÏÒÉÌ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÍÎÏÖÉÔØ ÓÕÝÎÏÓÔÉ ÂÅÚ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. îÁÓËÏÌØËÏ ÔÁËÏÅ ÔÏÌËÏŒÁÎÉÅ ÏÄÏÂÒÉÌ ÂÙ ÓÁÍ ïËËÁÍ, ÓËÁÚÁÔØ ÔÒÕÄÎÏ.

íÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÔÕ ÖÅ ÉÄÅÀ Œ ÂÏÌÅÅ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ÍÙ ÓÏÂÉÒÁÅÍÓÑ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÞÉÔÁÔØ ÎÁÄÐÉÓÉ ÎÁ ËÏÎŒÅÒÔÁÈ É ÉÝÅÍ ÐÒÁŒÉÌÏ, ÏÔÄÅÌÑÀÝÅÅ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÎÕÌÅÊ ÏÔ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÅÄÉÎÉÃ. (âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÄÁÎÏ Œ ŒÉÄÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÂÉÔÏŒ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÏÊ ËÁË ÄŒÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ.) õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÙÓÑÞ ÏÂÒÁÚÃÏŒ | ËÁÒÔÉÎÏË, ÐÒÏ ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÎÕÌØ ÜÔÏ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉÃÁ. ðÏ ÜÔÉÍ ÏÂÒÁÚÃÁÍ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÓÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÒÁÚÕÍÎÏÅ ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÅÅ ÐÒÁŒÉÌÏ. þÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ Œ ÜÔÏÍ ËÏÎÔÅËÓÔÅ ÓÌÏŒÏ ĂÒÁÚÕÍÎÏÅĄ? åÓÌÉ ÍÙ ÐÒÏÓÔÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ŒÓÅ ÏÂÒÁÚÃÙ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÄÒÕÇÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÒÁŒÉÌÏ | ÄÅÊÓÔŒÕÀÝÅÅ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÎÁÍ ÎÅ ÐÒÉÎÅÓÕÔ ÎÏŒÙÊ ÏÂÒÁÚÅÃ, | ÎÏ ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ ÓÌÉÛËÏÍ ÄÌÉÎÎÙÍ. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÕÍÎÏÅ ÐÒÁŒÉ- ÌÏ ÄÏÌÖÎÏ ÉÍÅÔØ ËÏÒÏÔËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÕÀ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ.

ïÂÏÓÎÏŒÁÎÉÅ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. òÅÞØ ÉÄčÔ ÎÅ Ï ÓÁÍ«ÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅ- ÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ (ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ É ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÉËÁËÏÇÏ ÏÓÏÂÏÇÏ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÑ), Á Ï ÍÅÈÁÎÉÚÍÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. ðÒÅÄÓÔÁ- ŒÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ÍÙ ÂÒÏÓÁÅÍ ÍÏÎÅÔÕ ÔÙÓÑÞÕ ÒÁÚ (ÉÌÉ, ÂÏÌÅÅ ÒÅÁÌÉÓÔÉÞÎÏ, ÐÒÏŒÅÒÑÅÍ ËÁÞÅÓÔŒÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÇÏ ÄÁÔÞÉËÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÁÀÝÅÇÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ). åÓÌÉ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ ÔÙÓÑÞÉ ÎÕÌÅÊ (ÉÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 0101010101 : : : ), ÔÏ ÍÙ ÓÏÞÔčÍ, ÞÔÏ ÄÁÔÞÉË ÐÌÏÈ. îÏ, ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÏÞÅÍÕ?

þÁÓÔÏ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÔÙÓÑÞÉ ÎÕÌÅÊ ÉÓÞÅÚÁÀÝÅ ÍÁÌÁ (ÒÁŒÎÁ 2^{−1000}), ÅÓÌÉ ÍÏÎÅÔÁ ÞÅÓÔÎÁÑ, É ÐÏÔÏÍÕ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ÞÅÓÔÎÏÊ ÍÏÎÅÔÙ ÏÔŒÅÒÇÁÅÔÓÑ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÙ ÖÅ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ÂÒÁËÕÅÍ ÄÁÔÞÉË: ŒÏÚÍÏÖÎÁ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ¸ ÉÚ ÔÙÓÑÞÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ŒÙÚÏŒÅÔ Õ ÎÁÓ ÐÒÅÔÅÎÚÉÊ Ë ÄÁÔÞÉËÕ. úÁÍÅÔÉÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ¸ ÐÒÉ ÂÒÏÓÁÎÉÉ ÞÅÓÔÎÏÊ ÍÏÎÅÔÙ ÔÁËÖÅ ÒÁŒÎÁ 2^{−1000} | ÔÁË ÐÏÞÅÍÕ ÖÅ ÍÙ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ŒÏÚÍÕÝÁÅÍÓÑ? œ ÞčÍ ÒÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÉÚ ÔÙÓÑÞÉ ÎÕÌÅÊ É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ¸? åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÕÓÍÏÔÒÅÔØ ÜÔÕ ÒÁÚÎÉÃÕ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ ÔÙÓÑÞÉ ÎÕÌÅÊ ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÞÅÍ ¸.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÕÓÉÌÅÎ- ÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ. ïÎ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ (ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅŒÏÊ ÍÅÒÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍ ÂÒÏ- ÓÁÎÉÑÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÍÏÎÅÔÙ) ÉÍÅÀÔ ÐÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔÙ ÅÄÉÎÉÃ, ÒÁŒÎÙÊ 1=2.

âÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ � ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ. îÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒŒÏÄÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅŒÁ ÍÅÒÁ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÄŒÏÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ �_x ŒÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÒÏÄÏÌ- ÖÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ. (îÁÐÒÉÍÅÒ, �_� = �.) íÅÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ �_x ÐÏÌÏÖÉÍ ÒÁŒÎÏÊ 2^{−l(x)}. (îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ �_{01}, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ 01, ÒÁŒÎÁ 1=4.)

äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! = !_0!_1!_2 : : : ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔÙ ÅÄÉÎÉÃ Œ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ

lim_{n→∞}

!_0 + !_1 + : : : + !_{n−1} n : çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÉÌÅÎÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÒÁŒÅÎ 1=2. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 010101 : : : (Ó ÐÅÒÉÏ- ÄÏÍ 2) ÅÍÕ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ, Á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ 011011011 : : : (Ó ÐÅÒÉÏÄÏÍ 3) | ÎÅÔ.

õÓÉÌÅÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÅ ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÚÁËÏÎÕ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ. îÁÐÏÍÎÉÍ: ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ � ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ " > 0 ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÏŒ x_0; x_1; x_2; : : : , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ A ⊂ �_{x0} ∪ �_{x1} ∪ �_{x2} ∪ : : :

É ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ 2^{−l(x0)} + 2^{−l(x1)} + 2^{−l(x2)} + : : :

(ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ÍÅÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒ �_{xi} ) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ".

õÓÉÌÅÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (Ï ËÏÔÏ- ÒÏÍ ÍÙ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÉ). äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÞÁÓÔÅÊ. óÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÚÁËÏÎÕ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ìÅŒÉÎÁ { ûÎÏÒÒÁ (ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÌÉ ÎÅ ÒÁŒÅÎ 1=2, ÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ).

œÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÏÓÉÔ ÏÂÝÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ É ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÏÊ ÚÁËÏÎ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ. íÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÙÈ (ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÚÁËÏÎÕ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ É ÐÏÔÏÍÕ ÓÁÍÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ.

ðÏÎÑÔÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ É ÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÙÊ ÆÉÌÏÓÏÆÓËÉÊ ÉÎÔÅ- ÒÅÓ. œ ÎÁÞÁÌÅ XX ŒÅËÁ òÉÈÁÒÄ ÆÏÎ íÉÚÅÓ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÐÏÌÏÖÉÔØ ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ (ÏÎ ÎÁÚÙŒÁÌ ÅÇÏ ÐÏ-ÎÅÍÅÃËÉ Kollektiv) Œ ÏÓÎÏŒÕ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ (Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ÅÝč ÎÅ ÂÙÌÏ ÉÄÅÉ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÅÏÒÉÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ Œ ÒÁÍËÁÈ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ). ðÏÄÈÏÄ íÉÚÅÓÁ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ÏÎ ÓÞÉÔÁÌ ÇÌÁŒÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÕÀ ĂÕÓÔÏÊÞÉ- ŒÏÓÔØ ÞÁÓÔÏÔĄ) É ÅÇÏ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÙÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ Œ ÇÌÁŒÅ 9.

îÉÖÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ Œ ÔÅÏÒÉÉ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏËÁ- ÚÁÌÁÓØ ÐÏÌÅÚÎÙÍ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÍ ÓÒÅÄÓÔŒÏÍ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÉÖÎÉÈ ÏÃÅÎÏË Œ ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ. íÙ ÏÐÉÛÅÍ Åč ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÎÁ ÍÏÄÅÌØÎÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ: ÎÁ ÌÅÎÔÅ ÏÄÎÏÌÅÎÔÏÞÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ x ÄÌÉÎÙ n. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ ÓËÏÐÉÒÏŒÁÔØ ÜÔÏ ÓÌÏŒÏ ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ ÎÅÇÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÁ ÌÅÎÔÅ ÓÌÏŒÏ xx. ó ÓÅÒÅÄÉÎÙ 1960-È ÇÏÄÏŒ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔ ŒÒÅÍÅÎÉ, ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ n^2. ôÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ M, ÒÅÛÁÀÝÅÊ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ x, ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ " > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏŒÏ x ÄÌÉÎÙ n, ËÏÐÉÒÏŒÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ (Ó ÐÏÍÏÝØÀ M) ÄÌÉÔÓÑ ÄÏÌØÛÅ "n^2.

éÍÅÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÏÅ ÏÂSSÑÓÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ. íÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÚÁÐÏÍÎÉÔØ (ÐÏÍÉÍÏ ÌÅÎÔÙ) ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÉÔÏŒ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓËÏÒÏÓÔØ ÐÅÒÅÄŒÉÖÅÎÉÑ Åč ÐÏ ÌÅÎÔÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ: ÚÁ ÏÄÉÎ ÛÁÇ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÓÍÅÓÔÉÔØÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓËÏÒÏÓÔØ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ (ÅÄÉÎÉÃÁ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ: ÂÉÔ · ËÌÅÔËÁ=ÛÁÇ) ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ, ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÍÁÛÉÎÙ (ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍÕ ÞÉÓÌÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ). ëÏÐÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÌÏŒÁ x ÄÌÉÎÙ n ÔÒÅÂÕÅÔ ÐÅÒÅÎÏÓÁ n ÂÉÔÏŒ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈÓÑ Œ ÓÌÏŒÅ x, ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ Œ n ËÌÅÔÏË, É ÐÏÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏŒ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØ- ÎÏ n^2.

üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ŒÐÏÌÎÅ ÓÔÒÏÇÉÍ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. œÉÄÎÏ ÓÒÁÚÕ ÖÅ, ÞÔÏ ÔÒÕÄÎÙÍÉ ÄÌÑ ËÏÐÉÒÏŒÁÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÓÌÏŒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÍÎÏÇÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ (ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÌÉÚËÁ Ë ÍÁËÓÉÍÕÍÕ, ÔÏ ÅÓÔØ Ë n).

íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÔÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ Œ ÇÌÁŒÅ 8.

ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. íÙ ÐÒÉŒÅÄčÍ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÔÒčÈ ÓÌÏŒ É ÉÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ:[intro-triple]

2 KS (xyz) ⩽ KS (xy) + KS (xz) + KS (yz) + O(log n)

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒčÈ ÓÌÏŒ x; y; z ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n.

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ Ï ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔÉ ÕÖÅ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÇÏŒÏÒÉÔÓÑ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÔÁËÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÔ.

ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÔÅÌÏ Œ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ Ó ÏÓÑÍÉ OX, OY É OZ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÏÂSSčÍ V . òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ ÅÇÏ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ OXY , OXZ É OY Z. ðÕÓÔØ S_{xy}, S_{xz} É S_{yz} | ÐÌÏÝÁÄÉ ÜÔÉÈ ÐÒÏÅËÃÉÊ. ôÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÁËÏÅ ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÏ:

V^2 ⩽ S_{xy} · S_{xz} · S_{yz}:

á ŒÏÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÔÏÇÏ ÖÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ: ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G É Åč ÐÏÄÇÒÕÐÐ X, Y É Z ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ:

|X ∩ Y ∩ Z|^2 ⩾ |X ∩ Y | · |X ∩ Z| · |Y ∩ Z| |G| (ÇÄÅ |H| ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÇÒÕÐÐÅ H).

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÎÅÐÏÌÎÏÔÅ. ðÏËÁÖÅÍ, ÓÌÅÄÕÑ ç. þÅÊÔÉÎÕ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 6, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÉÚŒÅÓÔÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ çčÄÅÌÑ Ï ÎÅÐÏÌÎÏÔÅ. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ ÎÅ ŒÓÅ ÉÓÔÉÎÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÇÁÔÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ (ÓËÁÖÅÍ, ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ ÉÌÉ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ) ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÉÉ.

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÎÁÛÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ŒÉÄÁ KS (x) > n ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄŒÏÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x É ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n. (õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ KS (x) > n ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ ŒÙÂÒÁÎÎÙÊ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒ D ÎÅ ÄÁčÔ x ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÍ ŒÈÏÄÅ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n; ÅÇÏ ÌÅÇËÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÅ É ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.)

âÕÄÅÍ ÐÅÒÅÂÉÒÁÔØ ŒÓÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ŒÙŒÏÄÙ É ÉÓËÁÔØ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÊ ŒÉÄÁ KS (x) > n (ÄÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÓÌÏŒ x É ÞÉÓÅÌ n). îÁÊÄÑ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÍÙ ÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÏŒÏ Œ ÎčÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ n (ÞÅÍ ÏÎÏ ÂÏÌØÛÅ, ÔÅÍ ÌÕÞÛÅ). åÓÌÉ n ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÐÒÅÖÎÉÊ ÒÅËÏÒÄ, ÔÏ ÍÙ ÚÁÐÏÍÉÎÁÅÍ Œ ÔÁÂÌÉÃÅ ÒÅËÏÒÄÏŒ ÜÔÏ n É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÅÍÕ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÅ x_n. ôÅÐÅÒØ ÅÓÔØ ÄŒÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ. ìÉÂÏ ÔÁÂÌÉÃÁ ÒÅËÏÒÄÏŒ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÔÉ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ, ÌÉÂÏ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÒÅÍÅÎÉ ÎÏŒÙÈ ÒÅËÏÒÄÏŒ ÎÅ ÂÕÄÅÔ É ËÁËÏÅ-ÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ KS (X) > N ÔÁË É ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÅÐÒÅŒÚÏÊÄčÎÎÙÍ. œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÃÅÌÙÊ ËÌÁÓÓ ÉÓÔÉÎÎÙÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ŒÓÅ ÉÓÔÉÎÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ŒÉÄÁ KS (x) > n ÐÒÉ n > N, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅÄÏËÁÚÕÅÍÙÍÉ. (îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 5 ÔÁËÉÅ ÉÓÔÉÎÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ, É ÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ.)

œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÏŒ x_0; x_1; x_2 : : : É ÞÉÓÅÌ n_0 < n_1 < n_2 < : : :, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏËÁÚÕÅÍÙ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ KS (x_i) > n_i. íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ,

ÞÔÏ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÄÏËÁÚÕÅÍÙ ÌÉÛØ ÉÓÔÉÎÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ KS (x_i) > n_i. œÙÂÒÏÓÉŒ ÉÚ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÑ ÓÌÏŒ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ x_i ÒÁÚÌÉÞÎÙ (ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏŒÏ ÍÏÖÅÔ ŒÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÔÁË ËÁË n_i → ∞ ÐÒÉ i → ∞). ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ k(x_i) = n_i, ÂÕÄÅÔ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÏÃÅÎËÏÊ ÄÌÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÔÅÏÒÅÍÅ 6.

1. ðÒÏÓÔÁÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ

1.1. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ

[simpledf] îÁÐÏÍÎÉÍ (ÄÁÎÎÏÅ ŒÏ ŒŒÅÄÅÎÉÉ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. üÔÏÔ ŒÁÒÉÁÎÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÙÌ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎ Œ ÓÔÁÔØÅ ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÁ [24]. þÔÏÂÙ ÏÔÌÉÞÉÔØ ÅÇÏ ÏÔ ÄÒÕÇÉÈ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÕÀ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÒÏÓÔÏÊ, ÉÌÉ ÏÂÙËÎÏŒÅÎÎÏÊ, ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ. äÒÕÇÉÅ ŒÉÄÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÐÒÅÆÉËÓÎÁÑ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ) ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØÓÑ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÇÌÁŒÙ 4, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏËÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÂÅÚ ÕÔÏÞÎÑÀÝÅÇÏ ÜÐÉÔÅÔÁ), ÎÅ ÏÐÁÓÁÑÓØ ÐÕÔÁÎÉÃÙ.

óÐÏÓÏÂÏÍ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÉÌÉ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒÏÍ, ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÌÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÞÁ- ÓÔÉÞÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ � Œ ÓÅÂÑ. (œÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÑ D ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉÍÅÎÉÍ Ë ÓÌÏŒÁÍ ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ D É ÔÏÌØËÏ Ë ÎÉÍ; ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ Ë ÓÌÏŒÕ x ÅÓÔØ D(x).) åÓÌÉ D(y) = x, ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ x ÐÒÉ ÓÐÏÓÏÂÅ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D.

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÓÐÏ- ÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÐÏÌÁÇÁÑ Åč ÒÁŒÎÏÊ ÄÌÉÎÅ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ:

KS_D(x) = min{l(y)|D(y) = x}:

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÉÎÉÍÕÍ ÐÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÙÍ +∞.

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D_1 ÎÅ ÈÕÖÅ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D_2, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c, ÞÔÏ KS_{D1} (x) ⩽ KS_{D2} (x) + c ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ x. (ëÒÁÔËÁÑ ÚÁÐÉÓØ: KS_{D1} (x) ⩽ KS_{D2} (x) + O(1).)

óÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÈÕÖÅ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉ- ÓÁÎÉÑ. ôÅÏÒÅÍÁ ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÁ { óÏÌÏÍÏÎÏŒÁ (Ó. 9) ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÏÐÉÓÁÎÉÑ. åč ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ (ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÅ ŒÏ ŒŒÅÄÅÎÉÉ) ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÔÁË. œÙÂÅÒÅÍ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÊ ÑÚÙË ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ. ðÕÓÔØ U | ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÔÏÒ ÜÔÏÇÏ ÑÚÙËÁ: U(p; x) ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ p ÎÁ ŒÈÏÄÅ x (ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ É ŒÈÏÄ | ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ). äÁÌÅÅ ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ

D(p̂x) = U(p; x);

ÇÄÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ p → p̂ ŒÙÂÒÁÎÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏ ÓÌÏŒÕ p̂ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ p, Á ÔÁËÖÅ ÍÅÓÔÏ, ÇÄÅ p̂ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ. (œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÏŒÏ p̂ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏŒÁ q̂ ÐÒÉ p ≠ q, É ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ D ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ.) ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D^′ ÉÍÅÅÍ KS_D′ (x) ⩽ KS_D(x) + l(p̂);

ÇÄÅ p | ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÓÐÏÓÏÂÕ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D^′. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ y ÅÓÔØ ÏÐÉÓÁÎÉÅ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D^′, ÔÏ p̂y ÅÓÔØ ÏÐÉÓÁÎÉÅ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D.)

íÙ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ x ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ KS (x) (ÂÅÚ ÉÎÄÅËÓÁ).

óÒÁŒÎÅÎÉÅ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ Ó ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÍ (ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÌÏŒÏ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ KS (x) ⩽ l(x) + O(1) (Ó. 11).

óÒÁŒÎÉŒÁÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D ÓÏ ÓÐÏÓÏÂÏÍ y → A(D(y)), ÇÄÅ A | ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÁÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ KS (A(x)) ⩽ KS (x) + O(1) (ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ, Ó. 11).

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒ, ÎÏ É Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÒÕÇÉÈ ĂËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒĄ (ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÇÒÁÆÏŒ, ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË, ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÌÏŒ É Ô. Ð.) | ÌÀÂÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁËÏÄÉ- ÒÏŒÁÔØ ÄŒÏÉÞÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ.

ðÏÑÓÎÉÍ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. îÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉ- ÓÁÔØ Œ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ | ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÄŒÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ. íÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ É ÄÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÄŒÏÉÞÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÄŒÏÉÞ- ÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÐÏÄÒÑÄ (Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÄÌÉÎ É Œ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÄÌÑ ÓÌÏŒ ÏÄÎÏÊ ÄÌÉÎÙ):

�; 0; 1; 00; 01; 10; 11; 000; 001; 010; 011; 100; : : :

É ÓÏÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÉÈ (Œ ÜÔÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ) Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ 0; 1; 2; 3; : : : (ÔÁËÏÅ ÏÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÌÅÎÉÅ ÞÁÓÔÏ ÕÄÏÂÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ, Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ, ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ). îÁËÏÎÅÃ, ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÓÌÏŒÏÍ ÉÚ n ÅÄÉÎÉÃ. ôÁË ŒÏÔ, ËÁËÏÊ ÂÙ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÎÉ ŒÙÂÒÁÔØ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÉÚ ÏÄÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ Œ ÄÒÕÇÕÀ, Á ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ É ÔÁË ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ- ÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÎÁÍ ÎÅ ÓÔÒÁÛÅÎ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝč, ÞÔÏ ÄŒÏÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ log n + O(1), É ÐÏÔÏÍÕ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÖÅ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ log n + O(1).

äÒÕÇÏÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑÈ: ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ ÉÌÉ ÕÄÁÌÅÎÉÅ ÎÕÌÑ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉÃÙ Œ ËÏÎÃÅ ÓÌÏŒÁ ÍÅÎÑÅÔ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÆÕÎËÃÉÉ x → x0, x → x1, Á ÔÁËÖÅ ÆÕÎËÃÉÑ, ÕÄÁÌÑÀÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÂÉÔ ÓÌÏŒÁ, ŒÙÞÉÓÌÉÍÙ.

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ ÂÉÔÁ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÓÌÏŒÁ. îÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÂÉÔÁ Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÍÅÓÔÅ ÓÌÏŒÁ ÍÏÖÅÔ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÓÌÏŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 2^n ÎÕÌÅÊ, ÔÏ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ KS (n) + O(1) ⩽ log n + O(1). (ðÏÄ log ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÍ ÄŒÏÉÞÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ.) úÁÍÅÎÉŒ k-Ê ÎÕÌØ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ (ÐÒÉ k = 1; 2; : : : ; 2^n), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ 2^n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n. (ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ ÎÁ Ó. 14, ÞÉÓÌÏ ÓÌÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ n ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÞÉÓÌÁ ŒÓÅÈ ÏÐÉÓÁÎÉÊ ÄÌÉÎÙ ÍÅÎØÛÅ n É ÐÏÔÏÍÕ ÍÅÎØÛÅ 2^n.)

ðÒÉÂÁŒÌÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÙ Ë ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ n ÍÅÎÑÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ KS (n) ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÔÁË ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, ÏÂÌÁÄÁÅÔ ĂÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ìÉÐÛÉÃÁĄ (ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ | KS (m) − KS (n)| ⩽ c|m − n| ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c É ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ m É n).

1 äÏËÁÖÉÔÅ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ: | KS (m)−KS (n)| ⩽ |m−n|+c (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c É ÄÌÑ ŒÓÅÈ m; n ∈ N) É ÄÁÖÅ | KS (m) − KS (n)| ⩽ 2 log |m − n| + c (ÐÒÉ m ≠ n).

œÅÒÎčÍÓÑ Ë ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÌÏŒ x Ó KS (x) < n ÍÅÎØÛÅ 2^n. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÉ ÎÅÔ ÎÉËÁËÉÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ (ÞÔÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÎÅÏÂÙÞÎÏ). îÏ ŒÓč ÒÁŒÎÏ

ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ Œ ÎčÍ ÎÅÑŒÎÏ ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÕÅÔ: ÅÓÌÉ ÍÙ ÚÁÍÅÎÉÍ ÏÄÉÎ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ, ÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ n ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ 2^n, ÎÏ ÜÔÏ ÕÖÅ ÂÕÄÕÔ ÄÒÕÇÉÅ ÓÌÏŒÁ!

2 [distribution-plain-complexity] ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÌÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ n ÚÁËÌÀÞÅÎÏ ÍÅÖÄÕ 2^{n−c} É 2^n (ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ c É ŒÓÅÈ n). [õËÁÚÁÎÉÅ: Ï ŒÅÒÈÎÅÊ ÏÃÅÎËÅ 2^n ÍÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, Á ÎÉÖÎÑÑ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ KS (x) ⩽ l(x) + c ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ c É ÐÏÔÏÍÕ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ ÍÅÎØÛÅ n − c ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ n.]

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÓÌÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÏŒÎÏ n ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^n, ÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÉÌØÎÏ ÍÅÎØÛÅ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ŒÏŒÓÅ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ n). [õËÁÚÁÎÉÅ: ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÕÅÍ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÄÏÂÁŒÉŒ 0 ÉÌÉ 11 ËÏ ŒÓÅÍ ÏÐÉÓÁÎÉÑÍ É ÓÄÅÌÁŒ ÉÈ ÄÌÉÎÕ ÞčÔÎÏÊ.]

3 [average-plain-complexity] ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n ÒÁŒÎÏ n + O(1). [õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÑÄ ∑ k=2^k ÓÈÏÄÉÔÓÑ, Á ÄÏÌÑ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÁ n − k, ÒÁŒÎÁ ÐÒÉÍÅÒÎÏ 2^{−k}.]

ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÕ ÔÅÍÕ (ÓŒÑÚØ ÏÃÅÎÏË ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ó ÏÃÅÎËÁÍÉ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ), ÄÏËÁÖÅÍ ÔÁËÏÅ ŒÁÖÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

Theorem 7. [simple-upper] (Á) íÎÏÖÅÓÔŒÁ S_n = {x | KS (x) < n} ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÐÒÉÞčÍ |S_n| < 2^n ÐÒÉ ŒÓÅÈ n. (úÄÅÓØ |S_n| | ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ S_n.)

(Â) åÓÌÉ V_n (n = 0; 1; 2; : : : ) | ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ, ÐÒÉÞčÍ |V_n| < 2^n ÐÒÉ ŒÓÅÈ n, ÔÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÅ c, ÞÔÏ KS (x) < n + c ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ V_n.

ðÏÑÓÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. çÏŒÏ- ÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ÓÌÏŒ, ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÌÉ ÉÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ) ÐÅÒÅ- ÞÉÓÌÉÍÏ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (ÐÒÏ- ÇÒÁÍÍÁ, ÐÅÞÁÔÁÀÝÁÑ ÉÈ ÏÄÉÎ ÉÚ ÄÒÕÇÉÍ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ Ó ÐÅÒÅÒÙŒÁÍÉ, É ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÏÓÔÁÎÁ- ŒÌÉŒÁÀÝÁÑÓÑ). ðÏŒÔÏÒÅÎÉÑ ÒÁÚÒÅÛÁÀÔÓÑ (ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ŒÁÖÎÏ, ÔÁË ËÁË ÍÏÖÎÏ ŒÙÞčÒËÉŒÁÔØ ÐÏŒÔÏÒÑÀÝÉÅÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ.) åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÏ, ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÍÏÖÅÔ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏ- ÍÅÎÔÁ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÐÅÞÁÔÁÔØ (ÈÏÔÑ ÎÁÂÌÀÄÁÔÅÌØ ÎÅ ÕÚÎÁÅÔ, ÎÁÓÔÕÐÉÌ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÉÌÉ ÎÅÔ).

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ n, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ Œ ÄÅÓÑÔÉÞÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ √ 2 ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ n ÄÅŒÑÔÏË ÐÏÄÒÑÄ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. ðÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÅÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÔÁËÏŒ: ŒÙÞÉÓÌÑÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÅ ÃÉÆÒÙ ÞÉÓÌÁ √ 2, ËÁË ÔÏÌØËÏ ŒÓÔÒÅÔÉÌÁÓØ ÇÒÕÐÐÁ ÉÚ n ÄÅŒÑÔÏË ÐÏÄÒÑÄ, ÏËÒÕÖčÎÎÁÑ ÎÅ-ÄÅŒÑÔËÁÍÉ, ÐÅÞÁÔÁÅÍ n É ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÒÁÂÏÔÕ.

ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒ V_n ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ {⟨n; x⟩ | x ∈ V_n} ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. üÔÏ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ, ÞÅÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ V_n. åÓÌÉ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ, ÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ (ÏÔÂÉÒÁÅÍ ÐÁÒÙ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÐÅÒŒÙÍ ÞÌÅÎÏÍ), ÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅŒÅÒÎÏ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V_n ËÏÎÅÞÎÙ (ËÁË Õ ÎÁÓ), ÔÏ ŒÓÅ ÏÎÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙ, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ. (íÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÐÏ n ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÉÊ V_n.) ï ÐÏÎÑÔÉÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ Œ ÌÀÂÏÍ ÕÞÅÂÎÉËÅ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ [77].

◁ œÅÒÎčÍÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ {⟨n; x⟩ | x ∈ S_n} = {⟨n; x⟩ | KS (x) < n} (ÐÅÒŒÙÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ ÐÁÒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ŒÔÏÒÙÍÉ | ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ) ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ D | ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÊ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ KS . âÕÄÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÚÁÐÕÓËÁÔØ D ÎÁ ŒÓÅÈ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒÁÈ, ÄÅÌÁÑ ŒÓč ÂÏÌØÛÅ ÛÁÇÏŒ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÏŒÅ É ŒÏŒÌÅËÁÑ ŒÓč ÎÏŒÙÅ É ÎÏŒÙÅ ÓÌÏŒÁ. (îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÁ k-Í ÜÔÁÐÅ ÍÙ ÐÒÏŒÏÄÉÍ ÐÏ k ÛÁÇÏŒ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÅÒŒÙÈ k ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ.) ëÁË ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÐÒÏŒÏÄÉÍÙÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ, É ÏÂÎÁÒÕÖÉŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ D(y) = x, ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ŒÙÄÁčÔ ÎÁ ŒÙÈÏÄ ÐÁÒÕ ⟨l(y) + 1; x⟩ (Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ x ÍÅÎØÛÅ l(y) + 1, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÓÌÏŒÏ ÉÍÅÅÔ ÏÐÉÓÁÎÉÅ y). ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÎ ŒÙÄÁčÔ ÐÁÒÙ ⟨l(y) + 2; x⟩; ⟨l(y) + 3; x⟩ : : : (ÞÅÒÅÄÕÑ ÉÈ Ó ÄÒÕÇÉÍÉ ÐÁÒÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÕÖÎÏ ŒÙÄÁÔØ).

äÌÑ ÚÎÁËÏÍÙÈ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ ŒÓč ÜÔÏ ÏÂSSÑÓÎÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÄÎÏÊ ÓÔÒÏÞËÏÊ

KS (x) < n ⇔ ∃y (l(y) < n ∧ D(y) = x)

(ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ, ÔÁË ËÁË ÇÒÁÆÉË ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ D ÐÅÒÅÞÉ- ÓÌÉÍ, Á ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ É ÐÒÏÅËÃÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ).

âÏÌÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ V_n, ÐÒÉÞčÍ |V_n| < 2^n. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D_V ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. úÁÒÅÚÅÒŒÉÒÕÅÍ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ n ÄÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V_n. éÍÅÎÎÏ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ k-Å Œ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ n ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ k-ÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V_n (Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V_n ÐÒÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ). ðÏÓËÏÌØËÕ |V_n| < 2^n, ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n ÈŒÁÔÉÔ (ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÒÉ ÐÏŒÔÏÒÎÏÍ ÐÏÑŒÌÅÎÉÉ ÓÌÏŒÁ Œ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ ÍÙ ÎÅ ŒÙÄÅÌÑÅÍ ÎÏŒÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ). ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D_V ÂÕÄÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ D_V (y), ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÊ ÎÏÍÅÒ ÓÌÏŒÁ y ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ l(y). ðÕÓÔØ ÏÎ ÒÁŒÅÎ k. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÚÁÐÕÓËÁÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ⟨n; x⟩, Õ ËÏÔÏÒÙÈ x ∈ V_n, É ÏÖÉÄÁÅÍ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ k ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÁÒ, ÐÅÒŒÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÁ l(y). œÔÏÒÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÉÚ ÎÉÈ É ÂÕÄÅÔ D_V (y).

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ KS_{DV} (x) ⩽ n ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ V_n. óÒÁŒÎÉŒÁÑ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D_V Ó ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÍ, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÅ c, ÞÔÏ KS (x) < n + c ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ V_n. ôÅÏÒÅÍÁ 7 ÄÏËÁÚÁÎÁ. ▷

éÎÔÕÉÔÉŒÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ ÔÁË: ÏÎÁ ÇÏŒÏ- ÒÉÔ, ÞÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ĂÏÂSSÅËÔÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÇÏ ŒÉÄÁ ÍÁÌÏĄ (ÍÅÎØÛÅ 2^i) É ĂÏÂSSÅËÔÙ ÜÔÏÇÏ ŒÉÄÁ ÐÒÏÓÔÙĄ (ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ i) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÐÅÒÅÞÉ- ÓÌÉÍÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ É ÉÚÍÅÒÑÅÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (Á ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ | Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ).

üÔÕ ÖÅ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ Œ ÄÒÕÇÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ. ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f(x) ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ŒÓÅÈ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒÁÈ É ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á ÔÁËÖÅ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ +∞. æÕÎËÃÉÑ f ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓŒÅÒÈÕ, ÅÓÌÉ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÀÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ⟨x; k⟩ → F (x; k), ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ x É ŒÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ

F (x; 0) ⩾ F (x; 1) ⩾ F (x; 2) ⩾ : : : É f(x) = lim_{k→∞} F (x; k):

ÐÒÉ ŒÓÅÈ x. úÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ F ÔÁËÖÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É +∞. îÁÛÉ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ k ÚÎÁÞÅÎÉÅ F (x; k) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÅÊ ÏÃÅÎËÏÊ ÄÌÑ f(x). üÔÁ ÏÃÅÎËÁ ÕÔÏÞÎÑÅÔÓÑ Ó ÒÏÓÔÏÍ k. ðÒÉ ËÁÖÄÏÍ x ÜÔÁ ÏÃÅÎËÁ Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ, ÎÏ ËÏÇÄÁ ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÅ ÚÎÁÔØ (ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÕËÁÚÙŒÁÀÝÉÊ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ).

œÓÑËÁÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓŒÅÒÈÕ.

îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓŒÅÒÈÕ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G_f = {⟨x; n⟩ | f(x) < n};

ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÉÎÏÇÄÁ ĂÎÁÄÇÒÁÆÉËÏÍĄ ÆÕÎËÃÉÉ f, ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. (üÔÏ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÔÒÁÎÎÏÅ ÎÁÚŒÁÎÉÅ ĂÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓŒÅÒÈÕĄ.)

õÂÅÄÉÍÓÑ Œ ÜÔÏÍ. åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓŒÅÒÈÕ É F | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ f(x) < n ⇔ ∃k F (x; k) < n:

ðÏÜÔÏÍÕ, ŒÙÞÉÓÌÑÑ F (x; k) ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x É k, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ G_f . ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G_f , ÔÏ F (x; k) ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÎÁÉÌÕÞÛÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ f, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÁÔØ ÐÏÓÌÅ k ÛÁÇÏŒ ÐÅÒÅÞÉ- ÓÌÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ G_f . (œ ÈÏÄÅ ÜÔÏÇÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÙ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÍ, ÞÔÏ f(x) < n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ x É n, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÌÕÞÁÑ ŒÅÒÈÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(x) ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ x; ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ x ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ F (x; k) = +∞.)

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ 7 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

Theorem 8. [simple-upper-reformulated] (Á) æÕÎËÃÉÑ KS ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓŒÅÒÈÕ, ÐÒÉÞčÍ |{x | KS (x) < n}| < 2^n ÐÒÉ ŒÓÅÈ n.

(Â) åÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ KS^′ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓŒÅÒÈÕ É |{x | KS^′(x) < n}| < 2^n ÐÒÉ ŒÓÅÈ n, ÔÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÅ c, ÞÔÏ KS (x) < KS^′(x) + c ÄÌÑ ŒÓÅÈ x.

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÐÕÎËÔÅ (Â) ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÏÓÌÁÂÉÔØ ÏÃÅÎËÕ É ÎÁÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ |{x | KS^′(x) < n}| = O(2^n).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ) ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓŒÅÒÈÕ ÆÕÎËÃÉÀ K, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ |{x | K(x) < n}| = O(2^n).

íÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÅÝč ÏÄÉÎ ÛÁÇ É ÉÚÂÁŒÉÔØÓÑ ÏÔ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÉŒ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ĂÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅĄ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.

Theorem 9. [simple-axiom] ðÕÓÔØ K | ÆÕÎËÃÉÑ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÏÐÒÅÄÅ- ÌčÎÎÁÑ ÎÁ ŒÓÅÈ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒÁÈ. ðÕÓÔØ ÐÒÉ ÜÔÏÍ:

(Á) K ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓŒÅÒÈÕ; [ÁËÓÉÏÍÁ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ] (Â) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ A, ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ K(A(x)) ⩽ K(x) + c ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ c É ŒÓÅÈ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ A(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ; [ÁËÓÉÏÍÁ ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ]

(Œ) ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ K(x) < n, ÚÁËÌÀÞÅÎÏ ÍÅÖÄÕ 2^{n−c1} É 2^{n+c2} ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ c_1; c_2 É ÐÒÉ ŒÓÅÈ n; [ÁËÓÉÏÍÁ ËÁÌÉÂÒÏŒËÉ]

ôÏÇÄÁ K(x) = KS (x) + O(1) (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÒÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ K(x) É KS (x) ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ x).

◁ ðÒÅÄÙÄÕÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ KS (x) ⩽ K(x) + O(1). ïÓÔÁčÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ K(x) ⩽ KS (x) + O(1).

ìÅÍÍÁ 1. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c É ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ M_0 ⊂ M_1 ⊂ M_2 ⊂ : : :

(ÇÏŒÏÒÑ Ï ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÓÐÉÓËÏÍ ÓŒÏÉÈ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ), Œ ËÏÔÏÒÏÊ M_i ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏŒÎÏ 2^i ÓÌÏŒ É K(x) ⩽ i + c ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ x ∈ M_i (ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ i).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. óŒÏÊÓÔŒÏ (Œ) ÆÕÎËÃÉÉ K ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_i = {x | K(x) < i + c} ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2^i ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ c É ÐÒÉ ŒÓÅÈ i). óŒÏÊ- ÓÔŒÏ (Á) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A_i ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ (ËÁË ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉ- ÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ). åÓÌÉ ÏÓÔÁŒÉÔØ ÏÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_i ÔÏÌØËÏ 2^i ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÅÒŒÙÍÉ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B_i, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÒÏŒÎÏ 2^i ÜÌÅ- ÍÅÎÔÏŒ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÐÉÓÏË ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B_i ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÐÏ i (ÄÏÖÄÁŒÛÉÓØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ 2^i ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÒÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_i | ÎÁÛÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏ- ÖÅÎÉÑ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÉÚÏÊÄčÔ). ðÒÁŒÄÁ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B_i ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ŒÏÚÒÁÓÔÁÔØ Ó ÒÏÓÔÏÍ i, ÎÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÒÁŒÉÔØ, ÏÐÒÅÄÅÌÉŒ M_i ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏ. éÍÅÎÎÏ, M_0 ÐÏÌÁÇÁÅÍ ÒÁŒÎÙÍ B_0, Á M_{i+1} ÅÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ M_i Ó 2^i ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ B_{i+1}, ÎÅ ŒÈÏÄÑÝÉÍÉ Œ M_i. ìÅÍÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ìÅÍÍÁ 2. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ K(x) ⩽ l(x) + c ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, l(x) | ÄÌÉÎÁ ÓÌÏŒÁ x ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M_i ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÌÅÍÍÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÙÞÉ- ÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ A, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ M_i É ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ M_{i+1} \ M_i ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ i. (œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M_{i+1} \ M_i ËÁË ÒÁÚ 2^i ÓÌÏŒ, ÔÁË ÞÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÔÏÂÒÁÚÉÔØ ÎÁ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ i.) ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ (Â) ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ K(A(y)) ⩽ K(y) + c^′ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ c^′ É ŒÓÅÈ x. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÄÌÑ y ∈ M_{i+1} \ M_i, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ K(x) < i + c ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÄÌÉÎÙ i (ÐÒÉ ŒÓÅÈ i É ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ c, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÍ ÏÔ i). ìÅÍÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ôÅÐÅÒØ ÕÖÅ ÌÅÇËÏ ÚÁŒÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÕÓÔØ D | ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ. åÓÌÉ p | ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÄÌÑ ÓÌÏŒÁ x, ÔÏ K(x) = K(D(p)) ⩽ K(p) + O(1) ⩽ l(p)+O(1) = KS (x)+O(1). (ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÄŒÁÖÄÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÓŒÏÊÓÔŒÏ (Â): ÏÄÉÎ ÒÁÚ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÌÅÍÍÙ 2 É ŒÔÏÒÏÊ ÒÁÚ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÅÇÏ Ë ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ D.) ▷

4 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÐÉÓÁÎÉÊ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÓÌÏŒÁ Œ ÞÅÔÙÒčÈÂÕËŒÅÎÎÏÍ ÁÌ- ÆÁŒÉÔÅ (ÓËÁÖÅÍ, ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÃÉÆÒ 0; 1; 2; 3), ÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (ÉÚÍÅÒÑÅÍÁÑ ËÁË ÄÌÉÎÁ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ) ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÁ ÐÏÌÏŒÉÎÅ ÏÂÙÞÎÏÊ.

5 (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ.) óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ n-ÂÕ- ËŒÅÎÎÏÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ.

6 [complexity-bound] ðÕÓÔØ f : N → N | ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁ- ÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÉÞčÍ lim inf f(n + 1)=f(n) > 1. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A_n | ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÐÒÉÞčÍ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ A_n ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ f(n) ÐÒÉ ŒÓÅÈ n, ÔÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c, ÞÔÏ KS (x) ⩽ log f(n) + c ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ∈ A_n.

7 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ c ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÌÀÂÏÊ ÄÌÉÎÙ n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏŒÏ y ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÅÅÓÑ ÏÔ x ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ ÏÄÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (y) ⩽ n − log n + c. [õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ k ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉÃÕ èÅÍÍÉÎÇÁ | ÍÁÔÒÉÃÕ ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÒÁÚÍÅÒÏÍ k × (2^k − 1), Õ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ 2^k − 1 ÓÔÏÌÂÃÏŒ ÒÁÚÌÉÞÎÙ É ËÁÖÄÙÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÅÄÉÎÉÃÕ. üÔÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÚÁÄÁčÔ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ B = {0; 1} ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ B^{2k −1} Œ B^k , ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: Œ ÌÀÂÏÍ ŒÅËÔÏÒÅ ÄÌÉÎÙ 2^k −1 ÍÏÖÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÂÉÔÁ É ÐÏÐÁÓÔØ Œ ÑÄÒÏ ÜÔÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ. óÌÏŒÏ y ÎÁÄÏ ÂÒÁÔØ ÉÚ ÑÄÒÁ ÔÁËÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÉ n = 2^k − 1, É ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ n ÎÅ ÉÍÅÅÔ ŒÉÄÁ 2^k − 1, ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ Ë ÞÁÓÔÉ x^′ ÓÌÏŒÁ x, ÉÍÅÀÝÅÊ ÕÄÏÂÎÕÀ (É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÕÀ) ÄÌÉÎÕ.]

1.2. áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ

[simpleal] ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÆÕÎËÃÉÑ KS ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓŒÅÒÈÕ, ÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ É ÄÁÖÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÎÉÖÎÉÈ ÏÃÅÎÏË (ÔÅÏÒÅÍÁ 6, Ó. 15).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÏÊ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÍ (ÉÍÅÀÔÓÑ ÓÌÏŒÁ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑÍÉ). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D ÂÙÌ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ, ÔÏ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ KS_D(x), ÐÒÏÓÔÏ ÐÅÒÅÐÒÏÂÏŒÁŒ ŒÓÅ ÏÐÉÓÁÎÉÑ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÄÌÉÎ (ÄÏ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ).

ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÌÀÂÏÐÙÔÎÙÊ ÐÁÒÁÄÏËÓ. ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÌÉÞÉÅ ÓÌÏŒ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑÍÉ, ÑŒÎÏ ÎÅŒÙÇÏÄÎÏ. åÓÌÉ D(y) ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D^′, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ D^′(y) ÒÁŒÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÓÌÏŒÕ z (Á Œ ÏÓÔÁÌØÎÏÍ D^′ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó D). ðÒÉ ÚÁÍÅÎÅ D ÎÁ D^′ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ z ÍÏÖÅÔ ÕÍÅÎØÛÉÔØÓÑ, Á ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÏŒ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÄÌÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ŒÓÅÇÄÁ ÅÓÔØ ÓÌÏŒÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ!

æÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÑ ÔÕÔ ÎÅÔ (ÔÁËÏÅ ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ, ÌÉÛØ ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÓÄÅÌÁÔØ Œ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ ÉÌÉ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÔÏÞÅË), ÎÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÜÔÏ ÌÀ- ÂÏÐÙÔÎÏ (ÅÇÏ ÓÄÅÌÁÌ à. é. íÁÎÉÎ Œ ÓŒÏÅÊ ËÎÉÖËÅ ĂœÙÞÉÓÌÉÍÏÅ É ÎÅŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅĄ [45] | ÔÏÊ ÓÁÍÏÊ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎ ÏÂÓÕÖÄÁÌ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ËŒÁÎÔÏŒÙÈ ËÏÍÐØÀÔÅÒÏŒ ÚÁÄÏÌÇÏ ÄÏ ÔÏÇÏ, ËÁË ÉÈ ÎÁÞÁÌÉ ÉÚÕÞÁÔØ).

úÁÏÄÎÏ ÍÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÎÅ ÍÏ- ÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ. (íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÓÌÏŒÕ ŒÙÑÓÎÑÅÔ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉ ÏÎÏ ÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ.) œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÌ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ŒÙÑÓÎÑÀÝÉÊ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÌÉ D(x) ÉÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ D ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÇÏ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ (ÐÏÌÏÖÉŒ, ÓËÁÖÅÍ D(x) = 0 ÄÌÑ ÔÅÈ ÔÏÞÅË, ÇÄÅ D(x) ÂÙÌÏ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÍ).

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Ó ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÜÔÏ | ÃÅÎÔÒÁÌØÎÙÊ ÆÁËÔ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ, ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [77]).

œÏÏÂÝÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ. íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ŒÏÐÒÏÓÁ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ | Ï ÐÒÏÓÔÏÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÌÏŒ É Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ.

ðÒÏÓÔÙÅ ÓÌÏŒÁ É ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ

óÌÏŒÏ ĂÐÒÏÓÔÙÅĄ Œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÒÁÚÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÓÌÏŒÁÍ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ. çÏŒÏÒÑ Ï ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÌÏŒÁÈ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ ÓÌÏŒÁ ÍÁÌÏÊ ËÏÌ- ÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ðÏÎÑÔÉÅ ÖÅ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ, ŒŒÅÄÅÎÏ ÁÍÅÒÉËÁÎÓËÉÍ ÌÏÇÉËÏÍ üÍÉÌÅÍ ðÏÓÔÏÍ É ÎÉËÁËÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ë ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÉÍÅÅÔ. (ôÒÕÄÎÏ ÄÁÖÅ ÓËÁÚÁÔØ, ÐÏÞÅÍÕ ÂÙÌ ŒÙÂÒÁÎ ÔÁËÏÊ ÔÅÒÍÉÎ.)

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ðÏÓÔÁ), ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÌÏŒÏ x ĂÐÒÏÓÔÙÍĄ, ÅÓÌÉ KS (x) < l(x)=2.

Theorem 10. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ĂÐÒÏÓÔÙÈĄ ÓÌÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ Œ ÓÍÙÓÌÅ ðÏÓÔÁ.

◁ íÎÏÖÅÓÔŒÏ S ŒÓÅÈ ĂÐÒÏÓÔÙÈĄ ÓÌÏŒ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÑ KS ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ ÓŒÅÒÈÕ (ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ŒÓč ÂÏÌÅÅ É ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÅ ŒÅÒÈÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ, ÍÙ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÓÍÏÖÅÍ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ É ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ ÌÀÂÏÅ ĂÐÒÏÓÔÏÅĄ ÓÌÏŒÏ).

ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÉÓÌÏ ÓÌÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎÅÅ n=2 ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^{n=2}. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÒÅÄÉ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n ĂÐÒÏÓÔÙÅĄ ÓÌÏŒÁ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ (ÎÉÞÔÏÖÎÏÅ) ÍÅÎØÛÉÎÓÔŒÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ S ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ.

íÏÖÅÔ ÌÉ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ S ÉÍÅÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ? îÅÔ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ KS ÉÍÅÅÔ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÎÉÖÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÓÌÏŒÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÏÌØÛÅ t, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C, ÐÏËÁ ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔÓÑ ÓÌÏŒÏ c_t ÄÌÉÎÙ ÂÏÌØÛÅ 2t. ôÁËÏÅ ÓÌÏŒÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ C ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ; ÜÔÏ ÓÌÏŒÏ ÄÏÌÖÎÏ ÉÍÅÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÏÌØÛÅ t, ÉÎÁÞÅ ÏÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ĂÐÒÏÓÔÙÍĄ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ c_t ÒÁÚÌÉÞÎÙ (ÏÔÂÒÁËÏŒÙŒÁÑ ÕÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÅ ÓÌÏŒÁ). ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÁŒÎÁÑ t ÎÁ ÓÌÏŒÅ c_t, ÂÕÄÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÏÃÅÎËÏÊ ÄÌÑ KS , Á ÔÁËÏÅ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 6 (Ó. 15). ▷

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÁ ÇÒÁÎÉÃÁ l(x)=2 ŒÙÂÒÁÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ: Ó ÔÅÍ ÖÅ ÕÓÐÅÈÏÍ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÌÏŒÏ ĂÐÒÏÓÔÙÍĄ, ÅÓÌÉ KS (x) < l(x) − 1 (ÉÌÉ, ÓËÁÖÅÍ, KS (x) < log log l(x)).

óÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÏÌØÛ«ÉÈ ÞÉÓÅÌ

âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (m) ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ m, ÏÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÌÑÑ ËÁÖÄÏÅ ÄŒÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ Ó ÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ. ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÅÌ KS (m) ÐÒÉ m → ∞ ÒÁŒÅÎ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ c ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ c. îÏ ÜÔÏ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÅ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆ- ÆÅËÔÉŒÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍ: ÎÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÄÁÎÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ n ÕËÁÚÙŒÁÌ ÂÙ ÔÏ N, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÏÔÏÒÏÇÏ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ n. (íÙ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ Œ ÜÔÏÍ, ËÏÇÄÁ ÇÏŒÏÒÉÌÉ Ï ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÎÉÖÎÉÈ ÏÃÅÎËÁÈ ÄÌÑ KS , ÓÍ. Ó. 15.)

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÉÚÕÞÉÍ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÓËÏÒÏÓÔÉ ÓÔÒÅÍÌÅÎÉÑ KS Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ

B (n) = max{m ∈ N | KS (m) ⩽ n} òÉÓ. 1. ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ B: Œ ÔÏÞËÅ m = B (n − 1) ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ KS ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ n−1 (ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÐÏËÁÚÁÎ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ), Á ŒÓÀÄÕ ÐÒÁŒÅÅ ÏÎÏ ÂÏÌØÛÅ n−1. œ ÔÏÞËÅ m = B (n) ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ KS ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ n (ÐÏËÁÚÁÎ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ), Á ÐÒÁŒÅÅ ÏÎÏ ÂÏÌØÛÅ n (ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÐÏËÁÚÁÎ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÄÁÖÅ ÂÏÌØÛÅ n + 1, É ÐÏÜÔÏÍÕ B (n + 1) = B (n)). ðÒÉ m ∈ (B (n − 1); B (n)] ÚÎÁÞÅÎÉÅ KS_⩾(m) ÒÁŒÎÏ n.

(ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ n). üÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ĂÒÅÇÕÌÑÔÏÒÏÍ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉĄ KS (m) → ∞ ÐÒÉ m → ∞, ÐÏÓËÏÌØËÕ K(x) > n ÐÒÉ x > B(n). (æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÄÌÑ ÍÁÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ n ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ KS (m) > n ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÍ m. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ B (n) = −1.)

æÕÎËÃÉÀ B ÍÏÖÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÒÁÔÎÏÊ Ë ÆÕÎËÃÉÉ KS_⩾(N) = min{KS (m) | m ⩾ N}. æÕÎËÃÉÑ KS_⩾ ÍÅÄÌÅÎÎÏ ÒÁÓÔčÔ, ÐÒÉÎÉÍÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ n ÎÁ ÕÞÁÓÔ- ËÅ (B (n − 1); B (n)].

íÅÄÌÅÎÎÙÊ ÒÏÓÔ KS_⩾ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÂÙÓÔÒÏÍÕ ÒÏÓÔÕ ÆÕÎËÃÉÉ B. ï ÂÙÓÔÒÏÔÅ ÒÏÓÔÁ B ÇÏŒÏÒÉÔ ÔÁËÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÆÁËÔ.

Theorem 11. ðÕÓÔØ f | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. ôÏÇÄÁ B (n) ⩾ f(n) ÄÌÑ ŒÓÅÈ n, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.

(úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ f(n) ÂÙÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ n. çÏŒÏÒÉÔÓÑ ÌÉÛØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ f(n) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ B (n) ⩾ f(n).)

◁ áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÎÅ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ

KS (f(n)) ⩽ KS (n) + O(1) ⩽ log n + c

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c É ÄÌÑ ŒÓÅÈ n, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ f(n) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, f(n) > B (n) ŒÌÅÞčÔ KS (f(n)) > n (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ B). ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ n ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

n < KS (f(n)) ⩽ log n + c;

ÞÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ n. ▷

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ B (n) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË: ÐÕÓÔØ D | ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÊ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ; ÔÏÇÄÁ B (n) ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ D ÎÁ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒÁÈ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n:

B (n) = max{D(x) | l(x) ⩽ n}:

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÍ ÓÌÏŒÁ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ É ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÑÍÉ D ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÐÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁŒÎÙÍ −1.

íÏÖÎÏ ŒÍÅÓÔÏ D ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÌÀÂÕÀ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ d, ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÌÏŒÁ, Á ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÕÎËÃÉÀ

B_d(n) = max{d(x) | l(x) ⩽ n É d(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ}:

òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ÎÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÑ B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ:

Theorem 12. äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ d ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c, ÞÔÏ

B_d(n) ⩽ B (n + c)

ÐÒÉ ŒÓÅÈ n.

◁ œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ d(x) ÎÁ ÓÌÏŒÅ x ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n + c ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ d ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, Á KS (x) ⩽ n + O(1). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, d(x) | ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n + c, É ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. ▷

üÔÏ (ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ) ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÎÁÍ ÐÏÌÅÚÎÙÍ Œ ÔÁËÏÍ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ðÕÓÔØ M | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ. íÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÕÍÅÅÍ ÒÅÛÁÔØ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ ÄÌÑ ÁÌÇÏ- ÒÉÔÍÁ M É ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÈÏÄÎÙÈ ÓÌÏŒ, ÅÓÌÉ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ŒÈÏÄÎÏÍÕ ÓÌÏŒÕ x ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÌÉ M ÎÁ x ÉÌÉ ÎÅ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ.

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ (Ó ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁÓØ ÜÔÁ ÔÅÏÒÉÑ) ÓÏÓÔÏ- ÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÈÏÄÁ) ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.

îÁÓ ÓÅÊÞÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØ ÜÔÁ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÄÌÑ ÓÌÏŒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ M. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ t(x), ËÏÔÏÒÁÑ ÅÓÔØ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ M ÎÁ ÓÌÏŒÅ x. (åÓÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ M ÎÅ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ x, ÔÏ t(x) ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ t ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ M.) ôÏÇÄÁ B_t(n) ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ M ÎÁ ÓÌÏŒÁÈ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n. úÎÁÑ ÞÉÓÌÏ B_t(n) ÉÌÉ ÌÀÂÏÅ ÂÏÌØÛÅÅ ÅÇÏ ÞÉÓÌÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÅÛÁÔØ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ ÄÌÑ ÍÁÛÉÎÙ M É ÌÀÂÏÇÏ ŒÈÏÄÁ x ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n: ÎÁÄÏ ÐÏÄÏÖÄÁÔØ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ŒÒÅÍÑ; ÅÓÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÅ ÏÓÔÁÎÏŒÉÌÓÑ, ÔÏ ÏÎ ÎÅ ÏÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÎÉËÏÇÄÁ.

ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, B_t(n) ⩽ B (n + c) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c (ÚÁŒÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ M), É ÚÎÁÑ B (n + c) ÉÌÉ ÌÀÂÏÅ ÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÅÛÁÔØ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ ÄÌÑ ÍÁÛÉÎÙ M É ŒÈÏÄÏŒ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n. óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÜÔÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ Œ ŒÉÄÅ ÔÅÏÒÅÍÙ:

Theorem 13. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ M ÎÁÊÄčÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c É ÁÌÇÏÒÉÔÍ A, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ n É ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÞÉÓÌÕ t > B (n + c) ŒÙÄÁčÔ ÓÐÉÓÏË ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍ M ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ.

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÕÀ ÄÌÑ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ ÄÌÑ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÚÁÄÁÞÅ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ÞÉÓÌÁ, ÂÏÌØÛÅÇÏ B (n + c).

åÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ M ŒÚÑÔØ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒ D, ÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ: ÚÎÁÑ n É ÕÍÅÑ ÒÅÛÁÔØ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ D ÄÌÑ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ ÓÐÉÓÏË ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ B (n). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ ÄÌÑ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ (ÐÏÍÉÍÏ n) ÞÉÓÌÏ ÓÌÏŒ ÔÁËÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ D ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ.

üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ, ÄÏËÁÚÁŒ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

Theorem 14. ðÕÓÔØ BB (n) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒÁ ÎÁ ÓÌÏŒÁÈ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n. ôÏÇÄÁ

BB (n) ⩽ B (n + c) É B (n) ⩽ BB (n + c)

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c É ŒÓÅÈ n.

◁ þÉÓÌÏ BB (n) ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n + O(1), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÐÏ n É ÓÁÍÏÍÕ ÄÏÌÇÏ ÏÂÒÁÂÁÔÙŒÁÅÍÏÍÕ ÏÐÉÓÁÎÉÀ x ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n. üÔÁ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÉÓÁÎÁ Œ ÏÄÎÏÍ ÓÌÏŒÅ ÄÌÉÎÙ n + 1, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÌÏŒÅ 0 : : : 01x (Œ ÎÁÞÁÌÅ ÓÔÏÑÔ n − l(x) ÎÕÌÅÊ). ðÏÜÔÏÍÕ BB (n) ⩽ B (n + c) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c É ŒÓÅÈ n.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ t > BB (n) ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÌÏŒÏ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔÉ ÂÏÌØÛÅ n, ÅÓÌÉ ÚÎÁÔØ ÅÝč É n (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÄÏÖÄÁŒ t ÛÁÇÏŒ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n, ÍÏÖÎÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n, Á ÚÁÔÅÍ ŒÚÑÔØ ÐÅÒ- ŒÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÎÅ ÐÏÐÁŒÛÅÅ Œ ÉÈ ÞÉÓÌÏ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ KS (t) ÂÉÔÏŒ ÐÌÀÓ 2 log n ÂÉÔÏŒ ÄÌÑ ÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ n, Á ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÂÏÌØÛÅ n.

ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ t > BB (n) ÉÍÅÅÍ KS (t) ⩾ n−2 log n−O(1). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ BB (n) ⩾ B (n − 2 log n − c). (üÔÏ ÎÅÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÎÁÍ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.)

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÌÏŒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÏ- ÌÅÅ n ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ t > BB (n) ÎÁÍ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÚÎÁÔØ ÓÁÍÏ n, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÍÅÔØ ŒÅÒÈ- ÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ n^′ ÄÌÑ ÎÅÇÏ, ÓÄÅÌÁÔØ t ÛÁÇÏŒ ÒÁÂÏÔÙ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÏÐÉÓÁÎÉÊ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n^′, Á ÚÁÔÅÍ ŒÙÂÒÁÔØ ÓÌÏŒÏ, ÏÔÌÉÞÎÏÅ ÏÔ ŒÓÅÈ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÒÁÂÏÔÙ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒÁ.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ BB (n) (Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÏÅ t, ÂÏÌØÛÅÅ BB (n)) ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ŒÅÒÈÎÅÊ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ n, ÐÏÓËÏÌØËÕ B (n − 2 log n − c) ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÂÏÌØÛÅ n. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ t > BB (n) ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÕËÁÚÁÔØ ÓÌÏŒÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÏÌÅÅ n, ÐÏÜÔÏÍÕ É ÓÁÍÏ t ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n − O(1). ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ BB (n) > B (n − O(1)), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. ▷

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÀ B ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÒÎÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)-ÄÏÂÁŒ- ËÉ Œ ÁÒÇÕÍÅÎÔÅ) ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØ ËÁË ĂŒÒÅÍÑ ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÓÁÍÏÇÏ ÔÒÕÄÎÏÇÏ ŒÈÏÄÁĄ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. òÏÄÓÔŒÅÎÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÏÑŒÌÑÌÁÓØ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÐÏÄ ÉÍÅÎÅÍ Busy Beaver function (ĂÔÒÕÄÏÌÀÂÉŒÙÅ ÂÏÂÒÙĄ) | ÔÁÍ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ n ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁ- ÌÁÓØ ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ Ó n ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ É ÄŒÕÈÂÕËŒÅÎÎÙÍ ÁÌÆÁŒÉÔÏÍ (ÅÄÉÎÉÃÁ É ÐÒÏÂÅÌ), ËÏÔÏÒÁÑ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÐÕÓÔÏÍ ŒÈÏÄÅ, ÎÁÐÅÞÁÔÁŒ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉÃ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÏÄÒÑÄ).

œÏÏÂÝÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ (Á ÔÁËÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ n) ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÄÌÑ ÞÕÔØ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ n):

(a) ÓÐÉÓÏË ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n Ó ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ;

(Â) ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ;

(Œ) ÚÎÁÞÅÎÉÅ B (n);

(Ç) ÚÎÁÞÅÎÉÅ BB (n);

(Ä) ÓÐÉÓÏË ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒ (ĂÐÒÏÂÌÅÍÁ ÏÓÔÁÎÏŒËÉĄ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒÁ ÎÁ ÓÌÏŒÁÈ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n);

(Å) ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ;

(č) ÓÁÍÙÊ ÄÏÌÇÏ ÏÂÒÁÂÁÔÙŒÁÅÍÙÊ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÍ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒÏÍ ŒÈÏÄ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n;

(Ö) ÔÁÂÌÉÃÁ T_n, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÕËÁÚÁÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KS (x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ x ÄÌÉÎÙ n;

(Ú) ÐÅÒŒÏÅ Œ ÓÌÏŒÁÒÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÓÌÏŒÏ ‚_n ÄÌÉÎÙ n, ÉÍÅÀÝÅÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n (ÎÁ- ÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÁË ËÁË ÓÌÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎÅÅ n ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n).

âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ:

Theorem 15. [quasi-omega-words] œÓÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ n+O(1) É ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÔÏÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ: ÐÕÓÔØ X_n É Y_n | ÏÂSSÅËÔÙ, ÕËÁÚÁÎÎÙÅ Œ ËÁËÉÈ-ÌÉÂÏ ÄŒÕÈ ÐÕÎËÔÁÈ ÉÚ ÞÉÓÌÁ (Á){(Ú). ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄčÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c É ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÉÊ ÐÏ X_n É n ÎÁÊÔÉ Y_{n−c}.

◁ ðÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÏÂSSÅËÔÏŒ (Ç), (Ä), (Å) É (č). úÎÁÑ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÎÉÈ É ÞÉÓÌÏ n, ÍÏÖÎÏ ŒÙÑÓÎÉÔØ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒÁ ÎÁ ŒÓÅÈ ÏÐÉÓÁÎÉÑÈ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÙÐÉÓÁÔØ ŒÓÅ ÅÇÏ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÝÉÅÓÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ ŒÈÏÄÁÈ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÚÎÁÑ ÓÐÉÓÏË (Ä), ÍÙ ÐÒÏÓÔÏ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒ ËÏ ŒÓÅÍ ŒÈÏÄÁÍ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÐÉÓËÁ (ÚÎÁÑ ÚÁÒÁÎÅÅ, ÞÔÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÓÔÁÎÏŒÑÔÓÑ). úÎÁÑ (Ç), ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒ ËÏ ŒÓÅÍ ŒÈÏÄÁÍ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n, ÎÏ ÄÁčÍ ÅÍÕ ÐÒÏÒÁÂÏÔÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ BB (n) ÛÁÇÏŒ (ÂÕÄÕÞÉ ÕŒÅÒÅÎÎÙÍÉ, ÞÔÏ ÎÅ ÏÓÔÁÎÏŒÉŒÛÉÅÓÑ ÚÁ ÜÔÏ ŒÒÅÍÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÏÓÔÁÎÏŒÑÔÓÑ). úÎÁÑ ÓÁÍÙÊ ÄÏÌÇÏ ÏÂÒÁÂÁÔÙŒÁÅÍÙÊ ŒÈÏÄ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n, ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ Ë ÎÅÍÕ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒ É ÎÁÈÏÄÉÍ BB (n), Á ÄÁÌØÛÅ ÄÅÊÓÔŒÕÅÍ, ËÁË Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ. îÁËÏÎÅÃ, ÚÎÁÑ ÞÉÓÌÏ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ, ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÅÇÏ ËÏ ŒÓÅÍ ÓÌÏŒÁÍ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n, ÐÏËÁ ÎÅ ÎÁÂÅÒčÍ ÎÕÖÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ (ÏÓÔÁŒÛÉÅÓÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÅ ÚÁËÏÎÞÁÔÓÑ ÎÉËÏÇÄÁ).

ïÂÒÁÔÎÏ, ÚÎÁÑ n É ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒÁ ÎÁ ŒÓÅÈ ÏÐÉÓÁÎÉÑÈ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n, ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÏÂSSÅËÔÏŒ (Ç), (Ä), (Å) É (č), Á ÔÁËÖÅ, ŒÐÒÏÞÅÍ, É ÏÂSSÅËÔÙ (Á){ (Œ). ðÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔÉ (ÐÏÞÔÉ ÏÞÅŒÉÄÎÏÊ) ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ (Ç) { (č) ŒÓÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ (Á) { (Œ) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ É ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ (Ç) { (č). úÎÁÑ ÓÐÉÓÏË ŒÓÅÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÉÈ ÞÉÓÌÏ (ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ (Á) Ë (Â)). ðÅÒÅÊÔÉ ÏÔ (Â) Ë (Á) ÎÅ ÔÁË ÐÒÏÓÔÏ: ÚÎÁÑ ÞÉÓÌÏ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n (É ÚÎÁÑ ÓÁÍÏ n), ÍÏÖÎÏ ÄÏÖÄÁÔØÓÑ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ, É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÈ ÓÐÉÓÏË (Œ

ËÏÔÏÒÏÍ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÏÌÕÞÉŒ (Œ)), ÎÏ ÜÔÏÔ ÓÐÉÓÏË ÂÕÄÅÔ ÂÅÚ ÕËÁÚÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ËÁË ÏÔ (Ç) ÐÅÒÅÊÔÉ Ë (Á), ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ (Œ) Ë (Ç), ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔ B (n) Ë BB (n) (Ó ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÎÁ O(1)). ðÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÜÔÏÔ ÐÅÒÅÈÏÄ ÕÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁÌÓÑ. úÎÁÑ B (n), ÍÙ ÚÎÁÅÍ ŒÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ BB (n − c), É ÏÓÔÁčÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÏÄÏÖÄÁÔØ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ŒÒÅÍÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ŒÈÏÄÏŒ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n − c, ÞÔÏÂÙ ÕÚÎÁÔØ ÔÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ BB (n − c). éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ (Á) { (č).

úÎÁÑ (Á) { (č), ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ (Ö) ÄÌÑ ÞÕÔØ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ n | ÕÍÅÎØÛÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ c, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ KS (x) ⩽ l(x) + c ÐÒÉ ŒÓÅÈ x. ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ËÁË ÏÔ (Ö) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë (Ú). ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ËÁË ÏÔ (Ú) ÐÅÒÅÊÔÉ Ë (Ç). ëÁË, ÚÎÁÑ ÐÅÒŒÏÅ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÓÌÏŒÏ ‚_n ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n ÓÒÅÄÉ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n, ÎÁÊÔÉ BB (n − O(1)) ÉÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ŒÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ BB (n − O(1))? üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

úÎÁÑ ‚_n (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÚÎÁÑ n), ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÀÝÉÈ ÅÍÕ ÓÌÏŒ ÄÌÉ- ÎÙ n ÉÈ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÄÌÉÎÙ ÍÅÎÅÅ n; ÒÁÚ ÏÎÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ, ÔÏ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÍÙ ÉÈ ÎÁÊÄčÍ (ÐÕÓÔØ ÄÁÖÅ É ÎÅ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÅ). îÁÊÄÑ ÉÈ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ŒÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÏÐÔÉ- ÍÁÌØÎÏÇÏ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒÁ ÎÁ ÜÔÉÈ (ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ ÎÁÍÉ) ÏÐÉÓÁÎÉÑÈ; ÐÕÓÔØ ÜÔÏ ŒÒÅÍÑ ÂÕÄÅÔ T . íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ T > BB (n − Ó) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ n. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ c ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ T ⩽ BB (n − Ó). äÏ- ËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ c ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ n). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÁÍÏÅ ÄÏÌÇÏÉÇÒÁÀÝÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n − c É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ n − c − d ÅÇÏ ÄÌÉÎÕ. úÎÁÑ ÜÔÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ É c + d, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ n É BB (n − Ó). üÔÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÓÌÏŒÏ ‚_n, ÐÏÓËÏÌØËÕ ‚_n ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÓÌÅ BB (n − Ó) ÛÁÇÏŒ ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉŒÁÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ËÏÒÏÞÅ n. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÓÌÏŒÏ ‚_n ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n, ÐÏÜÔÏÍÕ n ⩽ KS (‚_n) ⩽ (n−c−d)+2 log(c+d)+O(1). úÎÁÞÉÔ (c + d) = O(1).

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÚÁŒÅÒÛÅÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÂSSÅËÔÏŒ (Á){(Ö) (Œ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ŒÙÛÅ ÓÍÙÓÌÅ). äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁŒÎÁ n+O(1). ðÕÓÔØ X_n | ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ. ëÁË ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, X_n ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÏ ‚_{n+c} É n (ÞÉÓÌÏ n ÒÁŒÎÏ l(‚_{n+c}) − c É ÐÏÔÏÍÕ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÕÝÅÎÏ), ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, KS (X_n) ⩽ KS (‚_{n+c}) + O(1) ⩽ n + O(1).

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÕÓÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ X_n ÒÁŒÎÁ n − d. óÌÏŒÏ ‚_{n−c} ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n−c É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÐÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÍÕ ÏÐÉÓÁÎÉÀ X_n ÄÌÉÎÙ n− d É ÐÏ d (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÜÔÉÍ ÄÁÎÎÙÍ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ n, ÓÌÏÖÉŒ ÄÌÉÎÕ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ Ó d). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, n − c ⩽ KS (‚_{n−c}) ⩽ (n − d) + 2 log d + O(1), ÔÏ ÅÓÔØ d ⩽ 2 log d + c + O(1) É d = O(1). ▷

ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 15 ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÉ, ÞÔÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÐÔÉ- ÍÁÌØÎÙÊ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒ (ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ŒÓÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ Œ ÎÅÊ ÏÂSSÅËÔÙ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÅÇÏ ŒÙÂÏÒÁ). üÔÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌÉ, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ:

8 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 15 ÏÓÔÁčÔÓÑ ŒÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÐÕÎËÔÁÈ (Á){(Ö) ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÅ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒÙ.

9 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÔÅÏÒÅÍÙ 15 ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÒÁŒÎÏÊ O(log n), ÅÓÌÉ ÒÅÌÑÔÉŒÉÚÏŒÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ 0^′, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒÕ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Ë ÏÒÁËÕÌÕ ÄÌÑ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ.

íÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c É ÁÌÇÏÒÉÔÍ A, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÓÌÏŒÕ ‚_n ÒÅÛÁÅÔ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n−c. üÔÁ

ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ĂÏÒÁËÕÌĄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÕËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÌÏŒÏ ‚_n, ÔÏ Ó ÅÇÏ ÐÏÍÏÝØÀ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÁÔØ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ. œÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÏÒÁËÕÌ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ĂÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙÈĄ ÓÌÏŒ (ÔÅÈ ÓÌÏŒ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (x) ⩾ l(x)): ÕÍÅÑ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ‚_n ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ.

ëÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ ÓŒÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ôØÀÒÉÎÇÕ Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙÈ ÓÌÏŒ. ïÔÓÀÄÁ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÓŒÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ôØÀÒÉÎÇÕ Ë ĂÎÁÄÇÒÁÆÉËÕĄ ÆÕÎËÃÉÉ KS , ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ {⟨x; k⟩ | KS (x) < k}. ëÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÖÉÍÁÅÍÙÈ ÓÌÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÙÍ ÐÏ ôØÀÒÉÎÇÕ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ (ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Ë ÎÅÍÕ ÓŒÏ- ÄÉÔÓÑ ÐÏ ôØÀÒÉÎÇÕ ÐÒÏÂÌÅÍÁ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ).

10 ïÃÅÎÉÔØ ÓŒÅÒÈÕ (ÈÏÔØ ËÁË-ÎÉÂÕÄØ) ÞÉÓÌÏ ŒÏÐÒÏÓÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÄčÔÓÑ ÚÁÄÁÔØ ÏÒÁËÕ- ÌÕ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {⟨x; k⟩ | KS (x) < k}, ÞÔÏÂÙ ÒÅÛÉÔØ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n.

11 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ f | ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑÍÉ, ÔÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f(B (n)) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ B (n + c) ⩾ f(B (n)). [õËÁÚÁÎÉÅ: ÞÉÓÌÏ f(B (n)) ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n + O(1).]

12 çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ÑŒÌÑÅÔÓÑ r-ÏÔÄÅÌÉÍÙÍ [59], ÅÓÌÉ ŒÓÑËÏÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ V , ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÅÓÑ Ó U, ÍÏÖÎÏ ÏÔÄÅÌÉÔØ ÏÔ U ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ V É ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÅÓÑ Ó U.

(Á) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÄÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ KS , ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ {⟨x; k⟩ | KS (x) < k}, ÑŒÌÑÅÔÓÑ r-ÏÔÄÅÌÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ. [õËÁÚÁÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÇÒÁÆÉË ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÎÅËÏ- ÔÏÒÙÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ V , ÔÏ ŒÔÏÒÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÐÁÒ ÉÚ V ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, ÉÎÁÞÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÂÙ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÎÉÖÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ KS . úÎÁÞÉÔ, V ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÌÏÓÅ, Á ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÎÁÄÇÒÁÆÉËÁ Ó ÜÔÏÊ ÐÏÌÏÓÏÊ ËÏÎÅÞÎÏ.]

(Â) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_1 m-ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ U_2 (ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ U_1 = f^{−1}(U_2)) É U_2 ÑŒÌÑÅÔÓÑ r-ÏÔÄÅ- ÌÉÍÙÍ, ÔÏ U_1 ÔÁËÖÅ r-ÏÔÄÅÌÉÍÏ. [õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ V ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó U_1, ÔÏ f(V ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÓÑ Ó U_2. åÓÌÉ R ÏÔÄÅÌÑÅÔ f(V ) ÏÔ U_2, ÔÏ f^{−1}(R) ÂÕÄÅÔ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ, ÏÔÄÅÌÑÀÝÉÍ V ÏÔ U_1.]

(Œ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ r-ÏÔÄÅÌÉÍÏÓÔÉ É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅ m-ÓŒÏÄÑÝÉÅÓÑ Ë ÎÁÄÇÒÁÆÉËÕ ÆÕÎËÃÉÉ KS . [õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÀÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÎÅÏÔÄÅÌÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.]

üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÎÑÔÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÅÒÅÞÉ- ÓÌÉÍÏÅ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ m-ÐÏÌÎÙÍ (ÎÁÄÇÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ KS ).

[úÄÅÓØ ÈÏÒÏÛÏ ÂÙ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ðÏÓÉÃÅÌØÓËÏÇÏ, íÕÞÎÉËÁ, Downey, Merkle É ÄÒÕÇÉÈ, ÌÉÂÏ Œ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÊ ÇÌÁŒÅ, ÌÉÂÏ ÐÒÏÓÔÏ ÓÓÙÌËÉ ËÕÄÁ-ÎÉÂÕÄØ | ÅÓÌÉ ÎÁ ÓÐÅÃÉ- ÁÌØÎÕÀ ÇÌÁŒÕ ÎÅÔ ÎÁÄÅÖÄÙ, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ!!!]

ôÅÏÒÅÍÁ 15 ÕËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ (Ó ÔÏÞ- ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ). üÔÏ ÏÔÞÁÓÔÉ ÐÁÒÁÄÏËÓÁÌØÎÏ: ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÄÕÍÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ĂÓÌÕÞÁÊÎÙÅĄ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ n (ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ n É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒÎÏ n) ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ (ÅÓÌÉ ÂÙ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÉÚ ÎÉÈ ŒÙÄÅÌÑÌÏÓØ ÞÅÍ-ÔÏ ÏÓÏÂÅÎÎÙÍ, ÔÏ ÜÔÕ ÏÓÏÂÅÎ- ÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÅÇÏ ËÏÒÏÞÅ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÌÏŒÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ). ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÍÙ ÕËÁÚÁÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ‚_n,

ËÁË ÖÅ ÔÁË? òÁÚÒÅÛÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÁÒÁÄÏËÓÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÉÎÄÉŒÉÄÕÁÌØÎÙÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÙ ÄÌÑ ÅÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ, ÎÏ ÌÉÛØ Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ 0^′.

íÙ ŒÅÒÎčÍÓÑ ÅÝč Ë ÜÔÏÍÕ ŒÏÐÒÏÓÕ, ËÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÞÉÓÌÅ � Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 5.7, Á ÔÁËÖÅ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 16.3, ÇÏŒÏÒÑ Ï ÄŒÕÈÞÁÓÔÎÙÈ ÏÐÉÓÁÎÉÑÈ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝč, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ŒÓÅ ÏÂSSÅËÔÙ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 15 ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ Œ ÕËÁÚÁÎÎÏÍ Œ ÎÅÊ ÓÍÙÓÌÅ (ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÉÚ ÄÒÕÇÁ), ÎÏ ÐÏ ÄÌÉÎÅ ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÒÁÄÉËÁÌØÎÏ: ÏÔ ÄÌÉÎÙ n Œ ÐÕÎËÔÁÈ (Â), (Å), (č) É (Ú) ÄÏ ÄÌÉÎÙ log B(n) Œ ÐÕÎËÔÅ (Œ).

2. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ É ÕÓÌÏŒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ

[conditional]

2.1. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ

[conditp] íÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÞÔÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Ï ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒ, ÎÏ É Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÒÕÇÉÈ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ. óÅÊÞÁÓ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕ- ÀÔ (ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÅ) ÐÁÒÙ ÓÌÏŒ. ðÁÒÕ ÓÌÏŒ x; y ÍÏÖÎÏ ËÏÄÉÒÏŒÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÌÏŒÏÍ [x; y] = x01y, ÇÄÅ x ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÏŒÏ x Ó ÕÄŒÏÅÎÎÙÍÉ ÂÉÔÁÍÉ. íÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ É ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ, ŒÁÖÎÏ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÎÏ ÂÙÌÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍ É ÞÔÏÂÙ [x; y] ≠ [x^′; y^′], ÅÓÌÉ x ≠ x^′ ÉÌÉ y ≠ y^′. ïÔ ÏÄÎÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÅÏÒÅÍÁ 3 (Ó. 11) Ï ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÍÅÎÁ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ÉÚÍÅÎÑÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.

æÉËÓÉÒÕÅÍ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÁÒ ([x; y] ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÏŒÏ, ËÏÄÉÒÕÀÝÅÅ ÐÁÒÕ ÓÌÏŒ x; y) É ÎÁÚÏŒčÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÐÁÒÙ ÓÌÏŒ x; y ÞÉÓÌÏ KS ([x; y]). ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: KS (x; y). œÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÞÅŒÉÄÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ:

• KS (x; x) = KS (x) + O(1);

• KS (x; y) = KS (y; x) + O(1);

• KS (x) ⩽ KS (x; y) + O(1); KS (y) ⩽ KS (x; y) + O(1).

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÃÅÎÉŒÁÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ, ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Åč ËÏÍÐÏÎÅÎÔ:

Theorem 16. [condit-pair1]

KS (x; y) ⩽ KS (x) + 2 log KS (x) + KS (y) + O(1); KS (x; y) ⩽ KS (x) + log KS (x) + 2 log log KS (x) + KS (y) + O(1); KS (x; y) ⩽ KS (x) + log KS (x) + log log KS (x) + 2 log log log KS (x) + KS (y) + O(1);

: : :

(ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÍÅÎÑÔØ ÍÅÓÔÁÍÉ x É y.)

◁ üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ (ÄÌÑ ÐÅÒŒÏÇÏ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ) ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÐÒÏŒÏÄÉÌÏÓØ ŒÏ ŒŒÅÄÅÎÉÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 4 ÎÁ Ó. 12); ÐÒÁŒÄÁ, ÔÁÍ ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÌÉ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÉ ÓÌÏŒ xy, Á ÎÅ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ. ðÏŒÔÏÒÉÍ ÅÇÏ ÄÌÑ ÐÁÒ.

îÁÚÏŒčÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ x → x̂ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ Œ ÓÅÂÑ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓ- ÎÙÍ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅÍ, ÅÓÌÉ ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÉÈ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ x É y ÓÌÏŒÏ x̂ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏŒÁ ŷ. (ïÔÓÀÄÁ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ x̂ ≠ ŷ ÐÒÉ x ≠ y.) óÍÙÓÌ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÔÁËÏŒ: ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ ŒÉÄÁ x̂z ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ ÞÁÓÔÉ É ÎÁÊÔÉ ÓÌÏŒÁ x É z.

ðÒÉÍÅÒ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ: x → x01, ÇÄÅ x ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÔÒÏËÕ x Ó ÕÄŒÏÅÎÎÙÍÉ ÂÉÔÁÍÉ. úÄÅÓØ ÐÒÉÚÎÁËÏÍ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ ÓÌÏŒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÉÔÙ 01. üÔÏ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÜËÏÎÏÍÎÏ (ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ ÄÌÉÎÕ ŒÄŒÏÅ). âÏÌÅÅ ÜËÏÎÏÍÎÏ ÔÁËÏÅ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ:

x → x̂ = bin(l(x)) 01x

(ÚÄÅÓØ bin(l(x)) | ÄŒÏÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÄÌÉÎÙ ÓÌÏŒÁ x). äÌÑ ÎÅÇÏ

l(x̂) = l(x) + 2 log l(x) + O(1):

üÔÏÔ ÐÒÉčÍ ÍÏÖÎÏ ĂÉÔÅÒÉÒÏŒÁÔØĄ: ÎÁÞÁŒ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ x → x̂, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÏŒÏÅ (ÔÁËÖÅ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÏÅ) ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ x → ^ bin(l(x))x:

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÓÌÏŒÏ ^bin(l(x))x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏŒÁ ^bin(l(y))y, ÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏŒ ^ bin(l(x)) É ^ bin(l(y)) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ, É ÐÏÔÏÍÕ bin(l(x)) = bin(l(y)). ïÔÓÀÄÁ ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ x ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌÏ y, Á ÐÏÔÏÍ | ÞÔÏ x = y. (äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÄÅËÏÄÉÒÕÅÍ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏŒÁ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÚÁÐÉÓÁÎÁ Œ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÏÍ ËÏÄÅ, Á ÐÏÔÏÍ ÕÖÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÓÁÍÏ ÓÌÏŒÏ.)

ôÁËÁÑ ÉÔÅÒÁÃÉÑ ÄÁčÔ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÏÅ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ

l(x̂) = l(x) + log l(x) + 2 log log l(x) + O(1);

ÚÁÔÅÍ l(x̂) = l(x) + log l(x) + log log l(x) + 2 log log log l(x) + O(1);

É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

œÅÒÎčÍÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÕÓÔØ D | ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÉÓÐÏÌØ- ÚÕÅÍÙÊ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D^′, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÊ ÔÁË:

D^′(p̂q) = [D(p); D(q)];

ÇÄÅ p̂ | ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ ÓÌÏŒÁ p, Á ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÓËÏÂËÉ ÏÚÎÁÞÁÀÔ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÁÒ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ. âÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÏÓÔØ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ p → p̂ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (p̂ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÙÞÌÅÎÑÅÔÓÑ ÉÚ p̂q).

åÓÌÉ p É q | ËÒÁÔÞÁÊÛÉÅ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÓÌÏŒ x É y, ÔÏ ÓÌÏŒÏ p̂q ÂÕÄÅÔ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ ÓÌÏŒÁ [x; y], É ÅÇÏ ÄÌÉÎÁ ËÁË ÒÁÚ ÄÁčÔ ÏÃÅÎËÕ, ÕËÁÚÁÎÎÕÀ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ. (þÅÍ ÂÏÌÅÅ ÜËÏÎÏÍÎÏ ÂÅÓÐÒÅ- ÆÉËÓÎÏÅ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ, ÔÅÍ ÌÕÞÛÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÃÅÎËÁ; ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ŒÙÛÅ ÉÔÅÒÁÔÉŒÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÈ ËÏÄÏŒ ÄÁčÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÏÃÅÎËÉ.) ▷

éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 16 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

KS (x; y) ⩽ KS (x) + KS (y) + O(log n)

ÄÌÑ ÓÌÏŒ x É y ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n. ëÁË ÇÏŒÏÒÑÔ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÓÕÍÍÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ Åč ÞÌÅÎÏŒ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ (ÄÌÉÎ).

œÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ: ÎÅÌØÚÑ ÌÉ ÕÓÉÌÉÔØ ÏÃÅÎËÕ É ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ KS (x; y) ⩽ KS (x) + KS (y) + O(1)?

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖ- ÎÏ.[condit-pair1-comment] œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ ÜÔÏÊ ÏÃÅÎËÉ ŒÙÔÅËÁÌÏ ÂÙ, ÞÔÏ KS (x; y) ⩽ l(x) + l(y) + O(1). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÁËÏÅ-ÔÏ N É ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ n = 0; 1; 2; : : : ; N. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ n ÉÍÅÅÔÓÑ 2^n ÓÌÏŒ x ÄÌÉÎÙ n, Á ÔÁËÖÅ 2^{N−n} ÓÌÏŒ y ÄÌÉÎÙ N − n. ëÏÍÂÉÎÉÒÕÑ ÔÁËÉÅ x É y, ÍÙ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ n ÐÏÌÕÞÁÅÍ 2^N ÐÁÒ ⟨x; y⟩, Á ŒÓÅÇÏ (ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ÏÔ 0 ÄÏ N) ÐÏÌÕÞÁÅÍ (N + 1)2^N ÐÁÒ. åÓÌÉ ÂÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÐÁÒ ⟨x; y⟩ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÌÁ l(x) + l(y) + O(1) = N + O(1), ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÂÙ (N + 1)2^N ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ [x; y], ÉÍÅÀÝÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ N + O(1), Á ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ (ÔÅÏÒÅÍÁ 7, Ó. 23), ÌÉÛØ O(2^N ).

13 [conditp-no-improvement] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÇÏ c, ÞÔÏ

KS (x; y) ⩽ KS (x) + log KS (x) + KS (y) + c

ÐÒÉ ŒÓÅÈ x É y. [õËÁÚÁÎÉÅ. úÁÍÅÎÉÔÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÄÌÉÎÙ É ÐÏÄÓÞÉÔÁÊÔÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÁÒ.]

14 äÁÊÔÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÒÏÊËÉ ÓÌÏŒ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ KS (x; y; z) ⩽ KS (x)+KS (y)+KS (z)+O(log n), ÅÓÌÉ ÓÌÏŒÁ x; y; z ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n.

15 (a) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x → x̂ | ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÏÅ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ, ÔÏ ∑ x∈� 2^{−l(x̂)} ⩽ 1

(ÚÄÅÓØ � | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ).

(Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÏÅ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏŒÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ f(n) (ÇÄÅ n | ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÄÌÉÎÁ), ÔÏ ÅÓÔØ l(x̂) ⩽ l(x) + f(l(x)), ÔÏ ÒÑÄ ∑ n 2^{−f(n)} ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔ, ÐÏÞÅÍÕ ÐÏÎÁÄÏÂÉÌÓÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ 2 ÐÒÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍÅ Œ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 16 (Ó. 36): ÒÑÄÙ ∑ 1 n^2 ; ∑ 1 n(log n)^2 ; ∑ 1 n log n(log log n)^2

; : : :

ÓÈÏÄÑÔÓÑ, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÒÑÄÙ ∑ 1 n ; ∑ 1 n log n ; ∑ 1 n log n log log n

; : : :

ÒÁÓÈÏÄÑÔÓÑ.

16 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 16 ÐÅÒÅÓÔÁÎÕÔ ÂÙÔØ ŒÅÒÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÚÁ- ÍÅÎÉÔØ Œ ÎÉÈ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ 2 ÎÁ 1 (ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ 1 + " ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ " > 0). [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÅÒŒÏÅ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÏÓØ Œ ÚÁÄÁÞÅ 13.]

17 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

KS (x; y) ⩽ KS (x) + log KS (x) + KS (y) + log KS (y) + O(1):

18 (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÅÒÎÏ ÄÁÖÅ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ:

KS (x; y) ⩽ KS (x) + KS (y) + log(KS (x) + KS (y)) + O(1)

(ÇÄÅ ÓÕÍÍÕ ÐÏÄ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÍÁËÓÉÍÕÍÏÍ, ÔÁË ËÁË ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ŒÄŒÏÅ).

19 [complexity-added] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ KS (x; KS (x)) = KS (x) + O(1). [õËÁÚÁÎÉÅ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ KS (x; KS (x)) ⩾ KS (x) + O(1). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ p ÓÌÏŒÁ x ÚÁÄÁčÔ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ É x, É KS (x), ÔÁË ÞÔÏ KS (x; KS (x)) ⩽ l(p) + O(1) = KS (x) + O(1).]

2.2. õÓÌÏŒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ

[condit-c] ðÏÓÙÌÁÑ ÆÁÊÌ ÐÏ ÜÌÅËÔÒÏÎÎÏÊ ÐÏÞÔÅ, ÍÏÖÎÏ ÓÜËÏÎÏÍÉÔØ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÁÔØ ÎÅ ÓÁÍ ÆÁÊÌ, Á ÅÇÏ ÓÖÁÔÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ (ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ). üËÏÎÏÍÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÅÝč ÂÏÌØÛÅ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÕÞÁÔÅÌØ ÕÖÅ ÉÍÅÅÔ ÓÔÁÒÕÀ ŒÅÒÓÉÀ ÆÁÊÌÁ | Œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ŒÎÅÓčÎÎÙÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ. üÔÉ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÉŒÏÄÑÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒÁ x ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ ÓÌÏŒÅ y.

îÁÚÏŒčÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÕÓÌÏŒÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ D ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ (ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ É ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ D ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÏÉÞÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ). ðÅÒŒÙÊ ÁÒ- ÇÕÍÅÎÔ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ, ŒÔÏÒÏÊ | ÕÓÌÏŒÉÅÍ. åÓÌÉ D(y; z) = x, ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÏ y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ ÓÌÏŒÁ x ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ z (ÅÝč ÇÏŒÏÒÑÔ ĂÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ zĄ, ĂÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ zĄ). óÌÏÖÎÏÓÔØ KS_D(x|z) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÄÌÉÎÁ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÓÌÏŒÁ x ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ ÓÌÏŒÅ z:

KS_D(x|z) = min{l(y) | D(y; z) = x}:

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÓÐÏÓÏÂ (ÕÓÌÏŒÎÏÇÏ) ÏÐÉÓÁÎÉÑ D_1 ÎÅ ÈÕÖÅ ÓÐÏÓÏÂÁ D_2, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c, ÞÔÏ KS_{D1} (x|z) ⩽ KS_{D2} (x|z) + c

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏŒ x É z. óÐÏÓÏÂ (ÕÓÌÏŒÎÏÇÏ) ÏÐÉÓÁÎÉÑ D ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÈÕÖÅ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ (ÕÓÌÏŒÎÏÇÏ) ÏÐÉÓÁÎÉÑ.

Theorem 17. [condit-universal] óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÕÓÌÏŒÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ.

◁ üÔÏÔ ŒÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÁ { óÏÌÏÍÏÎÏŒÁ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÙÊ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 1, Ó. 9).

éÍÅÎÎÏ, ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎ- ÔÏŒ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ, É ÐÏÌÏÖÉÍ

D(p̂y; z) = p(y; z);

ÇÄÅ p(y; z) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ p ËÏ ŒÈÏÄÁÍ y É z, Á p̂ ÅÓÔØ ÂÅÓ- ÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ ÓÌÏŒÁ p. ôÅÐÅÒØ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ D^′ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÕÓÌÏŒÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, Á p | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÅÍÕ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ, ÔÏ

KS_D(x|z) ⩽ KS_D′ (x|z) + l(p̂):

▷ ëÁË É ÐÒÅÖÄÅ, ÍÙ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ D ÕÓÌÏŒÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ É ÏÐÕÓËÁÅÍ ÉÎÄÅËÓ D Œ KS_D. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ËÏÌÍÏ- ÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ; ËÁË É ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÁÑ, ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ.

œÏÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ:

Theorem 18. [condit-basic]

KS (x|y) ⩽ KS (x) + O(1); KS (x|x) = O(1);

KS (f(x; y)|y) ⩽ KS (x|y) + O(1);

KS (x|y) ⩽ KS (x|g(y)) + O(1):

úÄÅÓØ g É f | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (ÏÄÎÏÇÏ É ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ); ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ, ÅÓÌÉ f(x; y) (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ g(y)) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ.

◁ âÅÚÕÓÌÏŒÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ É ËÁË ÕÓÌÏŒÎÙÊ (ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ ÏÔ ŒÔÏÒÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ), ÏÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÅÒŒÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ. œÔÏÒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D(p; z) = z. ôÒÅÔØÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÐÕÓÔØ D | ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÕÓÌÏŒÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ

D^′(p; y) = f(D(p; y); y)

É ÓÒÁŒÎÉÍ ÅÇÏ Ó ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÍ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÏÌØËÏ ÎÕÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÔÁË:

D^′(p; y) = D(p; g(y)): ▷ 20 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ĂÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕĄ:

KS (x|y0) = KS (x|y) + O(1); KS (x|y1) = KS (x|y) + O(1).

21 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ y ÆÕÎËÃÉÑ x → KS (x|y) ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ KS ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÚÁŒÉÓÑÝÕÀ ÏÔ y (É ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÕÀ 2 KS (y) + O(1)).

22 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ KS ([x; z]|[y; z]) ⩽ KS (x|y) + O(1) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x; y; z (ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÓËÏÂËÉ ÏÚÎÁÞÁÀÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÁÒ).

23 [conditional-as-problem] ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÚÕÍÎÙÊ ÑÚÙË ÐÒÏ- ÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ. (æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÅÍÕ ÎÕÍÅÒÁÃÉÑ ÂÙ- ÌÁ ÇÌÁŒÎÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÁ ŒÏÚÍÏÖÎÁ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÁÑ ÔÒÁÎÓÌÑÃÉÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍ Ó ÄÒÕÇÉÈ ÑÚÙËÏŒ [77].) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (x|y) ÒÁŒÎÁ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÁčÔ x ÎÁ ŒÈÏÄÅ y. [õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ D | ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÕÓÌÏŒÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ D ÆÉËÓÁÃÉÅÊ ÐÅÒŒÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ p, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ l(p) + O(1). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ p ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ y Œ x, ÔÏ KS (x|y) = KS (p(y)|y) ⩽ KS (p) + O(1).]

ë ÜÔÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÂSSÅËÔÁ Ó ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ) ÍÙ ŒÅÒÎčÍÓÑ Œ ÇÌÁŒÅ 13.

íÎÏÇÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÌÅÇËÏ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ É ÎÁ ÕÓÌÏŒÎÕÀ. œÏÔ ÎÅËÏ- ÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÏŒÔÏÒÑÀÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ):

• æÕÎËÃÉÑ KS (x|y) ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓŒÅÒÈÕ (ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÒÏÅË ⟨x; y; n⟩, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (x|y) < n, ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ).

• ðÒÉ ÄÁÎÎÙÈ y É n ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ÓÌÏŒ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (x|y) < n, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÅÎÅÅ 2^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ:

• äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ y É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ n ÎÁÊÄčÔÓÑ ÓÌÏŒÏ x ÄÌÉÎÙ n, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ y ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n.

24 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏŒ y É z É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÎÁÊÄčÔÓÑ ÓÌÏŒÏ x ÄÌÉÎÙ n, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (x|y) ⩾ n − 1 É KS (x|z) ⩾ n − 1. [õËÁÚÁÎÉÅ: ÐÌÏÈÉÅ ÓÌÏŒÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÉÐÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÅÎÅÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ.]

Theorem 19. [condit-ub] åÓÌÉ ⟨x; y⟩ → K(x|y) | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓŒÅÒÈÕ ÆÕÎËÃÉÑ, ÐÒÉÞčÍ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ y É n ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

{x | K(x|y) < n}

ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÅÎÅÅ 2^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ KS (x|y) ⩽ K(x|y) + c ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ c É ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ x É y.

œ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ (ÔÅÏÒÅÍÁ 16, Ó. 36) ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁ ÕÓÌÏŒÎÕÀ:

Theorem 20. [condit-pair2]

KS (x; y) ⩽ KS (x) + 2 log KS (x) + KS (y|x) + O(1)

◁ ðÕÓÔØ D_1 | ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, Á D_2 | ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÕÓÌÏŒÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D^′, ÐÏÌÏÖÉŒ

D^′(p̂q) = [D_1(p); D_2(q; D_1(p))]:

úÄÅÓØ p̂ | ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ ÓÌÏŒÁ p, Á ËŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÓËÏÂËÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÁÒ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÅ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ. åÓÌÉ p | ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÌÏŒÁ x, Á q | ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÌÏŒÁ y ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ x, ÔÏ ÓÌÏŒÏ p̂q ÂÕÄÅÔ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ ÓÌÏŒÁ [x; y] ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D^′, ÏÔËÕÄÁ

KS (x; y) ⩽ KS_D′ (x; y) + O(1) ⩽ l(p̂) + l(q) + O(1):

ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÏÅ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ l(p̂) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÌÏ l(p) + 2 log l(p) + O(1) (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 16 Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ, Ó. 36). ▷ òÉÓ. 2. óÅÞÅÎÉÅ A_t ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÐÒÏÓÔÙÈ ÐÁÒ.

[condit-c.1]

œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ 2 log KS (x) ÎÁ log KS (x)+2 log log KS (x) É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÄÏÂÁŒÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÎÁ ÕÓÌÏŒÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÎÁÐÉÓÁŒ

KS (x; y) ⩽ KS (x) + KS (y|x) + 2 log KS (y|x) + O(1):

œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ D^′(p̂q) ÎÁ D^′(q̂p).

25 äÏËÁÖÉÔÅ ĂÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÁĄ:

KS (x|z) ⩽ KS (x|y) + 2 log KS (x|y) + KS (y|z) + O(1)

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒčÈ ÓÌÏŒ x; y; z.

åÓÌÉ ÎÅ ŒÄÁŒÁÔØÓÑ Œ ÔÏÎËÏÓÔÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÏÃÅÎËÉ ÄÏÂÁŒÏÞÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ Ó ÌÏÇÁ- ÒÉÆÍÏÍ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 20 ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË: ÄÌÑ ÓÌÏŒ x É y ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

KS (x; y) ⩽ KS (x) + KS (y|x) + O(log n):

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (Ó ÔÏÊ ÖÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ).

Theorem 21 (ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÁ { ìÅŒÉÎÁ). [condit-pair3]

KS (x; y) = KS (x) + KS (y|x) + O(log n):

ÄÌÑ ÓÌÏŒ x; y ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n.

◁ œ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ KS (x; y) ⩾ KS (x) + KS (y|x) + O(log n), ÅÓÌÉ x É y | ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n.

ðÕÓÔØ x; y | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (x; y) ÐÁÒÙ ⟨x; y⟩ ÞÅÒÅÚ a. ðÕÓÔØ A | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÁÒ ÓÌÏŒ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ a. þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ A ÎÅ ÂÏÌØÛÅ O(2^a) (ÔÏÞÎÅÅ, ÍÅÎØÛÅ 2^{a+1}), É ÐÁÒÁ ⟨x; y⟩ | ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ.

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏŒÁ t ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÞÅÎÉÅ A_t ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A:

A_t = {u | ⟨t; u⟩ ∈ A}

(ÒÉÓ. 2). óÕÍÍÁ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A_t ÐÒÉ ŒÓÅÈ t ÒÁŒÎÁ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ O(2^a). ðÏÜÔÏÍÕ ÂÏÌØÛ«ÉÈ ÓÅÞÅÎÉÊ Õ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÎÅÍÎÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ É ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ.

ðÕÓÔØ m = ⌊log_2 |A_x|⌋, ÇÄÅ x | ÐÅÒŒÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÐÁÒÙ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ A_x ÚÁËÌÀÞÅÎÏ ÍÅÖÄÕ 2^m É 2^{m+1}. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ KS (y|x) ÎÅ ÓÉÌØÎÏ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ m, Á KS (x) ÎÅ ÓÉÌØÎÏ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ a − m. îÁÞÎčÍ Ó ÐÅÒŒÏÇÏ.

úÎÁÑ a, ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A. åÓÌÉ ÍÙ Ë ÔÏÍÕ ÖÅ ÚÎÁÅÍ x, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÓÔÁ- ŒÌÑÔØ ÏÔ A ÔÏÌØËÏ ÐÁÒÙ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒŒÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÒÁŒÎÁ x, É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_x. þÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ y, ÐÏÍÉÍÏ a É ÕÓÌÏŒÉÑ x, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÊ ÎÏÍÅÒ ÜÌÅÍÅÎÔÁ y Œ ÜÔÏÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ m + O(1) ÂÉÔÏŒ, É ŒÍÅÓÔÅ Ó a ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ m + O(log n) ÂÉÔÏŒ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ a = KS (x; y) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ O(n), ÅÓÌÉ x É y | ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n, Á ÐÏÔÏÍÕ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÉÑ a ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ O(log n) ÂÉÔÏŒ. éÔÁË,

KS (y|x) ⩽ m + O(log n):

ðÅÒÅÊÄčÍ ËÏ ŒÔÏÒÏÊ ÏÃÅÎËÅ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ B ŒÓÅÈ t, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ |A_t| ⩾ 2^m, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{a+1}=2^m ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÉÎÁÞÅ ÓÕÍÍÁ |A| = ∑ |A_t| ÂÙÌÁ ÂÙ ÂÏÌØÛÅ 2^{a+1}). íÎÏÖÅÓÔŒÏ B ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ, ÚÎÁÑ a É m. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÁÄÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÐÁÒÙ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ A; ËÁË ÔÏÌØËÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ 2^m ÐÁÒ Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÐÅÒŒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ, ÜÔÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÐÏÍÅÝÁÅÔÓÑ Œ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B.) ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏŒÏ x (ËÁË É ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B) ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ, ÕËÁÚÁŒ (a − m) + O(log n) ÂÉÔÏŒ (a − m ÂÉÔÏŒ ÕÈÏÄÑÔ ÎÁ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÊ ÎÏÍÅÒ ÓÌÏŒÁ x Œ B, Á O(log n) ÂÉÔÏŒ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÕËÁÚÁÔØ a É m). ïÔÓÀÄÁ KS (x) ⩽ (a − m) + O(log n);

É ÏÓÔÁčÔÓÑ ÓÌÏÖÉÔØ ÄŒÁ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ. ▷

äÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÐÅÒÅŒÏÄ ÎÁ ÑÚÙË ËÏÌÍÏ- ÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÇÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÆÁËÔÁ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÐÁÒ ÓÌÏŒ. åÇÏ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÐÅÒŒÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ É ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ A_t (ÐÅÒŒÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÒÁŒÎÁ t, ŒÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁ). üÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ KS (x; y) ⩽ KS (x) + KS (y|x) + O(log n). ïÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÕÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÅÅ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÐÁÒ ÓÌÏŒ, Á ÔÁËÖÅ ÞÉÓÌÁ p É q, ÄÌÑ ËÏ- ÔÏÒÙÈ |A| ⩽ pq. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ A ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ P É Q Ó ÔÁËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ: ÐÒÏÅËÃÉÑ P ÎÁ ÐÅÒŒÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ p ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, Á ŒÓÅ ÓÅÞÅÎÉÑ Q_x ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Q (ÐÅÒŒÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÒÁŒÎÁ x, ŒÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁ) ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÏÔÎÅÓÔÉ Ë P ÔÅ ÓÅÞÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÂÏÌØÛÅ q ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ ÉÈ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ p.) ðÏÄÒÏÂÎÅÅ ÏÂ ÜÔÏÍ ÓÍ. Œ ÇÌÁŒÅ 10.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÁÖÎÙ ÎÅ ÄÌÉÎÙ ÓÌÏŒ x É y, Á ÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ðÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÔÁËÏÊ ÆÁËÔ:

Theorem 22 (ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÁ { ìÅŒÉÎÁ, ŒÁÒÉÁÎÔ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ). [condit-pair3a]

KS (x; y) = KS (x) + KS (y|x) + O(log KS (x; y))

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏŒ x; y.

26 ïÃÅÎÉÔÅ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ Œ ÐÒÏŒÅÄčÎÎÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ É ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

KS (x) + KS (y|x) ⩽ KS (x; y) + 3 log KS (x; y) + O(log log KS (x; y)):

27 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÁ { ìÅŒÉÎÁ ÞÌÅÎÙ ÐÏÒÑÄËÁ O(log n) ÎÅÉÚÂÅÖÎÙ (ÐÒÉÞčÍ Œ ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ): ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÓÌÏŒÁ x É y ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

KS (x; y) ⩾ KS (x) + KS (y|x) + log n − O(1);

Á ÔÁËÖÅ ÓÌÏŒÁ x É y ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

KS (x; y) ⩽ KS (x) + KS (y|x) − log n + O(1):

[õËÁÚÁÎÉÅ. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅÍ ÐÏÓÌÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 16 (Ó. 38). œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ x ÞÉÓÌÏ ÍÅÖÄÕ n=2 É n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (x) = log n + O(1), Á ÚÁÔÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ y ŒÚÑÔØ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (y|x) = x + O(1).]

28 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÂÉÔÁ Œ ÓÌÏŒÅ ÄÌÉÎÙ n ÍÅÎÑÅÔ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ log n + O(log log n).

29 [number-of-descriptions] æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ (ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÙÊ) ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁ- ÎÉÑ D. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c É ÄÌÑ ŒÓÅÈ n É k ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÁËÏÅ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÓÌÏŒÏ x ÉÍÅÅÔ 2^k ÏÐÉÓÁÎÉÊ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n, ÔÏ KS (x|k) ⩽ n − k + c. [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ k ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÏŒÁ x, ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2^k ÏÐÉÓÁÎÉÊ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n. þÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ (ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ k) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^{n−k}, É ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 19, Ó. 41.]

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ: 30 ðÕÓÔØ D | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ (ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÙÊ) ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ c, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÞÉÓÌÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÈ D-ÏÐÉÓÁÎÉÊ ÓÌÏŒÁ x ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ c. [õËÁÚÁÎÉÅ. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ KS (x) ⩽ n − k + 2 log k + O(1), ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ KS (x) = n ÚÎÁÞÅÎÉÅ k ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ.]

31 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ x É n ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ KS (x|y) ⩽ k (ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ŒÚÑÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ y ÄÌÉÎÙ n; ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÓÌÏŒÁ ÓÞÉÔÁÅÍ ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÙÍÉ) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2^{−l}, ÔÏ KS (x|n; l) ⩽ k + l + c. [õËÁÚÁÎÉÅ. óÏÅÄÉÎÉÍ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏŒÏ y ÄÌÉÎÙ n ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ x, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ y ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ k, ÐÏÌÕÞÉÍ ÄŒÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó O(2^{n+k}) ÒčÂÒÁÍÉ, É Œ ÎčÍ ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ x, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÈÏÄÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2^{n−l} ÒčÂÅÒ, ÅÓÔØ O(2^{k+l}). ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ, ÞÔÏ Œ KS (x|n; l) ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ k | ÜÔÏ ÎÅ ÏÐÅÞÁÔËÁ!]

üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÔŒÅÔÉÔØ ÎÁ ÔÁËÏÊ ŒÏÐÒÏÓ: ÞÅÍÕ Œ ÓÒÅÄÎÅÍ ÒÁŒÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (x|y) ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ x É ÓÌÕÞÁÊÎÏ ŒÙÂÒÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ y ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ n? ñÓÎÏ, ÞÔÏ KS (x|y) ⩽ K(x|n) + O(1) (ÐÏÓËÏÌØËÕ n = l(y) ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ y). ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ ÓÌÏŒ y ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÜÔÁ ÏÃÅÎËÁ ÔÏÞÎÁÑ:

32 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ n É d ÄÏÌÑ ÔÅÈ ÓÌÏŒ y ÄÌÉÎÙ n, Õ ËÏÔÏÒÙÈ KS (x|y) < KS (x|n)−d (ÓÒÅÄÉ

ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n), ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ cd^2=2^d. œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ KS (x|y) ÐÏ ŒÓÅÍ ÓÌÏŒÁÍ y ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ n ÒÁŒÎÏ KS (x|n) + O(1) (ËÏÎÓÔÁÎÔÁ Œ O(1) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ x É n).

33 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ KS (x) = KS (x| KS (x)) + O(1). [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ x ÉÍÅÅÔ ËÏÒÏÔËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ q ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ KS (x). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÌÅÎÉÑ x ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÄÁÔØ q É ÒÁÚ- ÎÉÃÕ ÄÌÉÎ KS (x)−l(q), É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÌÏŒÁ x, ÞÅÍ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ.]

34 [increasing-plain-complexity] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x É ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÓÌÏŒÏ y ÄÌÉÎÙ n, ÞÔÏ

KS (xy) ⩾ KS (x|n) + n − c:

[õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ n ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ x, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ KS (xy) < k ÐÒÉ ŒÓÅÈ y ÄÌÉÎÙ n, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^k=2^n, É ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 19 (Ó. 41).]

35 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_0x_1x_2 : : : ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ŒÙ- ÞÉÓÌÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÅÌÉÞÉÎÁ KS (x_0 : : : x_{n−1}|n) (ÕÓÌÏŒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Åč ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÄÌÉÎÅ) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓŒÅÒÈÕ.

[õËÁÚÁÎÉÅ. ïÔÍÅÔÉÍ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÄŒÏÉÞÎÏÍ ÄÅÒÅŒÅ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ŒÅÒÛÉÎ (ÓÌÏŒ), Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÓÌÏŒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÄÌÉÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÊ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ. œÓÅ ĂÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅĄ ÓÅÞÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÐÏ ÍÏÝÎÏÓÔÉ. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ŒÅÔŒØ, ÃÅÌÉËÏÍ ÐÒÏÈÏ- ÄÑÝÁÑ ÐÏ S, ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ. âÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ S ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÐÏÄÄÅÒÅŒÏ (ÏÓÔÁŒÉŒ ÏÔ ÎÅÇÏ ÔÏÌØËÏ ÔÅ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÕÔØ ÉÚ ËÏÒÎÑ ÔÁËÖÅ ÌÅÖÉÔ Œ S.) æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ŒÅÔŒØ ! Œ ÐÏÄÄÅÒÅŒÅ S É ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÕÒÏŒÎÅ n ÐÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÞÉÓÌÁ l_n É r_n ŒÅÒÛÉÎ ÉÚ S ÓÌÅŒÁ É ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ !. ðÕÓÔØ L É R | ŒÅÒÈÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÙ ÞÉÓÅÌ l_n É r_n, É ÐÕÓÔØ N | ÎÏÍÅÒ ÕÒÏŒÎÑ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÔÉ ŒÅÒÈÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÙ ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÀÔÓÑ. úÎÁÑ L, R É N, ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ŒÅÔŒÉ !: ÎÁÄÏ ÉÓËÁÔØ ŒÅÔŒÉ, ÓÌÅŒÁ ÏÔ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ L ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ S ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÕÒÏŒÎÅ (ÂÏÌØÛÅÍ N) É ÓÐÒÁ- ŒÁ ÅÓÔØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ R ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ S ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÄÒÕÇÏÍ, ÔÁËÖÅ ÂÏÌØÛÅÍ N) ÕÒÏŒÎÅ; ËÁË ÔÏÌØËÏ ÔÁËÁÑ ŒÅÔŒØ ÎÁÛÌÁÓØ, Åč ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÄÏ ÎÉÖÎÅÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÕÒÏŒÎÅÊ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó !.]

36 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÓÔÉ KS (x_0 : : : x_{n−1}|n) ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ: KS (x_0 : : : x_{n−1}) ⩽ log n + c ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c É ÄÌÑ ŒÓÅÈ n. [õËÁÚÁÎÉÅ: ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ÓÌÏŒ (ŒÅÒÛÉÎ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÄŒÏÉÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅŒÁ), Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ ÎÁ ÕÒÏŒÎÑÈ ÎÉÖÅ N ÅÓÔØ O(N). åÓÌÉ ÂÙ ÞÉÓÌÁ ŒÅÒÛÉÎ ÎÁ ŒÓÅÈ ÕÒÏŒÎÑÈ ÂÙÌÉ ÂÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, ÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÓŒÅÌÁÓØ ÂÙ Ë ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ. üÔÏ- ÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÏÓÔÁŒÉŒ ÏÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÏÌØËÏ ÔÅ ŒÅÒÛÉÎÙ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÄÌÉÎÙ 2l(x), ŒÓÅ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ S.]

37 òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ n, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n. (ôÁËÉÅ ÓÌÏŒÁ ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙÍÉ.) (Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2^{n−c} É ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2^n − 2^{n−c} (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c). (Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÎÅ- ÓÖÉÍÁÅÍÙÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n ÒÁŒÎÁ n − O(1) (ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÀÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ

ÐÕÎËÔÁ!). (Œ) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏŒÏ x ÄÌÉÎÙ 2n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙÍ, ÔÏ ÅÇÏ ÐÏ- ÌÏŒÉÎÙ x_1 É x_2 (ÄÌÉÎÙ n) ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ n − O(1). (Ç) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏŒÏ x ÄÌÉÎÙ n ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙÍ, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ k ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØ- ÛÅ k − O(log n). (Ä) ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c < 1 ÌÀÂÏÅ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÅ ÓÌÏŒÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÄÌÉÎÙ n ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ÉÚ ⌊c log_2 n⌋ ÎÕÌÅÊ. [õËÁÚÁÎÉÅ. (Á) œÓÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÊ ÄÌÉÎÙ ÍÅÎØÛÅ n ÂÕÄÅÔ 2^n − 1, ÎÏ ÞÁÓÔØ ÉÈ ÎÉÈ ÕÈÏÄÉÔ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÉÅ ÓÌÏŒÁ: ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ n − d ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ d ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ n, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÐÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ŒÔÏÒÏÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ n, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ Ó k ÎÕÌÅÊ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ 2 log k + (n − k) ÂÉÔÁÍÉ. (Â) úÁÐÉÛÅÍ ÞÉÓÌÏ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n Œ ŒÉÄÅ ÄŒÏÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ t; ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÓÌÏŒÏ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ n − k, ÔÏ ÐÏ t É log k ÂÉÔÏŒ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ É n, É ÓÐÉÓÏË ŒÓÅÈ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒŒÏÅ ÉÚ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙÈ ÓÌÏŒ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ ÓÌÅÄÕÅÔ. (Œ) åÓÌÉ ÏÄÎÕ ÉÚ ÐÏÌÏŒÉÎ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ËÏÒÏÞÅ, ÔÏ É ŒÓč ÓÌÏŒÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ËÏÒÏÞÅ, ÎÁÞÁŒ Ó (ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏ- ÄÁ) ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÄÌÉÎÏÊ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÓÖÉÍÁÅÍÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÙ. (Ç) åÓÌÉ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÔÏ É ŒÓč ÓÌÏŒÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ËÏÒÏÞÅ (ÚÁÄÁŒ ÐÏÄÓÌÏŒÏ, ÅÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ É ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÂÉÔÙ). (Ä) ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÞÉÓÌÏ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÐÏÄÒÑÄ k ÎÕÌÅÊ; ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁÓÔčÔ Ó ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÅÍ n ÐÒÉÍÅÒÎÏ ËÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ x = 2 − (1=x^k), É ÍÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ.]

38 [condit-c-simple-prefix] ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ c) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x_0x_1x_2 : : : ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (x_0x_1 : : : x_{n−1}) ⩽ n − log n + c.

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_0x_1x_2 : : : É ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (x_0x_1 : : : x_{n−1}) ⩾ n − 2 log n − c ÐÒÉ ŒÓÅÈ n.

[õËÁÚÁÎÉÅ. òÑÄ ∑ 1=n ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, Á ÒÑÄ ∑ 1=n^2 ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ðÏÄÒÏÂÎÅÅ ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÙ 87 É 91.]

39 [conditional-unconditional-def] äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÄÌÉÎÙ n ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ŒÅ- ÌÉÞÉÎÙ d(x) = n − KS (x) É d_c(x) = n − KS (x|n). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÓŒÑÚÁÎÙ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

d_c(x) − 2 log d_c(x) − O(1) ⩽ d(x) ⩽ d_c(x) + O(1):

[õËÁÚÁÎÉÅ. îÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ KS (x|n) = n−d, ÔÏ KS (x) ⩽ n−d+2 log d+O(1). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÚÑŒ ÕÓÌÏŒÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ p ÄÌÉÎÙ n−d É ÄÏÂÁŒÉŒ Œ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÏ ÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÚÁÐÉÓØ d, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÌÏŒÏ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ d, ÐÏÔÏÍ n, É ÎÁËÏÎÅÃ x.]

(éÎÔÕÉÔÉŒÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÄÌÉÎÏÊ ÓÌÏŒÁ É ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ËÁË ÄÅÆÅËÔÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ŒÉÄÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Œ ÇÌÁŒÅ 5 É Œ ÇÌÁŒÅ 16.)

2.3. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ

[conditi] íÙ ÚÎÁÅÍ (ÔÅÏÒÅÍÁ 18), ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (y|x) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KS (y) (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ). òÁÚÎÏÓÔØ KS (y) − KS (y|x) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÎÁ- ÓËÏÌØËÏ ÚÎÁÎÉÅ ÓÌÏŒÁ x ÕÐÒÏÝÁÅÔ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÌÏŒÁ y. ðÏÜÔÏÍÕ Åč ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Œ ÓÌÏŒÅ x Ï ÓÌÏŒÅ y. ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: I(x : y).

ôÅÏÒÅÍÁ 18 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ I(x : y) ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ): ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ c, ÞÔÏ I(x : y) ⩾ c ÐÒÉ ŒÓÅÈ x É y.

œÓÐÏÍÎÉŒ, ÞÔÏ

KS (x; y) = KS (x) + KS (y|x) + O(log KS (x; y));

(ÔÅÏÒÅÍÁ 22, Ó. 43), ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÕÓÌÏŒÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÞÅÒÅÚ ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÙÅ: KS (y|x) = KS (x; y) − KS (x) + O(log KS (x; y)). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ:

I(x : y) = KS (y) − KS (y|x) = KS (x) + KS (y) − KS (x; y) + O(log KS (x; y)):

ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ŒÙÔÅËÁÅÔ

Theorem 23 (ÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ). [condit-symm]

I(x : y) = I(y : x) + O(log KS (x; y))

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ I(x : y) É I(y : x) ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ ÍÁÌÁ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó KS (x; y). ëÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, ÜÔÁ ÒÁÚÎÉÃÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÒÁŒÎÉÍÁ Ó ÓÁÍÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ I(x : y) É I(y : x), ÅÓÌÉ ÔÅ ÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ KS (x; y).

40 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x | ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (x|n) ⩾ n, ÔÏ I(x : n) = KS (n) + O(1), Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË I(n : x) = O(1).

óÉÍÍÅÔÒÉÑ (ÐÕÓÔØ É ÎÅ ÐÏÌÎÁÑ, Á ÌÉÛØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ) ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÎÁÚÙŒÁÔØ I(x : y) (ÉÌÉ I(y : x)) ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ ÓÌÏŒ x É y. óÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ, ÕÓÌÏŒÎÙÍÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÐÁÒÙ ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÎÁ ÓÉÍŒÏÌÉÞÅÓËÏÊ ËÁÒÔÉÎËÅ (ÒÉÓ. 3).

òÉÓ. 3. œÚÁÉÍÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ É ÕÓÌÏŒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ [condit-i.1]

îÁ ÎÅÊ ÐÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÁ x É y ÉÍÅÀÔ I(x : y) ≈ I(y : x) ÂÉÔÏŒ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ. äÏÂÁŒÉŒ KS (x|y) ÂÉÔÏŒ (ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÅÓÔØ Œ x, ÎÏ ÎÅ Œ y, ÌÅŒÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ I(y : x) + KS (x|y) ≈ (KS (x) − KS (x|y)) + KS (x|y) ≈ KS (x)

ÂÉÔÏŒ (ËÁË É ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ Œ ÓÌÏŒÅ x). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ŒÍÅÓÔÅ Ó KS (y|x) ÓÐÒÁŒÁ ÄÁÀÔ KS (y). îÁËÏÎÅÃ, ŒÓÅ ÔÒÉ ÏÂÌÁÓÔÉ ŒÍÅÓÔÅ ÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ Œ

KS (x|y) + I(x : y) + KS (y|x) = KS (x) + KS (y|x) = KS (x|y) + KS (y) = KS (x; y)

(ŒÓÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ŒÅÒÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(log n), ÅÓÌÉ ÓÌÏŒÁ x É y ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n).

œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÜÔÕ ËÁÒÔÉÎËÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÂÕËŒÁÌØÎÏ. œÏÚØÍčÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ĂÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÅĄ ÓÌÏŒÏ r = r_1 : : : r_n ÄÌÉÎÙ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (r_1 : : : r_n) ⩾ n. ôÏÇÄÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÅÇÏ ÐÏÄÓÌÏŒÁ u ÒÁŒÎÁ l(u) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log n). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅ- ÌÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ u ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏŒÏÍ r, ÔÏ r = tuv ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏŒ t É v. ôÏÇÄÁ l(r) = KS (r) ⩽ KS (t) + KS (u) + KS (v) ⩽ l(t) + l(u) + l(v) = l(r) (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ) É ÐÏÔÏÍÕ ŒÓÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (Ó ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ).

åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ŒÚÑÔØ ÄŒÁ ÐÅÒÅËÒÙŒÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÓÌÏŒÁ x É y (ÒÉÓ. 4), ÔÏ KS (x) ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÏ ÄÌÉÎÅ x, KS (y) ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÏ ÄÌÉÎÅ y (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log n)).

òÉÓ. 4. ïÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ Œ ÐÅÒÅËÒÙŒÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÓÌÏŒÁÈ [condit-i.2]

óÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ KS (x; y) ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÁ ÄÌÉÎÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÏÔÒÅÚËÏŒ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÁÒÁ x; y ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÌÉÛØ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ Ï ÄÌÉÎÁÈ, ËÏÔÏÒÁÑ ÔÒÅÂÕÅÔ O(log n) ÂÉÔÏŒ).

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É ÕÓÌÏŒÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KS (x|y), KS (y|x), É ÏÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ I(x : y) ÒÁŒÎÙ (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ) ÄÌÉÎÁÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ.

ïÄÎÁËÏ ÔÁËÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ. ëÁË ÍÙ ŒÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÕÂÅÄÉÍÓÑ (ÓÍ. ÇÌÁŒÕ 11), ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÄÌÑ ŒÓÑËÉÈ ÄŒÕÈ ÓÌÏŒ x É y, ÉÍÅÀÝÉÈ ÂÏÌØÛ«ÕÀ ŒÚÁÉÍÎÕÀ ÉÎ- ÆÏÒÍÁÃÉÀ I(x : y), ÜÔÕ ŒÚÁÉÍÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ĂÍÁÔÅÒÉÁÌÉÚÏŒÁÔØĄ Œ ŒÉÄÅ ÓÌÏŒÁ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (z|x) ≈ 0, KS (z|y) ≈ 0 É KS (z) ≈ I(x : y). (œ ÎÁÛÅÍ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÔÁËÉÍ z ÂÙÌÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÏÄÓÌÏŒ x É y.)

41 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Œ x É ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ÓÌÏŒÅ ÄÌÉÎÙ n ÅÓÔØ O(log n).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÔÒčÈ ÓÌÏŒ. úÄÅÓØ ŒÁÖÎÙÍ ÐÒÉčÍÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÌÑÔÉŒÉÚÁÃÉÑ | ÐÅÒÅÎÅÓÅÎÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒ ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÕÓÌÏŒÎÕÀ. ðÏ- ÑÓÎÉÍ ÜÔÏ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ.

ôÅÏÒÅÍÁ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ (Ó. 36) ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ KS (x; y) ⩽ KS (x) + 2 log KS (x) + KS (y) + O(1). åÓÌÉ ŒÓÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÕÓÌÏŒÎÙÅ (ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ z), ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ KS (x; y|z) ⩽ KS (x|z) + 2 log KS (x|z) + KS (y|z) + O(1);

ÇÄÅ ÐÏÄ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÐÁÒÙ x; y ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ z ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Åč ËÏÄÁ: KS (x; y|z) = KS ([x; y]|z). ëÁË É ÄÌÑ ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ, ŒÙÂÏÒ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÅÎ (ÍÅÎÑÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁ O(1)).

üÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÂÅÚ z: ÍÙ ÓÏÅÄÉÎÑÅÍ ÏÐÉÓÁÎÉÑ p ÄÌÑ x (ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ z) É q ÄÌÑ y (ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ z) Œ ÅÄÉÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ p̂q ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÏŒÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ (ÕÓÌÏŒÎÏÇÏ) ÏÐÉÓÁÎÉÑ.

ðÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ ÉÓËÌÀÞÉÔØ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÕÓÌÏŒÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÚÁÍÅÎÉŒ ÉÈ ÎÁ ÂÅÚ- ÕÓÌÏŒÎÙÅ: KS (x; y|z) = KS (x; y; z) − KS (z), Á ÔÁËÖÅ KS (x|z) = KS (x; z) − KS (z) É

KS (y|z) = KS (y; z) − KS (z) (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÁËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ:

Theorem 24. [condit-baseineq]

KS (x; y; z) + KS (z) ⩽ KS (x; z) + KS (y; z) + O(log n)

ÄÌÑ ÓÌÏŒ x; y; z ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n.

üÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÂÁÚÉÓÎÙÍ.

òÅÌÑÔÉŒÉÚÁÃÉÀ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ É Ë ÔÅÏÒÅÍÅ 21 (Ó. 42), ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ É ÕÓÌÏŒÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÍÙ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÅÇÏ Ó ÌÏÇÁÒÉÆ- ÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ):

Theorem 25. [condit-pair4]

KS (x; y|z) = KS (x|z) + KS (y|x; z) + O(log n);

ÅÓÌÉ ÓÌÏŒÁ x; y; z ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n.

úÄÅÓØ KS (x|y; z) ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÓÌÏÖÎÏÓÔØ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÄÁ ÐÁÒÙ ⟨y; z⟩, ÔÏ ÅÓÔØ ËÁË KS (x|[y; z]). ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÁÒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ (ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ).

◁ íÏÖÎÏ ŒÏÓÐÒÏÉÚŒÅÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 21, ÚÁÍÅÎÉŒ ŒÅÚÄÅ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÂÅÚ ÕÓÌÏ- ŒÉÊ ÎÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ z. ðÒÉ ÜÔÏÍ KS (y|x) ÐÒÅŒÒÁÔÉÔÓÑ Œ KS (y|x; z). íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÔÅÐÅÒØ ÉÍÅÅÍ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ x; y; z É ÐÒÏŒÏÄÉÍ ŒÓÅ ÐÒÅÖÎÉÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ŒÏ ŒÓÅÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÑÈ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ xy.

åÓÌÉ ÜÔÏ ËÁÖÅÔÓÑ ÓÌÉÛËÏÍ ÓÌÏÖÎÙÍ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ŒÓÅ ÕÓÌÏŒÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÙÅ: Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÏÌÕÞÉÍ

KS (x; y|z) = KS (x; y; z) − KS (z);

Á Œ ÐÒÁŒÏÊ

KS (x|z) + KS (y|x; z) = KS (x; z) − KS (z) + KS (y; x; z) − KS (x; z);

ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ÌÅŒÁÑ É ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔÉ ÓÔÁÎÏŒÑÔÓÑ ÒÁŒÎÙÍÉ (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ). (ïÔÍÅÔÉÍ Œ ÓËÏÂËÁÈ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÁčÔ ÈÕÄÛÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÎÓÔÁÎÔ Œ O(log n)-ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ.) ▷

42 ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 25 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÕÓÌÏŒÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KS (x|z) É KS (y|x; z) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÌÉ n.

íÏÖÎÏ ĂÒÅÌÑÔÉŒÉÚÏŒÁÔØĄ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÉŒ I(x : y|z) ËÁË ÒÁÚÎÏÓÔØ KS (y|z) − KS (y|x; z). ëÁË É ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÜÔÁ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁ- ÔÅÌØÎÁ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)). œÙÒÁÚÉŒ ÕÓÌÏŒÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÞÅÒÅÚ ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÕÀ (Ó ÌÏÇÁ- ÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ), ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔØ I(x : y|z) ËÁË

KS (y|z) − KS (y|x; z) = KS (y; z) − KS (z) − KS (y; x; z) + KS (x; z) ⩾ 0;

ÐÒÉÈÏÄÑ Ë ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 24.

œÏÏÂÝÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ, ËÁÓÁÀÝÉÈÓÑ ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÙÈ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔÅÊ, ÕÓÌÏŒÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ É ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ), ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÑÍÙÍÉ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑÍÉ ÔÅÏÒÅÍ 21 É 24. ðÒÉŒÅÄčÍ ÄŒÁ ÐÒÉÍÅÒÁ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ.

îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÓÌÏŒÁ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÌÏŒÁ x É y ĂÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉĄ, ÅÓÌÉ I(x : y) ≈ 0. (óÔÅÐÅÎØ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÏÌÖÎÁ ÅÝč ÕÔÏÞÎÑÔØÓÑ, ÎÏ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÞÌÅÎÁÍÉ ÐÏÒÑÄËÁ O(log n) ÍÙ ÐÒÅÎÅÂÒÅÇÁÅÍ, ÅÓÌÉ n | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÉÚ ÄÌÉÎ (ÉÌÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ) ÉÓÐÏÌØÚÕÅ- ÍÙÈ ÓÌÏŒ.)

îÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÓÌÏŒÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÁÎÁÌÏÇ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ Œ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. åÓÔØ ÔÁËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ: ÅÓÌÉ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÁ Ó ÐÁÒÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎ ⟨¸; ˛⟩, ÔÏ ÏÎÁ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÁ É Ó ŒÅÌÉÞÉÎÁÍÉ ¸ É ˛ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ.

äÌÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÅÓÌÉ ÓÌÏŒÏ x ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ Ó ÐÁÒÏÊ ⟨y; z⟩, ÔÏ ÏÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ É Ó Åč ÏÔÄÅÌØÎÙÍÉ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÍÉ) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ I(x : ⟨y; z⟩) ⩾ I(x : y)

(É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ÄÌÑ z ŒÍÅÓÔÏ y). üÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ (ËÁË ÏÂÙÞ- ÎÏ, Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ), É Œ ÜÔÏÍ ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÐÅÒÅÐÉÓÁŒ ÅÇÏ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ:

KS (x) + KS (y; z) − KS (x; y; z) ⩾ KS (x) + KS (y) − KS (x; y);

ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÐÒÉŒÅÄÅÎÉÑ ÐÏÄÏÂÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ ÄÁčÔ ÂÁÚÉÓÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 24.

óÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÁÒ É ÔÒÏÅË. îÁÐÒÏÔÉŒ, ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ (ÕÐÏÍÉÎÁŒ- ÛÅÊÓÑ ÎÁ Ó. 19) ÐÏÌÅÚÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÕÓÌÏŒÎÙÅ:

Theorem 26. [condit-triple]

2 KS (x; y; z) ⩽ KS (x; y) + KS (x; z) + KS (y; z) + O(log n);

ÅÓÌÉ x; y; z | ÓÌÏŒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n.

◁ ðÅÒÅÎÏÓÑ KS (x; y) É KS (x; z) Œ ÌÅŒÕÀ ÞÁÓÔØ, É ÚÁÍÅÎÑÑ ÒÁÚÎÏÓÔÉ KS (x; y; z)−KS (x; y) É KS (x; y; z)−KS (x; z) ÎÁ ÕÓÌÏŒÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KS (z|x; y) É KS (y|x; z), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ:

KS (z|x; y) + KS (y|x; z) ⩽ K(y; z) + O(log n):

ïÓÔÁčÔÓÑ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ Œ ŒÉÄÅ KS (y) + KS (z|y), É ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ KS (z|x; y) ⩽ KS (z|y) É KS (y|x; z) ⩽ KS (y) (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ). ▷

á ÍÏÖÎÏ ŒÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÓÌÏÖÉÔØ ÄŒÁ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (ÂÁÚÉÓÎÏÅ É ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ):

KS (x; y; z) + KS (y) ⩽ KS (x; y) + KS (y; z) + O(log n);

KS (x; y; z) ⩽ KS (y) + KS (x; z) + O(log n);

ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÓÏËÒÁÔÉÔØ KS (y) Œ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÑÈ É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. (ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ËÁË É ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ, ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ.) íÙ ŒÅÒÎčÍÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ É ÅÇÏ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑÍ Œ ÇÌÁŒÅ 10.

òÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÔÒčÈ ÓÌÏŒ ÍÏÖÎÏ ÓÉÓÔÅÍÁÔÉÚÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. éÍÅÀÔÓÑ ÓÅÍØ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÔÁËÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË (ÔÒÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÄÉÎÏÞÎÙÈ ÓÌÏŒ, ÔÒÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÁÒ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ŒÓÅÊ ÔÒÏÊËÉ). äÒÕÇÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ (ÕÓÌÏŒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ) ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ. þÔÏÂÙ ÌÕÞÛÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÓÅÂÅ, ËÁËÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ ÎÁ ÜÔÉ ÓÅÍØ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ, ÕÄÏÂÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÎÏŒÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁ- ÔÁÍ. œŒÅÄčÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ a_1; a_2; : : : ; a_7, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÓÅÍÉ ÏÂÌÁÓÔÑÍ ÎÁ ÒÉÓ. 5.

òÉÓ. 5. îÏŒÙÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ a_1; a_2; : : : ; a_7. [condit-i.3]

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ

KS (x) = a_1 + a_2 + a_4 + a_5; KS (y) = a_2 + a_3 + a_5 + a_6; KS (z) = a_4 + a_5 + a_6 + a_7;

KS (x; y) = a_1 + a_2 + a_3 + a_4 + a_5 + a_6; KS (x; z) = a_1 + a_2 + a_4 + a_5 + a_6 + a_7; KS (y; z) = a_2 + a_3 + a_4 + a_5 + a_6 + a_7;

KS (x; y; z) = a_1 + a_2 + a_3 + a_4 + a_5 + a_6 + a_7:

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÚÁÄÁÀÔ ÏÂÒÁÔÉÍÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÓÅÍÉÍÅÒÎÏ- ÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ËÁÖÄÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÉÚ ÓÅÍÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ a_1; : : : ; a_7).

òÁÚÌÉÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ŒÚÁÉÍÎÙÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏ- ÓÔØÀ) ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÙÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÉÈ ŒÙÒÁÚÉÔØ É Œ ÎÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ. îÁÐÒÉÍÅÒ, I(x : y) = KS (x) + KS (y) − KS (x; y) = a_2 + a_5, Á KS (x|y) = KS (x; y) − KS (y) = a_1 + a_4.

ëÁËÏŒ ÓÍÙÓÌ ÎÁÛÉÈ ÎÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ? ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ a_1 = KS (x|y; z) (Ó ÌÏ- ÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÉÍÅÀÔ a_3 É a_7. ëÏÏÒÄÉÎÁÔÁ a_2 ÅÓÔØ (Ó ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ) I(x : y|z); ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÉÍÅÀÔ a_4 É a_6 (ÓÍ. ÒÉÓ. 6). ïÔÓÀÄÁ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏŒ x; y; z ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ a_1; a_2; a_3; a_4; a_6; a_7 ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log n), ÅÓÌÉ ÓÌÏŒÁ x; y; z ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n).

óÉÔÕÁÃÉÑ Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÏÊ a_5 ÓÌÏÖÎÅÅ. åč ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ĂÏÂÝÕÀ ÉÎ- ÆÏÒÍÁÃÉÀ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀÓÑ Œ ÔÒčÈ ÓÌÏŒÁÈ x; y; zĄ. éÎÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅč ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ I(x : y : z). ïÄÎÁËÏ ÓÍÙÓÌ ÔÁËÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÏÞÅŒÉÄÅÎ, ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÅÓÌÉ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ a_5 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÏÊ ÐÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ x É y | ÄŒÅ òÉÓ. 6. óÌÏÖÎÏÓÔÎÏÊ ÓÍÙÓÌ ÎÏŒÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.

[condit-i.5]

ÐÏÌÏŒÉÎÙ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ 2n. ôÏÇÄÁ KS (x) = n, KS (y) = n, KS (x; y) = 2n É I(x : y) = 0 (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÏŒÏ z ÄÌÉÎÙ n, ËÏÔÏÒÏÅ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÐÏÂÉÔÏŒÏÊ ÓÕÍÍÏÊ x É y ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÔÒčÈ ÓÌÏŒ x; y; z ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÌÅÎÏ ÐÏ ÄŒÕÍ ÄÒÕÇÉÍ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KS (x; y); KS (y; z) É KS (x; z) ÏÄÉÎÁËÏŒÙ É ÒÁŒÎÙ 2n (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ), É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (x; y; z) ÔÁËÖÅ ÒÁŒÎÁ 2n. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ z ÒÁŒÎÁ n (ÏÎÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n, ÔÁË ËÁË ÅÇÏ ÄÌÉÎÁ ÒÁŒÎÁ n, ÎÏ É ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ŒÍÅÓÔÅ Ó y ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÂÙ ÐÁÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 2n).

ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ a_1; : : : ; a_7 ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ (ÒÉÓ. 7):

òÉÓ. 7. äŒÁ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙÈ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ n É ÉÈ ÓÕÍÍÁ mod 2. [condit-i.4]

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ a_5 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ, ÏÄÎÁËÏ ÓÕÍÍÙ a_5 +a_2, a_5 +a_4 É a_5 + a_6, ÂÕÄÕÞÉ ŒÚÁÉÍÎÙÍÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑÍÉ ÐÁÒ ÓÌÏŒ, ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ. (œ ÎÁÛÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÜÔÉ ÓÕÍÍÙ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ.)

üÔÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÍÕ ÓÐÏÓÏÂÕ ĂÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ÓÅËÒÅÔÁĄ z ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÌÉÃÁÍÉ: ÅÓÌÉ ÏÄÎÏÍÕ ÞÅÌÏŒÅËÕ ÓÏÏÂÝÉÔØ x, Á ÄÒÕÇÏÍÕ y, ÔÏ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÎÉÞÅÇÏ ÚÎÁÔØ Ï z (ÐÏÓËÏÌØËÕ I(x : z) ≈ 0 É I(y : z) ≈ 0), ÎÏ ŒÍÅÓÔÅ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ z, ÐÏÂÉÔÏŒÏ ÓÌÏÖÉŒ x É y.

íÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ (ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ a_i, ËÒÏÍÅ a_5, É ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÒčÈ ÎÁÚŒÁÎÎÙÈ ÓÕÍÍ) ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ŒÓÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ,

ÉÍÅÀÝÉÅÓÑ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË ÔÒčÈ ÓÌÏŒ. íÙ ŒÅÒÎčÍÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ ŒÏÐÒÏÓÕ Œ ÇÌÁŒÅ 10.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÄÉÁÇÒÁÍÍ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÎÏŒÁ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

2 KS (x; y; z) ⩽ KS (x; y) + KS (x; z) + KS (y; z):

œ ÎÁÛÉÈ ÎÏŒÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË a_2 +a_4 +a_5 +a_6 ⩾ 0 (ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ Œ ÕÍÅ, ÐÏÄÓÞÉÔÁŒ, ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ŒÈÏÄÉÔ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ a_i Œ ÌÅŒÕÀ É ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ). ôÅÐÅÒØ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ, a_2 + a_5 ⩾ 0, a_4 ⩾ 0 É a_6 ⩾ 0.

43 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I(xy : z) = I(x : z)+I(y : z|x)+O(log n) ÄÌÑ ÓÌÏŒ x; y; z ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n. [õËÁÚÁÎÉÅ: ÜÔÏ ÌÅÇËÏ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ ÎÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ.]

üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ Œ xy Ï z ÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚ ÄŒÕÈ ÞÁÓÔÅÊ: ÉÎÆÏÒ- ÍÁÃÉÉ Œ x Ï z É ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Œ y Ï z (ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ x). íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ Åč ËÁË ÁÎÁÌÏÇ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ KS (x; y) = KS (x)+KS (y|x), ÔÏÌØËÏ ÔÅÐÅÒØ ŒÍÅÓÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ Ï ÓÌÏŒÅ z. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ xy ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ Ó z, ÔÏ x ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ Ó z, Á ÔÁËÖÅ y ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ c z ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ x. (ðÏÄ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØÀ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÍÁÌÏÓÔØ ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ.) óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ x ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ Ó y, Á ÔÁËÖÅ x ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ Ó z ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ y.

44 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ Ăx É y ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙĄ É Ăx É y ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ zĄ ÍÁÌÏ ÓŒÑÚÁÎÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ: ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓÔÉÎÎÏ, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ŒÔÏÒÏÅ ÌÏÖÎÏ.

45 âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÁ x; y; z; t ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÁÒËÏŒÓËÕÀ ÃÅÐØ (ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ), ÅÓÌÉ I(x : z|y) É I(⟨x; y⟩ : t|z) ÍÁÌÙ (ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÔÏÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÇÒÁÎÉÃÙ ÍÁÌÏÓÔÉ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÉ ÖÅ ÓÌÏŒÁ Œ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÁÒËÏŒÓËÕÀ ÃÅÐØ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ I(t : y|z) É I(⟨t; z⟩ : x|y) ÍÁÌÙ. [õËÁÚÁÎÉÅ. I(⟨x; y⟩ : t|z) = I(y : t|z) + I(x : t|y; z), É ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÕÌÀ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ Œ ÎÕÌØ ÏÂÏÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÓÐÒÁŒÁ; ŒÔÏÒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÐÏÒÑÄËÁ.]

3. óÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ

[random] œ ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÅ ÍÙ ÐÒÅÒÙŒÁÅÍ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÞÔÏÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÒÕÇÏÅ ÂÁÚÉÓÎÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ | ÐÏ- ÎÑÔÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ, ÉÌÉ ĂÔÉÐÉÞÎÏÊĄ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. (íÁÔÅÒÉÁÌ ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÙ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ É ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ; ÏÎ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ Œ ÇÌÁŒÅ 5, ÇÄÅ ÂÕÄÅÔ ÄÁÎ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.)

íÙ ÎÁÞÎčÍ Ó ÎÁÐÏÍÉÎÁÎÉÑ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÆÁËÔÏŒ Ï ÍÅÒÁÈ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ.

3.1. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ � É ÍÅÒÙ

[randomcl] òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ �, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ. åÇÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ËÁÎÔÏÒÏŒÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÄŒÏ- ÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ �_x ŒÓÅÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, �_{00} ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ Ó ÄŒÕÈ ÎÕÌÅÊ, Á �_� = � (ÚÄÅÓØ � ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏŒÏ).

íÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÉÄÁ �_x ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ. éÎÔÅÒŒÁÌÙ É ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ �. üÔÁ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÍÅÔÒÉËÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ÔÅÍ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÂÏÌØÛÅ Õ ÎÉÈ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÅ ÎÁÞÁÌÏ:

d(!; !^′) = 2^{−n};

ÇÄÅ n | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ !_n ≠ !^′_n. (þÅÒÅÚ !_n ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÌÅÎ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ n, ÎÁÞÉÎÁÑ ÎÕÍÅÒÁÃÉÀ Ó ÎÕÌÑ: ! = !_0!_1!_2 : : :)

46 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏ ËÁÎÔÏÒÏŒÓËÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ ŒÙÂÒÏÓÉÔØ ÓÒÅÄÎÀÀ ÔÒÅÔØ, ÉÚ ÄŒÕÈ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ÞÁÓÔÅÊ ÔÁËÖÅ ŒÙÂÒÏÓÉÔØ ÐÏ ÓÒÅÄÎÅÊ ÔÒÅÔÉ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

îÁÓ, ÏÄÎÁËÏ, ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØ ÎÅ ÓÔÏÌØËÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ, ÓËÏÌØËÏ ÍÅÒÁ. óÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ � ÎÁÚÙŒÁÀÔ ff-ÁÌÇÅÂÒÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÓÞčÔÎÙÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ É ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÊ, Á ÔÁËÖÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÀ.

íÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ff-ÁÌÇÅÂÒÕ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ �_x (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ŒÓÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ), ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÁÌÇÅÂÒÏÊ ÂÏÒÅÌÅŒÓËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ff-ÁÌÇÅÂÒÕ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ŒÓÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ. ðÕÓÔØ ÎÁ ÎÅÊ ÚÁÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ —, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÔÁŒÉÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ËÁÖÄÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÉÚ ff-ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ- ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÒÉÞčÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ff-ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ:

ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÅÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁ- ÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A_0; A_1; A_2; : : :, É ŒÓÅ ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ff-ÁÌÇÅÂÒÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ —, ÔÏ

—(A) = —(A_0) + —(A_1) + —(A_2) + : : :

(Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÉÌÉ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÒÑÄ Ó ÎÅÏ- ÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ).

ôÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÅÒÁÍÉ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ �, Á —(A) ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÍÅÒÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A.

åÓÌÉ ÍÅÒÁ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ � ÒÁŒÎÁ 1, ÔÏ ÍÅÒÕ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ŒÅÒÏÑÔ- ÎÏÓÔÅÊ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ff-ÁÌÇÅÂÒÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÏÂÙÔÉÑÍÉ, Á ÞÉÓÌÏ —(A) ÎÁÚÙŒÁÀÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÓÏÂÙÔÉÑ A.

ìÀÂÁÑ ÍÅÒÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ (ÅÓÌÉ A ⊂ B, ÔÏ —(A) ⩽ —(B)). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, —(B) − —(A) = —(B \ A) ⩾ 0.

äÒÕÇÏÅ ŒÁÖÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÍÅÒ | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔØ: ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ÅÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ

B_0 ⊂ B_1 ⊂ B_2 ⊂ : : : ;

ÔÏ —(B) ÒÁŒÎÏ ÐÒÅÄÅÌÕ —(B_i) ÐÒÉ i → ∞. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÓÞčÔÎÕÀ É ËÏÎÅÞÎÕÀ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØ Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ A_i = B_i \ B_{i−1}.) áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÕÂÙŒÁÀÝÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÍÅÒÙ — ÎÁ � ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÕÎËÃÉÀ p ÎÁ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒÁÈ, ÏÐÒÅÄÅ- ÌčÎÎÕÀ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ p(x) = —(�_x):

üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÁÄÄÉ- ÔÉŒÎÏÓÔÉ:

p(x) = p(x0) + p(x1)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÎÔÅÒŒÁÌ �_x ÅÓÔØ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÅÅÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÅÇÏ ÐÏÌÏŒÉÎ �_{x0} É �_{x1}.)

ôÅÏÒÉÑ ÍÅÒÙ (ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÍÅÒÙ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ) ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙÐÏÌÎÉÔØ É ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ. éÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ p ÎÁ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒÁÈ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÅÊ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ- ÎÙÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÊ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÅÒÕ —, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ —(�_x) = p(x) ÐÒÉ ŒÓÅÈ x.

ðÏÌÕÞÁÅÍÁÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÍÅÒÁ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÅÓÌÉ —(A) = 0 É B ⊂ A, ÔÏ B ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏ (ÏÔËÕÄÁ ÕÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ —(B) = 0). œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÍÅÒÙ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ.

íÙ ÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÍÅÒÙ ÐÏ ìÅÂÅÇÕ (ÏÎÁ ÅÓÔØ Œ ÌÀÂÏÍ ÕÞÅÂÎÉËÅ ÐÏ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [22] ÉÌÉ [15]), ÎÏ ÐÒÉŒÅÄčÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÅ Œ ÎÅÊ ÑŒÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ.

ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ p ÎÁ ÓÌÏŒÁÈ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÁÄÄÉ- ÔÉŒÎÏÓÔÉ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÞÉÓÌÏ p(x) ÍÅÒÏÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ �_x. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ � ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ " > 0 ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÍÅÒ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ".

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ ⟨"; i⟩ → x("; i) (ÐÅÒŒÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ŒÔÏÒÏÊ | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ

• A ⊂ �_{x(”;0)} ∪ �_{x(”;1)} ∪ �_{x(”;2)} : : : É

• p(x("; 0)) + p(x("; 1)) + p(x("; 2)) + : : : ⩽ "

ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ". ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÍÙ ÕÞÉÔÙŒÁ- ÅÍ, ÎÅ ÔÒÅÂÕÑ, ÞÔÏÂÙ x("; i) ÂÙÌÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ " É i (ÎÅÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÏÐÕÓËÁÀÔÓÑ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ É Œ ÓÕÍÍÅ).

îÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÍ ÐÒÉÇÏÄÑÔÓÑ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ:

• œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ " (ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ŒÉÄÁ 2^{−k}).

• œÓÑËÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ.

• ëÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÕÌÅŒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÏÂSSÅÄÉÎčÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÍÅÒ ÍÅÎØÛÅ ", ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÅÇÏ ÞÁÓÔÅÊ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÍÅÒ ÍÅÎØÛÅ "=2; "=4; "=8; : : :)

• ðÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ p ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ (ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÔÁË, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! = !_0!_1!_2 : : : ÐÒÅÄÅÌ ÍÅÒ p(!_0 : : : !_n) ÐÒÉ n → ∞ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ). ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ.

òÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ � ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ ÍÅÒÕ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ �_x ÒÁŒÎÏÊ 2^{−l(x)}:

p(x) = 2^{−n} ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ x ÄÌÉÎÙ n:

œÏÚÎÉËÁÀÝÁÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÅÒÁ ÔÅÓÎÏ ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÎÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ (ÔÏÞÎÅÅ, ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1]): ÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ⊂ � ÒÁŒÎÁ ÍÅÒÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ËÁÖÄÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ A ÓÞÉÔÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÄŒÏ- ÉÞÎÏÊ ÄÒÏÂØÀ. (úÁÍÅÞÁÎÉÅ Œ ÓËÏÂËÁÈ: ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÄŒÏÉÞÎÙÍÉ ÄÒÏÂÑÍÉ É ÞÉÓÌÁÍÉ ÎÅ ÓÏŒÓÅÍ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÔÁË ËÁË ÄŒÏÉÞÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÉÍÅÀÔ ÄŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÅÎÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, 0;01111 : : : = 0;10000 : : : îÏ ÜÔÏ ÚÁÔÒÁÇÉŒÁÅÔ ÌÉÛØ ÓÞčÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÅÎÅÂÒÅÖÉÍÏ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ.) œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÞÉÓÌÁ, ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÚÁÐÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ ÎÁ ÄÁÎÎÕÀ ÓÔÒÏËÕ x ÄÌÉÎÙ n, ÚÁÐÏÌÎÑÀÔ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏË ËÁË ÒÁÚ ÄÌÉÎÙ 2^{−n}. ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ I ⊂ [0; 1] ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÄŒÏÉÞÎÙÍÉ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑÍÉ ÞÉÓÅÌ ÉÚ I, ÒÁŒÎÁ ÄÌÉÎÅ ÏÔÒÅÚËÁ I.

ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÍÅÒÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍ ÂÒÏ- ÓÁÎÉÑÍ ÞÅÓÔÎÏÊ ÍÏÎÅÔÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÂÒÏÓÁÎÉÑÈ ÞÅÓÔÎÏÊ ÍÏÎÅÔÙ ŒÓÅ ŒÏÚ- ÍÏÖÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ n ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÙ É ÉÍÅÀÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ 2^{−n}. íÎÏÖÅÓÔŒÏ �_x ÅÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÅ ĂÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÂÒÏÓÁÎÉÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ xĄ É ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ 2^{−l(x)}.

íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ É ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÍÏÎÅÔÕ, ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÑ ÂÒÏÓÁÎÉÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÍÅÒÁ (ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÅÒÎÕÌ- ÌÉÅŒÏÊ[nonuniform-bernoulli] Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ q; p (ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ŒÙÐÁÄÅÎÉÑ ÎÕÌÑ É ÅÄÉ- ÎÉÃÙ; ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ p; q ⩾ 0 É p + q = 1).

ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÊÓÑ ÎÁ ÓÌÏŒÏ x, ÒÁŒÎÁ q^up^v, ÇÄÅ u É v | ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÏŒÅ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ x → q^{u(x)}p^{v(x)}

ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ u(x) É v(x) ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÏ ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ Œ ÓÌÏŒÅ x. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÁÄÄÉÔÉŒÎÁ.

3.2. õÓÉÌÅÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ

[random-lln] þÔÏÂÙ ÐÒÏÉÌÌÀÓÔÒÉÒÏŒÁÔØ ŒÓÅ ŒŒÅÄčÎÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ Œ ÄÅÊÓÔŒÉÉ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ É ÄÏËÁÖÅÍ ÕÓÉÌÅÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ.

ðÕÓÔØ p + q = 1, p; q ⩾ 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_p ŒÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÅÊ !_0!_1!_2 : : : ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔÙ ÅÄÉÎÉÃ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÒÁŒÅÎ p, ÔÏ ÅÓÔØ lim_{n→∞}

!_0 + !_1 + : : : + !_{n−1} n = p:

Theorem 27. [randomcl-large-numbers] íÎÏÖÅÓÔŒÏ A_p ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ 1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÅÒ- ÎÕÌÌÉÅŒÁ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ (Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ p É q).

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_p, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÅÊ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉÃ ÎÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ ÎÉ Ë ËÁËÏÍÕ ÐÒÅÄÅÌÕ ÉÌÉ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ p, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ.

◁ íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ p = q = 1=2) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÑŒÎÏÇÏ ÐÏÄÓÞčÔÁ. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ p ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÂÕÄÅÔ ËÒÁÔËÏ ÎÁÍÅÞÅÎÏ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÊ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÒÁÚÄÅÌ 9.6).

óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ĂÄÏÐÒÅÄÅÌØÎÕÀĄ ÓÉÔÕÁÃÉÀ, ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁŒ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ n. œÓÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ n ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÙ, É ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÂÏÌØ- ÛÉÎÓÔŒÏ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÉÍÅÒÎÏ n=2 ÅÄÉÎÉÃ. ðÕÓÔØ ŒÙÂÒÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÒÁÎÉÃÁ " > 0. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÓËÏÌØËÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÍÅÅÔ ÂÏÌÅÅ (1=2+")n ÅÄÉÎÉÃ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÒÏÓÕÍÍÉÒÏŒÁÔØ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉËÅ ðÁÓËÁÌÑ ÞÁÓÔØ n-Ê ÓÔÒÏËÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÞÉÎÁÅÔ- ÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÁŒÅÅ ÓÅÒÅÄÉÎÙ. œÓÅÇÏ Œ ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ É ÏÎÉ ÕÂÙŒÁÀÔ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÕ ÍÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ËÁË ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÅ ÎÁ n. (îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÁÍ ÎÅ ÎÕÖÎÁ ÂÏÌØÛ«ÁÑ ÔÏÞÎÏÓÔØ, É ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÏÔ n ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÎÁÍ ÎÅ ÐÏŒÒÅÄÑÔ, ÔÁË ÞÔÏ ÉÍÉ ÍÙ ÓÒÁÚÕ ÐÒÅÎÅÂÒÅÇÁÅÍ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ n.)

ðÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÒÁŒÎÏ n! k!(n − k)! ; ÇÄÅ k | ÂÌÉÖÁÊÛÅÅ ÓÐÒÁŒÁ Ë (1=2+")n ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ. œÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ óÔÉÒÌÉÎÇÁ:

m! = √ (2ı + o(1))m (m e )_m ; ÇÄÅ e | ÏÓÎÏŒÁÎÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏŒ. ïÔÂÒÁÓÙŒÁÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ É ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ u = k=n, v = (n − k)=n, ÐÏÌÕÞÁÅÍ n! k!(n − k)! ≈ (n=e)^n (k=e)^k((n − k)=e)^{n−k} = n^n k^k(n − k)^{n−k} ≈ ≈ n^n (un)^{un}(vn)^{vn} = 1 u^{un}v^{vn}

= 2^{H(u;v)n};

ÇÄÅ H(u; v) = −u log u − v log v:

þÉÓÌÏ H(u; v) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÛÅÎÎÏÎÏŒÓËÏÊ ÜÎÔÒÏÐÉÅÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ Ó ÄŒÕÍÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ- ÍÉ, ÐÒÉÎÉÍÁÅÍÙÍÉ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ u É v. (ðÏÄÒÏÂÎÏ ÛÅÎÎÏÎÏŒÓËÁÑ ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ Œ ÇÌÁŒÅ 7.) îÁ ÒÉÓÕÎËÅ 8 ÐÏËÁÚÁÎ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÇÒÁÆÉË (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, v = 1 − u). ìÅÇËÏ

òÉÓ. 8. ûÅÎÎÏÎÏŒÓËÁÑ ÜÎÔÒÏÐÉÑ ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ u. [randomcl-entropy]

ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÅÌÉÞÉÎÁ H(u; 1−u) ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ (ÒÁŒÎÏÇÏ 1) Œ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ u = 1=2.

œÏÚŒÒÁÝÁÑÓØ Ë ÎÁÛÅÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ n, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉÃ ÂÏÌØÛÅ (1=2 + "), ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ poly(n)2^{H(1=2+”;1=2−”)n}, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^{cn+o(n)}, ÇÄÅ c | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÍÅÎØÛÁÑ ÅÄÉÎÉÃÙ (ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÏÔ "). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏÌÑ ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÕÂÙŒÁÅÔ Ó ÒÏÓÔÏÍ n. ôÏÞÎÏ ÔÁËÕÀ ÖÅ ÄÏÌÀ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÌÑ ÅÄÉÎÉÃ ÍÅÎØÛÅ (1=2 − ").

ðÏÄŒÅÄčÍ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÊ ÉÔÏÇ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ " > 0 ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ìÅÍÍÁ. äÏÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ n, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉÃ ÏÔËÌÏÎÑÅÔÓÑ ÏÔ 1=2 ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ", ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ n ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ‹_n, ÇÄÅ ‹_n ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÕÂÙŒÁÅÔ Ó ÒÏÓÔÏÍ n.

üÔÁ ÌÅÍÍÁ (ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅÍ Ï ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ É ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÔØ ÎÉËÁËÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÓËÏÒÏÓÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ Ë ÎÕÌÀ) ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁËÏÎÏÍ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ (ÂÅÚ ÓÌÏŒÁ ĂÕÓÉÌÅÎÎÙÊĄ). îÁÍ ÖÅ ÄÌÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÁÖÎÏ ÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ n ‹_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_{1=2} ÔÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔÙ ÅÄÉÎÉÃ Œ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ ÒÁŒÅÎ 1=2, ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ 1. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ B) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ.

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÅÄÅÌÁ B ÅÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÏ ŒÓÅÍ " > 0 ÍÎÏÖÅÓÔŒ B_”, ÇÄÅ B_” ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉÃ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ ÂÙŒÁÅÔ ÂÏÌØÛÅ 1=2 + " ÉÌÉ ÍÅÎØÛÅ 1=2 − ".

ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ " (ÓËÁÖÅÍ, ÔÏÌØËÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ), Á ÓÞčÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÕÌÅŒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÅÓÔØ ÎÕÌÅŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B_” ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉË- ÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ".

íÎÏÖÅÓÔŒÏ B_” ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎ- ÎÙÅ ÐÌÏÈÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ (ÅÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÌÏÈÉÍ ÄŒÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉÃ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ 1=2 ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ "). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ N ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B_” ÐÏËÒÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ ŒÉÄÁ �_x, ÅÓÌÉ ŒÚÑÔØ ŒÓÅ ÐÌÏÈÉÅ x ÄÌÉÎÙ N É ÂÏÌÅÅ. îÏ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ (ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ) ÍÅÒÁ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ

‹_N + ‹_{N+1} + ‹_{N+2} + : : : ;

É ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÄÅÌÁÎÁ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ, ÔÁË ËÁË ÒÑÄ ∑ i ‹_i ÓÈÏÄÉÔÓÑ.

(üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÌÅÍÍÏÊ âÏÒÅÌÑ { ëÁÎÔÅÌÌÉ. œ ÏÂ- ÝÅÍ ŒÉÄÅ ÜÔÁ ÌÅÍÍÁ ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÍÅÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A_0; A_1; : : : ËÏÎÅÞÎÁ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ÔÏÞÅË, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ A_i, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ.) ▷ ïÃÅÎÉÔØ ÞÉÓÌÏ ÐÌÏÈÉÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n ÍÏÖÎÏ É ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÙ óÔÉÒÌÉÎÇÁ. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÌÏÈÉÅ ÓÌÏŒÁ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÏÔÙ ÓÌÉÛËÏÍ ŒÅÌÉËÉ (ÂÏÌØÛÅ 1=2 + "). òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ n ÄŒÁ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. ðÅÒŒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ (ÎÁÚÏŒčÍ ÅÇÏ L) | ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÅ: ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÉÍÅÀÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ 2^{−n}. œÔÏÒÏÅ (ÎÁÚÏŒčÍ ÅÇÏ S) ÏÔÄÁčÔ ÐÒÅÄÐÏÞÔÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÃÁÍ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ n ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍ ÂÒÏÓÁÎÉÑÍ ÍÏÎÅÔÙ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÃÙ ÅÓÔØ p = 1=2 + ". ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ ÉÚ u ÎÕÌÅÊ É v ÅÄÉÎÉÃ ÒÁŒÎÁ q^up^v (ÇÄÅ q = 1=2 − " | ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÕÌÑ). þÅÍ ÂÏÌØÛÅ Œ ÓÌÏŒÅ x ÅÄÉÎÉÃ, ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ S(x)=L(x). ìÅÇËÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÌÏÈÉÈ ÓÌÏŒ ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2^n=2^{H(p;q)n}; É ÐÏÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ L-ÍÅÒÁ ŒÓÅÈ ÐÌÏÈÉÈ ÓÌÏŒ ŒÏ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÒÁÚ ÍÅÎØÛÅ ÉÈ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ S-ÍÅÒÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÏÌÑ ÐÌÏÈÉÈ ÓÌÏŒ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2^{H(p;q)n}=2^n; ÔÏ ÅÓÔØ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÌÅÍÍÕ ÄÒÕÇÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. üÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÝÅ (ÈÏÔÑ ÄÏ ÎÅÇÏ ÔÒÕÄÎÅÅ ÄÏÇÁÄÁÔØÓÑ). äÒÕ- ÇÏÅ ÅÇÏ ÄÏÓÔÏÉÎÓÔŒÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ Ó ÅÇÏ ÐÏÍÏÝØÀ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÓÉÌÅÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ, ÎÏ É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅŒÏÊ ÍÅÒÙ (ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ p).

47 [non-uniform-slln] ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÔÁËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ p_0 É q_0 | ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÉÞčÍ p_0 + q_0 = 1. ôÏÇÄÁ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ −p_0 log p − q_0 log q, ÇÄÅ p; q | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ (É p + q = 1), ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÐÒÉ p = p_0, q = q_0. óÍ. ÔÁËÖÅ ÒÁÚÄÅÌ 9.6, Ó. 241.]

õÓÉÌÅÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÞÁÓÔÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÀÔ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ĂŒ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ (ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉÃ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1=2Ą (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅŒÙÈ ÍÅÒ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÏŒÁ ĂÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØĄ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ- ÓÑ ÎÅ ÂÕËŒÁÌØÎÏ, Á ËÁË ÏÂÏÒÏÔ ÒÅÞÉ: ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ĂÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ¸Ą ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÅÄÉÎÏÅ ÃÅÌÏÅ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ¸, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ.

œÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ: ÎÅÌØÚÑ ÌÉ ÐÒÉÄÁÔØ ÜÔÏÍÕ ÏÂÏÒÏÔÕ ÂÕËŒÁÌØÎÙÊ ÓÍÙÓÌ. éÍÅÎÎÏ, ŒÙÂÅÒÅÍ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÍÅÒÕ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ �, ÓËÁÖÅÍ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÕÀ. èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ŒÙÄÅÌÉÔØ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ � ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÐÒÉÞčÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ¸ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÑ ÂÙÌÉ ÂÙ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ:

• ŒÓÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ¸;

• ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ¸, ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÅÒÕ 1 ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØ ÔÅ É ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒ- ÖÁÔ ŒÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ ŒÓÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. åÝč ÏÄÎÁ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ: ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏÍ ÍÅÒÙ 1, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÎÕÌÅŒÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ.

ôÅÐÅÒØ ÕÖÅ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÐÌÁÎ ÎÅŒÙÐÏÌÎÉÍ: ËÁÖÄÁÑ ÔÏÞËÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ � ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ. œÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÏÄÎÏ- ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÏËÒÙŒÁÅÔ ŒÓč ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ.

œ 1965 ÇÏÄÕ ÕÞÅÎÉË ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÁ ÛŒÅÄÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉË ðÅÒ íÁÒÔÉÎ-ìčÆ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌ, ÞÔÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÐÁÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÅ ŒÓÅ ÎÕÌÅŒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, Á ÔÏÌØËÏ ĂÜÆÆÅË- ÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÅĄ. óÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ, É ÐÏÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ¸ ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÌÕ- ÞÁÊÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ. œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÉÚÌÏÖÉÍ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ.

3.3. üÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ

[randomml] ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ �; ÍÅÒÕ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ �_x ÏÂÏÚÎÁÞÁ- ÅÍ p(x).

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ � ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ (ÐÏ ÄÁÎÎÏÊ ÍÅÒÅ), ÅÓÌÉ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ " > 0 ÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÍÅÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ".

üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÕÔÏÞÎÅÎÉÊ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÅ ŒÓÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ", Á ÔÏÌØËÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ (ÉÎÁÞÅ ÎÅÐÏÎÑÔÎÏ, Œ ËÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÁÔØ ÎÁ ŒÈÏÄ ÞÉÓÌÏ "). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÎÁÄÏ ÕÔÏÞÎÉÔØ, Œ ËÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ŒÙÄÁčÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ. œÏÔ ÏÄÎÏ ÉÚ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÕÔÏÞÎÅÎÉÊ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.[effective-null-set] íÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ � ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅ- ŒÙÍ (ÐÏ ÄÁÎÎÏÊ ÍÅÒÅ), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ x ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ (ÐÅÒŒÙÊ | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ŒÔÏÒÏÊ | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ), ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ, ÐÒÉÞčÍ

1) A ⊂ �_{x(”;0)} ∪ �_{x(”;1)} ∪ �_{x(”;2)} : : :;

2) p(x("; 0)) + p(x("; 1)) + p(x("; 2)) + : : : ⩽ "

ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ " > 0. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÑ x ÂÙÌÁ ŒÓÀ- ÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ; ÅÓÌÉ x("; i) ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ (Œ ÏÂÏÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ) ÐÒÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ.

48 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÌÕ- ÞÁÅÔ ÎÁ ŒÈÏÄ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ " > 0, Á ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ (ÐÅÞÁÔÁÑ ÉÈ ÏÄÎÏ ÚÁ ÄÒÕÇÉÍ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ ÐÅÒÅÒÙŒÁÍÉ), ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏËÒÙ- ÔÉÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ Ó ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ".

49 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÅ ŒÓÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ", Á ÔÏÌØËÏ ÞÉÓÌÁ ŒÉÄÁ 2^{−k} ÐÒÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ k. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÚÎÁË ⩽ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÕÓÌÏŒÉÉ ÎÁ ÓÔÒÏÇÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

50 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ " ÆÕÎËÃÉÑ i → x("; i) ÂÙÌÁ ÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ (ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ).

51 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÎÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ. [õËÁÚÁÎÉÅ: ÉÎÔÅÒŒÁÌ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÍÅÌËÉÈ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÙ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ Œ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Á Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.]

ðÒÉŒÅÄčÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒ- ÎÏÊ ÍÅÒÙ ÎÁ �.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ. ïÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ: ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÐÏ- ËÒÙÔÉÅ ÉÚ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÍÅÒÙ ÍÅÎØÛÅ ÄÁÎÎÏÇÏ " > 0, ŒÏÚØÍčÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ 2^k < ", É ÐÏËÒÙÔÉÅ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ �_{00:::0} (Œ ÉÎÄÅËÓÅ ÓÔÏÉÔ ÓÌÏŒÏ ÉÚ k ÎÕÌÅÊ).

æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, x("; 0) = 0^k, ÇÄÅ 0^k ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ k ÎÕÌÅÊ, Á k | ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ 2^{−k} < ". úÎÁÞÅÎÉÑ x("; i) ÐÒÉ i ≠ 0 ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ.

œ ÜÔÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ŒÙÞÉÓÌÉ- ÍÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ; ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ŒÍÅÓÔÏ 0^k ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ k.

îÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÁ, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ: 52 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ∈ �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {!} ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ. [õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ ŒÙÞÉÓÌÉ- ÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ x, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ŒÔÏÒÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. éÈ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÐÅÒŒÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÀ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÐÏËÒÙÔÉÊ ÐÏ ŒÓÅÍ "). üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÕÄÅÔ (ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ) ÎÕÌÅŒÙÍ. ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÂÕÄÅÔ ÎÕÌÅŒÙÍ, É ÐÏÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ! ŒÎÅ ÜÔÏÇÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ.

(úÁÍÅÞÁÎÉÅ Œ ÓËÏÂËÁÈ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ íÁÒ- ÔÉÎ-ìčÆÁ Ï ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ (ÔÅÏÒÅÍÁ 28, Ó. 63)), ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ Œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ (É ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÕËÁÚÁÎÉÅ Ë ÚÁÄÁÞÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÔÏÔ ÖÅ ÍÅÔÏÄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ). íÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {!} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ĂÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁĄ.)

ìÅÇËÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ É ÎÅŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {!} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ. œÏÚØÍčÍ ÌÀÂÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! = 0?0?0?0 : : : (ÎÕÌÉ ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ ÃÉÆÒÁÍÉ). ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {!} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅË- ÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÏËÒÙÔÉÅ Ó ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÍÅÒÏÊ 2^{−n}, ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ŒÓÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ 2n, Œ ËÏÔÏÒÙÈ n ÎÕÌÅÊ ÞÅÒÅÄÕÅÔÓÑ Ó n ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ ÃÉÆÒÁÍÉ (ËÁË Œ !). ôÁËÉÈ ÓÌÏŒ 2^n, Á ÍÅÒÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ 2^{−2n}, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÍÅÒÁ ÒÁŒÎÁ 2^{−n}.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ ÞčÔÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ ÎÕÌÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ É ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ.

œÏÚŒÒÁÝÁÑÓØ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ Œ ÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ x ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÀ (2) (ÐÒÏ ÓÕÍÍÕ ÍÅÒ). îÁÐÏ- ÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ (1) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØ- ÎÏÍ " > 0 ÌÅÖÉÔ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ

�_{x(”;0)} ∪ �_{x(”;1)} ∪ �_{x(”;2)} : : :

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÒÒÅËÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ x ĂÏÂÓÌÕÖÉŒÁÅÔĄ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÌÅÖÁÝÉÅ ŒÎÕÔÒÉ ⋂ ”¿0 (�_{x(”;0)} ∪ �_{x(”;1)} ∪ �_{x(”;2)} : : :) = ⋂ ”¿0 ⋃ i �_{x(”;i)}:

íÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÊ (ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ) ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ x ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ), É ÞÔÏ ÜÆ- ÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (ÄÌÑ ŒÓÅÈ ËÏÒÒÅËÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ), Á ÔÁËÖÅ ŒÓÅ ÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ | É ÜÔÉÍ ÉÓÞÅÒÐÙŒÁÀÔÓÑ ŒÓÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ, ÄÁÄÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ �.

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ¸ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ŒÙÞÉÓÌÑ- ÀÝÉÊ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë ¸ Ó ÌÀÂÏÊ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ " > 0. ôÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ¸ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄčÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ " → a("), ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÎÁ ŒÓÅÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÃÉ- ÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ É ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ

|¸ − a(")| < "

ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ " > 0.

53 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÄÁŒÁÅÍÙÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ĂÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑÍÉ Ó ÎÅÄÏÓÔÁÔËÏÍĄ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏÂÙ a(") <¸ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ". [õËÁÚÁÎÉÅ: ÐÏÔÅÒÑŒ ŒÄŒÏÅ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÌÀÂÏÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÐÒÅŒÒÁÔÉÔØ Œ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ó ÎÅÄÏÓÔÁÔËÏÍ (ÉÌÉ Ó ÉÚÂÙÔËÏÍ).]

54 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ, ÒÁÚÎÏÓÔØ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ É ÞÁÓÔÎÏÅ ÄŒÕÈ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙ.

55 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ e (ÏÓÎÏŒÁÎÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏŒ) É ı ŒÙÞÉÓÌÉÍÙ.

56 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ (ËÏÒÅÎØ, ÓÉÎÕÓ, ÌÏÇÁÒÉÆÍ, ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ É Ô. Ä.) ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÔÏÞËÁÈ ŒÙÞÉÓÌÉ- ÍÙ. (ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÏÓÎÏŒÁÎÉÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏŒ É ÐÏËÁÚÁÔÅÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏ.)

íÅÒÁ — ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ � ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÍÅÒÙ ŒÓÅÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë —(�_x) ÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÐÏ x. âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ:

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. íÅÒÁ — ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ � ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÙ- ÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ⟨x; "⟩ → a(x; "), ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ x É ŒÓÅÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ", ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ

|—(�_x) − a(x; ")| < "

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ x É ".

œÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÒÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÎÏ ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ ÏÎÏ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ — (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ).

Theorem 28. [randomml-main-theorem] ðÕÓÔØ — | ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ �. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ — ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

ðÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ: ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÈ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÎÎÏÊ ŒÙ- ÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÙ) ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ.

◁ ëÁË ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ËÁÖÄÏÊ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ x ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅ- ŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, É ÌÀÂÏÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÎÉÈ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ.

ðÒÏÂÌÅÍÁ ÌÉÛØ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ŒÓÅ ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÞčÔÎÏÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ÎÕÌÅŒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

ðÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÉÞÉÎÁÍ ÎÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÆÕÎË- ÃÉÉ. éÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ x ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ŒÓÑËÁÑ ËÏÎÅÞ- ÎÁÑ ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ

p(x("; 0)) + p(x("; 1)) + p(x("; 2)) + : : :

ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ". (îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ p(x) = —(�_x).) üÔÏ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ (ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÓÕÍÍÙ ÒÑÄÁ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ", ÔÏ ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ", ÎÏ ÎÅ ÎÁÏÂÏÒÏÔ). îÏ ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÔÁË ËÁË ÔÁÍ ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ", ÓËÁÖÅÍ, ÎÁ "=2.

œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÇÏŒÏÒÑ Ï ËÏÒÒÅËÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÑÈ (ÏÎÉ ÐÏÎÁÄÏÂÑÔÓÑ ÎÁÍ ÔÏÌØËÏ Œ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ), ÍÙ ÉÍÅÅÍ Œ ŒÉÄÕ ÜÔÏ ÕÓÉÌÅÎÎÏÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ.

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÌÅÍÍÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ŒÓÅ ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ x.

ìÅÍÍÁ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ (ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ) ÆÕÎËÃÉÑ ÔÒčÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ

⟨q; "; i⟩ → X(q; "; i)

(q É i | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, " | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ), ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉ ÌÀ- ÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ q ÄÁčÔ ËÏÒÒÅËÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ X_q ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ É ŒÓÅ ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ (ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ) ÆÕÎËÃÉÉ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. òÁÓÐÏÌÏÖÉÍ ŒÓÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ (ËÏÒÒÅËÔÎÙÈ É ÎÅËÏÒÒÅËÔÎÙÈ) Œ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, É ĂÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ ÎÏÍÅÒ qĄ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ q-Ê ÞÌÅÎ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

íÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ X(q; "; i) ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÏÍÅÒ q Ë ŒÈÏÄÁÍ "; i, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ; ÅÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ X(q; "; i) ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ. õÓÌÏŒÉÑ ÇÁÒÁÎÔÉ- ÒÕÀÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ X_q ÒÅÇÕÌÑÒÎÙ É ÞÔÏ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÓÔÁÌÉÓØ ÎÅÔÒÏÎÕÔÙÍÉ.

þÔÏÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ X(q; "; i), ÍÙ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÚÁÐÕÓËÁÅÍ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÎÏÍÅÒ q ÎÁ ŒÓÅÈ ÐÁÒÁÈ

("; 0); ("; 1); : : : ;

ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÅÌÁÑ ÏÄÉÎ ÛÁÇ ÐÅÒŒÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÐÏÔÏÍ ÄŒÁ ÛÁÇÁ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ É Ô. Ä. ëÁË ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ É ŒÙÄÁčÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ, ÍÙ ÐÒÉÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÍ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ É ÎÁÞÉÎÁÅÍ ÐÒÏŒÅÒËÕ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ. ðÒÏ- ŒÅÒËÁ ÜÔÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒ z ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ ŒÓč Ó ÂÏÌØÛÅÊ É ÂÏÌØÛÅÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ p(z), ÐÏËÁ ÎÅ ÕÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÅÎØÛÅ ", | ÔÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÔÅËÕÝÉÈ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ ÍÅÎØÛÅ " ÎÁ ŒÅÌÉÞÉÎÕ, ÍÅÎØÛÕÀ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ Ë p(z). úÄÅÓØ ŒÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ — ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÞÉÓÌÑÔØ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë p(z) Ó ÌÀÂÏÊ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ z.

œÏÚÍÏÖÎÏ, ÜÔÁ ÐÒÏŒÅÒËÁ ÎÉËÏÇÄÁ É ÎÅ ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ (ÔÁËÏÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÍÅÒ ÕÖÅ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ "), É ÍÙ ÔÁË É ÎÅ ĂŒÅÒÎčÍÓÑ ÉÚ ÐÒÅÒÙŒÁÎÉÑĄ.

ôÅÐÅÒØ X(q; "; i) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÏÍÅÒ q Ë ŒÈÏÄÕ ("; i), ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ ÐÏÌÕÞÅÎ É ÐÒÏÛčÌ ÐÒÏŒÅÒËÕ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ Œ ÈÏÄÅ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ ÐÒÏÃÅÓÓÁ.

åÓÌÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÎÏÍÅÒ q ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ ËÏÒÒÅËÔÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÔÏ ŒÓÅ ÔÅ- ÓÔÙ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÕÓÐÅÛÎÏ ÚÁŒÅÒÛÁÔÓÑ É X_q ÂÕÄÅÔ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÕ- ÞÁÑÈ ÆÕÎËÃÉÑ X_q ÏËÁÖÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ: ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ " ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÎÏÍÅÒ q (ÐÒÉÍÅÎčÎÎÁÑ Ë ÜÔÏÍÕ " É ËÏ ŒÓÅÍ i = 0; 1; 2; : : :) ÄÁčÔ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ Ó ÓÌÉÛ- ËÏÍ ÂÏÌØÛÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÍÅÒ, ÔÏ ŒÓÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ÂÕ- ÄÕÔ ÚÁÂÌÏËÉÒÏŒÁÎÙ, Á ÐÒÏÐÕÝÅÎÎÙÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÓÕÍÍÕ ÍÅÒ ÍÅÎØÛÅ ". ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

57 ïÂSSÑÓÎÉÔÅ, ÐÏÞÅÍÕ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÌÏÓØ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ: ÇÄÅ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÉ ÓÔÁÒÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ? [õËÁÚÁÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÒÑÄ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÞÌÅÎÏŒ, ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÙÈ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÁ ", ÍÙ ÜÔÏÇÏ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÕÚÎÁÅÍ.]

ðÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ. ðÕÓÔØ X | ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ ÌÅÍÍÙ. ðÒÉ ËÁÖÄÏÍ q = 0; 1; 2; : : : ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Z_q, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÅÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ X_q. íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ Z_q; ÏÓÔÁčÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ Z_0 ∪ Z_1 ∪ : : : ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ.

üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÓÈÅÍÅ, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÞčÔÎÏÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ÎÕÌÅŒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. éÍÅÎÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÍÅÒÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ " ÄÌÑ ∪_qZ_q, ÍÙ ÏÂSSÅÄÉÎÉÍ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÒÁÚÍÅÒÁ ("=2) ÄÌÑ Z_0, ÐÏËÒÙÔÉÅ ÒÁÚÍÅÒÁ ("=4) ÄÌÑ Z_1, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ x("; i), ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÕÀ ÔÁË:

x("; [q; k]) = X(q; "=2^{q+1}; k);

ÇÄÅ [q; k] ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÏÍÅÒ ÐÁÒÙ q; k ÐÒÉ ËÁËÏÍ-ÔÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÉ ÐÁÒ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ. (üÔÏ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍ, ÎÏ Œ ÏÓÔÁÌØÎÏÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ.) ▷ ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÍÅÒÁ — ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ �.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ —, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÊ ÍÅÒÙ.

ðÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ: ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔÓÑ ÎÉ Œ ËÁËÏÍ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ.

åÝč ÏÄÎÁ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ: ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {!} ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ.

ïÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ Ï ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ. ðÏÎÑÔÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ ÆÏÒÍÁÌÉÚÕÅÔ ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÕÀ ÉÄÅÀ ĂÔÉÐÉÞÅÓËÏÊĄ (ÉÌÉ ĂÔÉÐÉÞÎÏÊĄ) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÉÐÉÞÎÁ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÉËÁËÉÍÉ ÏÓÏÂÅÎ- ÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ (Œ ÃÅÌÏÍ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÅÈÁÒÁËÔÅÒÎÙÍÉ). ðÏÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÓÌÏŒÏ ĂÔÉÐÉÞÎÙÊĄ Œ ÖÁÒÇÏÎÎÏÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ ĂïÎÅÇÉÎ | ÔÉÐÉÞÎÙÊ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉ- ÔÅÌØ ÌÉÛÎÉÈ ÌÀÄÅÊĄ (ÉÌÉ, ÅÓÌÉ ŒÚÑÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÏŒÒÅÍÅÎÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ, ĂœÏŒÁ | ÔÉÐÉÞÎÙÊ ÌÏÈĄ). ĂïÓÏÂÅÎÎÏÅĄ ÓŒÏÊÓÔŒÏ | ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÙÍ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÌÉÛØ ÐÒÅÎÅÂÒÅÖÉÍÏ ÍÁÌÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ. óËÁÖÅÍ, ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ĂÎÁÞÉÎÁÔØÓÑ Ó ÎÕÌÑĄ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÓÏÂÅÎÎÙÍ, ÔÁË ËÁË ÉÍ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. á ÓŒÏÊÓÔŒÏ ĂËÁ- ÖÄÙÊ ŒÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀĄ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÓÏÂÅÎÎÙÍ.

üÔÁ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÉÄÅÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ Œ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ: ÏÓÏÂÅÎÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ, É ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÔÉÐÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ÓÔÁÎÏŒÑÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÎÉËÁËÏÍÕ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ.

âÙÌÏ ÂÙ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÔÅÒÍÉÎ ĂÔÉÐÉÞÅÓËÉÅĄ, ÏÓÔÁŒÉŒ ÓÌÏŒÏ ĂÓÌÕÞÁÊÎÙÅĄ ÄÌÑ ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÕÔÏÞÎÅ- ÎÉÑ (ÏÄÎÉÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÉÐÉÞÎÏÓÔØ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ). ïÄÎÁËÏ ÐÏÐÙÔËÉ ŒŒÅÓÔÉ ÎÏŒÕÀ, ÂÏÌÅÅ ÐÒÁŒÉÌØÎÕÀ, ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ ÞÁÓÔÏ ÐÒÉŒÏÄÑÔ ÌÉÛØ Ë ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÀ ÐÕÔÁÎÉÃÙ (ÜÔÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÁŒÔÏÒÙ ÓÁÍÏËÒÉÔÉÞÎÏ ÏÔÎÏÓÑÔ É Ë ÓŒÏÉÍ ÐÏÐÙÔËÁÍ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ). ôÅÍ ÂÏ- ÌÅÅ ÞÔÏ ÐÕÔÁÎÉÃÁ É ÔÁË ŒÅÌÉËÁ, É Œ ÒÁÚÎÙÈ ÔÅËÓÔÁÈ ÓÌÏŒÁ ĂÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØĄ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÊ ÓÍÙÓÌ.

œ ÜÔÏÊ ËÎÉÇÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ ĂÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕĄ (Ăíì-ÓÌÕÞÁÊÎÁÑĄ, ÉÌÉ ĂÔÉÐÉÞÅÓËÁÑĄ) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÏÓÔÁŒÉŒ ÓÌÏŒÏ ĂÓÌÕÞÁÊÎÁÑĄ (ÂÅÚ ÕÔÏÞÎÅÎÉÊ) ÄÌÑ ÉÎÔÕÉ- ÔÉŒÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÑ Ï ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ŒÓÀ ÅÇÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏÓÔØ, ÐÏÌÅÚÎÏ ÏÓÏÚÎÁÔØ (É ÐÒÏ- ÞÕŒÓÔŒÏŒÁÔØ ÅÇÏ ÐÁÒÁÄÏËÓÁÌØÎÏÓÔØ):

Theorem 29. [randomml-null-criterion] íÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ � ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕ- ÌÅŒÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ (ĂÎÅ- ÔÉÐÉÞÎÙĄ).

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÅÔÉÐÉÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ (ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ) ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÉÐÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÍÅ- ÅÔ ÍÅÒÕ 1.

◁ œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅÔÉÐÉÞÎÙ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÀ; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÎÅÔÉÐÉÞÎÙ, ÔÏ A ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ É ÐÏÔÏÍÕ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ. ▷ ðÁÒÁÄÏËÓ ÚÄÅÓØ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ĂÂÙÔØ ÎÕÌÅŒÙÍĄ ÓËÏÒÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Õ ÎÅÇÏ ĂÍÁÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒĄ, ÞÅÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔ ÐÒÉÒÏÄÕ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. œÓÑËÁÑ ÔÏÞËÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ (ÉÌÉ ŒÓÑËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Œ �) ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÎÕÌÅŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ËÁËÏÊ ÂÙ ÏÎÁ ÎÉ ÂÙÌÁ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ĂÂÙÔØ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍĄ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ | ÚÁÐÒÅÝÁÅÔÓÑ ŒËÌÀÞÁÔØ Œ ÎÅÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. á ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÙÈ (ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ) ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÏÖÎÏ ŒËÌÀÞÁÔØ ÓËÏÌØËÏ ÕÇÏÄÎÏ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÜÆÆÅË- ÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÅ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ). ïÔÓÀÄÁ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

Theorem 30. [computable-not-random] íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ � ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒ- ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ.

ìÀÂÏÐÙÔÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÜÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ ÅÝč ÄÏ íÁÒÔÉÎ-ìč- ÆÁ, ÐÒÉ ÉÚÕÞÅÎÉÉ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏÇÏ ŒÁÒÉÁÎÔÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ (ĂÐÒÉÍÅÒ úÁÓÌÁŒÓËÏ- ÇÏĄ [84]). ôÁÍ ÒÅÞØ ÛÌÁ Ï ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, Á ÎÅ Ï ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ.

œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, íì-ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ. á ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ ÐÒÉŒÅÄčÍ ÌÀÂÏÐÙÔÎÙÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ íì-ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÊ ÓÏ ÓÓÙÌËÏÊ ÎÁ óÏÌÏŒÅÑ (R. Solovay) Œ [7].

Theorem 31. [solovay-criterion] ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÎÅ íì-ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÐÏ ŒÙÞÉÓÌÉ- ÍÏÊ ÍÅÒÅ — ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÎ- ÔÅÒŒÁÌÏŒ Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÍÅÒ, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÁÑ ÜÔÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÏŒ x_0; x_1; x_2; : : :, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ∑ i —(�_{xi} ) < ∞

É ! ∈ �_{xi} ÐÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ i.

◁ åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÎÅ íì-ÓÌÕÞÁÊÎÁ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {!} ÉÍÅÅÔ ÐÏËÒÙÔÉÑ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÍÅÒ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ " ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ". óÏÅÄÉÎÉÍ ÔÁËÉÅ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÄÌÑ " = 1; 1=2; 1=4; 1=8; : : : óÏÅÄÉÎčÎÎÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÉÍÅÅÔ ÓÕÍÍÕ ÍÅÒ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2 É ÐÏËÒÙŒÁÅÔ ! ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ (ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÕÒÏŒÎÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÐÏ ÒÁÚÕ).

îÁÐÒÏÔÉŒ, ÐÕÓÔØ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÔÏÞËÉ ! ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍ x_0; x_1; x_2; : : :, É ÓÕÍÍÁ ÍÅÒ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÇÒÁÎÉÃÙ c, ËÏÔÏÒÕÀ ÕÄÏÂÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. þÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÔÏÞËÉ ! Ó ÓÕÍ- ÍÏÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ", ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ÔÏÞÅË ÉÚ �, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏËÒÙÔÙ ÎÅ ÍÅÎÅÅ N ÒÁÚ, ÇÄÅ ÃÅÌÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ N ŒÙÂÒÁÎÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ c=N ÂÙÌÏ ÍÅÎØÛÅ ". ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, É ÜÔÉ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ, ÚÎÁÑ N É ÇÌÑÄÑ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_0; x_1; x_2; : : :. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {!} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ, Á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ! | ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ. ▷ úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ĂËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÉÚÁÃÉÅÊĄ ÌÅÍÍÙ âÏÒÅÌÑ { ëÁÎÔÅÌÌÉ (ÅÓ- ÌÉ ÓÕÍÍÁ ÍÅÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A_0; A_1; : : : ËÏÎÅÞÎÁ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÞÅË, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÏ ÍÎÏÇÉÍ ÉÚ A_i, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ), É ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÒÕË- ÔÉŒÉÚÁÃÉÅÊ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ âÏÒÅÌÑ { ëÁÎÔÅÌÌÉ. ïÄÎÁËÏ ÔÕÔ ÎÕÖÎÁ ÏÓÔÏÒÏÖÎÏÓÔØ: ÄÌÑ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÉÚÁÃÉÉ ÇÏÄÉÔÓÑ ÎÅ ŒÓÑËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÂÙÞÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ (ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÚÎÁÞÉÔ, ÈŒÏÓÔÙ ÅÇÏ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ É ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÅ ÎÁÓ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ) ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ, ÔÁË ËÁË ÍÙ ÎÅ ÕÍÅÅÍ ÐÏ " ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÈŒÏÓÔ, ÍÅÎØÛÉÊ ".

3.4. óŒÏÊÓÔŒÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ

[randomun] õÓÉÌÅÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÔÁËÖÅ ÄÁčÔ ÐÒÉÍÅÒ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ).

Theorem 32. [randomml-lln] íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ, ÄÌÑ ËÏÔÏ- ÒÙÈ 1=2 ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÁÓÔÏÔ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ.

◁ äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ " > 0 ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÏÔÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ 1=2 + " (ÉÌÉ ÍÅÎØÛÅ 1=2 − "), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÃÅÎËÁ ÍÅÒÙ, ÐÒÉŒÅÄčÎÎÁÑ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÚÁËÏÎÁ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ (ÔÅÏÒÅÍÁ 27, Ó. 57), ÂÙÌÁ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÊ: ÐÏËÒÙÔÉÅ ÓÏÓÔÏÑÌÏ ÉÚ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÙÈ ÓÌÏŒ Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅÍ ÞÁÓÔÏÔÙ, Á ÅÇÏ ÍÅÒÁ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÏÃÅÎÉŒÁÌÁÓØ ÓŒÅÒÈÕ ÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ Œ ÓÕÍÍÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ. ▷ ðÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ËÁË ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÉÎÄÉŒÉÄÕÁÌØÎÙÈ íì-ÓÌÕÞÁÊ- ÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ:

Theorem 33. [random-lln-effective] ðÕÓÔØ ! = !_0!_1 : : : | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒ- ÔÉÎ-ìčÆÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ. ôÏÇÄÁ

lim_{n→∞}

!_0 + !_1 + : : : + !_{n−1} n = 1 2 : áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ É ÄÌÑ ÎÅÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÈ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅŒÙÈ ÍÅÒ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ p; q, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ p + q = 1, ÐÒÉÞčÍ p É q ŒÙÞÉÓÌÉÍÙ. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅŒÕ ÍÅÒÕ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ q; p (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ- ÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÕÓÐÅÈÁ p, ÓÍ. Ó. 56). ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÍÅÒÁ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙ p É q).

Theorem 34. ìÀÂÁÑ íì-ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅŒÏÊ ÍÅÒÙ Ó ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ ÐÁ- ÒÁÍÅÔÒÁÍÉ q; p ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔ, ÒÁŒÎÙÊ p.

◁ œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÃÅÎËÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Ó ÂÏÌØÛÉÍÉ ÕËÌÏÎÅÎÉÑÍÉ ÞÁÓÔÏÔ ÏÔ p (ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÍÁÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÍÅÒÙ Ó ÄÒÕÇÏÊ ÍÅÒÏÊ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ p ÓÄŒÉÎÕ- ÔÏ, ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 47, Ó. 59), ÄÁčÔ ÑŒÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ É ÐÏËÒÙÔÉÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ▷

åÝč ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓŒÏÊÓÔŒ ÔÉÐÉÞÎÏÓÔÉ (íì-ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ) ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ:

Theorem 35. ðÕÓÔØ ! | ÔÉÐÉÞÅÓËÁÑ ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ôÏÇÄÁ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÉÚ ! ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ, ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ ÉÌÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÞÌÅÎÏŒ, ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÉÐÉÞÅÓËÏÊ.

◁ äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÏÐÉÓÙŒÁÎÉÅ Œ ÎÁÞÁÌÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ ÉÌÉ ÅÄÉ- ÎÉÃÙ, Á ÔÁËÖÅ ÕÄÁÌÅÎÉÅ ÐÅÒŒÏÇÏ Åč ÞÌÅÎÁ ÎÅ ÓËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÉÐÉÞÎÏÓÔÉ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÎÅÔÉÐÉÞÎÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ: ÐÏ ŒÓÑËÏÍÕ " ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÍÅÒ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ". ðÒÉÐÉÛÅÍ Ë ÓÌÏŒÁÍ, ÚÁÄÁÀÝÉÍ ÜÔÉ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ, ÎÕÌØ Œ ÎÁÞÁÌÅ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ 0! ŒÄŒÏÅ ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÙ. üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ! ÎÅ ÔÉÐÉÞÎÁ, ÔÏ É 0! ÎÅ ÔÉÐÉÞÎÁ. (áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ 1!.)

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ Õ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ ÐÏËÒÙÔÉÑ, ÕÄÁÌÉÔØ ÐÅÒŒÙÊ ÂÉÔ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ŒÄŒÏÅ ÂÏÌØÛÅÊ ÍÅÒÙ, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÅÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ !^′, ÐÏÌÕÞÁÀÝÕÀÓÑ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÉÚ ! ÐÅÒŒÏÇÏ ÂÉÔÁ. úÎÁÞÉÔ, !^′ ÎÅ ÔÉÐÉÞÎÁ. ▷ 58 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÍÅÎÁ ŒÓÅÈ ÎÕÌÅÊ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÙ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÔÉÐÉÞÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ).

ôÉÐÉÞÎÏÓÔØ ÔÁËÖÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ.

59 ðÕÓÔØ n_0; n_1; n_2; : : : | ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (n_i ≠ n_j ÐÒÉ i ≠ j). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! = !_0!_1!_2 : : : ÔÉÐÉÞÎÁ, ÔÏ É Åč ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

!|n = !_{n0} !_{n1} !_{n2} : : :

ÔÉÐÉÞÎÁ. [õËÁÚÁÎÉÅ. éÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ �_x Œ ÐÏËÒÙÔÉÉ ÄÌÑ !|n ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÌÅÎÙ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ n_0; n_1; : : : ; n_{i−1} ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÂÉÔÁÍÉ ÓÌÏŒÁ x (ÚÄÅÓØ i | ÄÌÉÎÁ ÓÌÏŒÁ x), Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÂÉÔÙ ÌÀÂÙÅ. ïÂÝÁÑ ÍÅÒÁ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÒÁŒÎÁ ÍÅÒÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ �_x.]

íÙ ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÜÔÕ ÔÅÍÕ (Ï ŒÙÂÏÒÅ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ) Œ ÇÌÁŒÅ Ï ÞÁÓÔÏÔÎÏÍ ÐÏÄÈÏÄÅ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÍ ÆÏÎ íÉÚÅÓÏÍ (ÇÌÁŒÁ 9, Ó. 228).

60 ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÔÉÐÉÞÎÁ (íì-ÓÌÕÞÁÊÎÁ) ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ. òÁÚÄÅ- ÌÉÍ Åč ÎÁ ÂÌÏËÉ ÐÏ ÄŒÅ ÃÉÆÒÙ É ÚÁÍÅÎÉÍ ÂÌÏËÉ 00 ÎÁ ÎÕÌÉ, Á ÂÌÏËÉ 01, 10 É 11 | ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÙ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÉÐÉÞÎÁ ÐÏ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅŒÏÊ ÍÅÒÅ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ 1=4; 3=4. [õËÁÚÁÎÉÅ. ïÐÉÓÁÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÚÁÄÁčÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � Œ ÓÅ- ÂÑ. ðÒÏÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔËÒÙÔ, É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÍÅÒÁ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ ÒÁŒÎÁ (1=4; 3=4)-ÍÅÒÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U.]

61 (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ.) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÔÉÐÉÞÅÓËÁÑ ÐÏ (1=4; 3=4)-ÍÅÒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÔÉÐÉÞÅÓËÏÊ ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ. [õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ B ⊂ � ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B^′ ŒÓÅÈ ÔÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ !, Õ ËÏÔÏÒÙÈ F^{−1}({!}) ⊂ B (ÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ ŒÎÅ B, ÉÌÉ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÏÂÒÁÚÕ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ B). ïÂÒÁÚ ËÏÍÐÁËÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÏÍÐÁËÔÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ B^′ ÏÔËÒÙÔÏ. ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ B ÅÓÔØ

ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, ÔÏ É B^′ ÉÍÅÅÔ ÔÁËÏÊ ŒÉÄ, É ÂÅÒÎÕÌÌÉÅ- ŒÁ ÍÅÒÁ B^′ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ B. óÍ. ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (ÔÅÏÒÅÍÁ 99, Ó. 154).

éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ËÁËÏŒÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ íì-ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ (ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅ- ÒÅ) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. íÙ ÕÖÅ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ. ïÎÁ ÔÁËÖÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÈÁÒÁËÔÅ- ÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

Theorem 36. ðÕÓÔØ A | ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ôÏÇÄÁ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅ- ÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_0a_1a_2 : : :, ÇÄÅ a_i = 0 ÐÒÉ i =∈ A É a_i = 1 ÐÒÉ i ∈ A, ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ íì-ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ.

◁ ðÕÓÔØ k | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. âÕÄÅÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A, ÓÌÅÄÑ ÚÁ ÐÅÒŒÙÍÉ k ÞÌÅÎÁÍÉ ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÏ ÍÅÒÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÞÌÅÎÏŒ ÐÏÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓč ÎÏŒÙÅ É ÎÏŒÙÅ ÅÄÉÎÉÃÙ É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÓč ÎÏŒÙÅ É ÎÏŒÙÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ k-ÂÉÔÏŒÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ËÁËÏÊ-ÔÏ ÉÚ ÎÉÈ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÍ, ÎÏ Õ ÎÁÓ ÎÅÔ ÓÐÏÓÏÂÁ ÕÚÎÁÔØ ÏÂ ÜÔÏÍ). îÏ ÔÁË ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ ÜÔÉÈ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k + 1 ÛÔÕË (ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉÃ ÍÏÖÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ ÏÔ 0 ÄÏ k). é ÅÓÌÉ ÍÙ ŒÓÅ ÜÔÉ ÓÌÏŒÁ ŒËÌÀÞÉÍ Œ ÐÏËÒÙÔÉÅ, ÔÏ ÏÂÝÁÑ ÍÅÒÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ (k + 1)=2^k É ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÄÅÌÁÎÁ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÁË ÒÁÚ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏËÒÙÔÉÑ, ÎÅ ÕËÁÚÙŒÁÑ ÍÏÍÅÎÔÁ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ.) ▷

œÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ŒÏÏÂÝÅ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ ÕËÁÚÁÔØ ËÏÎËÒÅÔÎÕÀ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÊ ÄÌÑ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ, ÚÎÁËÏÍÙÈ Ó ÎÁÞÁÌÁÍÉ ÔÅÏÒÉÉ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ [77]), ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Œ ËÌÁÓÓÅ �_2 ∩�_2 ÁÒÉÆ- ÍÅÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÅÒÁÒÈÉÉ (ÄÒÕÇÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ | ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ 0^′ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ).

Theorem 37. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ 0^′ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, íì-ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ.

◁ äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÌÏŒ x_0; x_1; : : :, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ∑ 2^{−l(xi)} < 1=2, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ 0^′ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏŒ x_i ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ. (íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÐÏËÒÙÔÉÅ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÍÅÒ ÍÅÎØÛÅ 1=2, É ŒÓÑËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÎÅ ÜÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÂÕÄÅÔ íì-ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ.)

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ �_{xi} ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÐÏÌÏŒÉÎÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ � (ËÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ ÎÁ ÎÕÌØ, Á ËÁËÉÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ).

œ ÓÕÍÍÅ ÍÅÒÁ ÔÅÈ É ÄÒÕÇÉÈ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1=2, ÚÎÁÞÉÔ, ÍÅÒÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, ÐÒÉÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÎÁ ÏÄÎÕ ÉÚ ÐÏÌÏŒÉÎ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=4. ðÒÁŒÄÁ, ÎÁÂÌÀÄÁÑ ÚÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ x_i, ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ Ó ÕŒÅÒÅÎÎÏÓÔØÀ ŒÙÂÒÁÔØ ÜÔÕ ÐÏÌÏŒÉÎÕ (ŒÄÒÕÇ ÐÏÔÏÍ ÏÂSSÑŒÉÔÓÑ ËÏÒÏÔËÏÅ ÓÌÏŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÐÁÄčÔ Œ ÜÔÕ ÐÏÌÏŒÉÎÕ).

îÏ ÅÓÌÉ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÏÒÁËÕÌ ÄÌÑ 0^′, ÔÏ Ó ÅÇÏ ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁËÏÊ ŒÙÂÏÒ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ (ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ÐÒÅŒÙÛÅÎÉÅ ÍÅÒÙ ÎÁÄ 1=4 ÅÓÔØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓÏÂÙÔÉÅ). óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÐÏÌÏ- ŒÉÎÕ ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÎÁ ÄŒÅ ÞÅÔŒÅÒÔÉ É ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, Œ ËÁËÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÍÅÒÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÐÏËÒÙÔÉÑ

ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=8. é ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ 0^′) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÎÁÄ ÌÀÂÙÍ Åč ÎÁÞÁÌÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÚÁÐÏÌÎÑÀÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ŒÓÅÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÉËÁËÏÅ ÎÁÞÁÌÏ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ŒÏÊÔÉ Œ ÐÏËÒÙÔÉÅ, ÞÔÏ ÎÁÍ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. ▷ (äÒÕÇÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 5.7 ÎÁ Ó. 146.)

ðÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÒÅÌÑÔÉŒÉÚÏŒÁÎÎÙÊ ŒÁÒÉ- ÁÎÔ ÔÁËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ:

62 [schnorr-nonuniversal] ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÏŒ x_0; x_1; x_2; : : :, ÐÒÉÞčÍ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ∑ i 2^{−l(xi)}

ÍÅÎØÛÅ 1 É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏŒ x_i ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ.

[õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ ÍÅÎØÛÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ S, ÍÅÎØÛÅÇÏ ÅÄÉÎÉ- ÃÙ. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !_0!_1!_2 : : : Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÄÏÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U = ∪�_{xi} ÓÒÅÄÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÌÏŒÁ !_0 : : : !_k ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÍÅÎÅÅ S.]

ðÏÓÌÅÄÎÑÑ ÚÁÄÁÞÁ ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÅÊ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ, ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÊ ûÎÏÒÒÏÍ [66]. á ÉÍÅÎÎÏ, Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ " > 0 ÒÑÄ ÉÚ ÍÅÒ ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ (ÓÕÍÍÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÄÏÌÖÎÁ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔØ ") ŒÙÞÉÓÌÉÍÏ ÓÈÏÄÉÌÓÑ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁ- ÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ " > 0 É ‹ > 0 ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÕËÁÚÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÌÅÎÏŒ ÒÑÄÁ ∑ i p(x("; i)), ËÏÔÏÒÙÅ ŒÓÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ É ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÔ ÓÕÍÍÕ ŒÓÅÇÏ ÒÑÄÁ Ó ÏÛÉÂËÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ‹. (ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÌÅÎÙ ÒÑÄÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ, ÜÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÓÕÍÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÐÏ ".) üÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÜÔÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ- ŒÁÔØ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍÉ ÐÏ ûÎÏÒÒÕ. (ûÎÏÒÒ ÎÁÚÙŒÁÅÔ ÉÈ total rekursive Nullmenge, ÓÍ. ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 8.1 Œ [66], Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÈ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ Õ ûÎÏÒÒÁ rekursive Nullmenge, ÓÍ. ÔÁÍ ÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4.1.)

63 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÍÅÒÁ ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÑÌÁÓØ ", ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ûÎÏÒÒÁ. (íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ŒÍÅÓÔÏ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÍÅÒÙ ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÍÅÒÅ ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ.)

úÁÄÁÞÁ 62 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÐÏ ûÎÏÒÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÅÍÕ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ. (äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ, ÈÏÔÑ ÜÔÏ É ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ.) ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÙ- ÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÅ ÐÏ ûÎÏÒÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÈ ÐÏ ûÎÏÒÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÕÌÅŒÙÈ ÐÏ ûÎÏÒÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ ÐÏ ûÎÏÒÒÕ). ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÅ ŒÈÏÄÑÝÕÀ ÎÉ Œ ÏÄÎÏ ÎÕÌÅŒÏÅ ÐÏ ûÎÏÒÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ ûÎÏÒÒÕ (ÉÌÉ ÔÉÐÉÞÅÓËÏÊ ÐÏ ûÎÏÒÒÕ).

ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÍ: ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ

ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ (É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÇÌÁŒÙ 5), ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÐÏ ûÎÏÒÒÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ.

64 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ ûÎÏÒÒÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! = !_0!_1!_2 : : :, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÒÁÓÔčÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ, ÔÏ ÅÓÔØ KS (!_0 : : : !_{n−1}) = O(log n).

[õËÁÚÁÎÉÅ. œ ÚÁÄÁÞÅ 62 ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ËÁË ÓÔÒÏÉÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÕÀ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÍÕ ÐÏ ûÎÏÒÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ. åÓÌÉ Œ ËÁËÏÊ- ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ ÍÙ ÚÁÈÏÔÉÍ ŒŒÅÓÔÉ Œ ÜÔÏÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÄÒÕÇÏÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÅ ÐÏ ûÎÏÒÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÜÔÏ ŒÐÏÌÎÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ (ÉÓ- ÈÏÄÑ ÉÚ ÉÍÅÀÝÅÇÏÓÑ ÎÁ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÚÁÐÁÓÁ). ôÁË ÍÏÖÎÏ ŒŒÏÄÉÔØ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÄÎÏ ÚÁ ÄÒÕÇÉÍ. üÔÏ ÎÅ ÄÁÓÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ ûÎÏÒÒÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ËÏÔÏÒÏÊ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÍ ÎÕÖÎÁ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÚÁÄÁÀÔ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÅ ÐÏ ûÎÏÒÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, Á ËÁËÉÅ ÎÅÔ. îÏ ÅÓÌÉ ŒŒÏÄÉÔØ ÎÏŒÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ, ËÏÇÄÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ËÕÓÏË ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÕÖÅ ÄÌÉÎÅÎ, ÔÏ ÜÔÁ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ÄÌÉÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.]

íÙ ŒÅÒÎčÍÓÑ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÐÏ ûÎÏÒÒÕ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 9.8, ÇÄÅ ÂÕÄÅÔ ÄÁÎÁ ÅÇÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ.

65 [schnorr-solovay] ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ ûÎÏÒÒÕ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÏŒ x_0; x_1; : : :, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÑÄ ∑ i p(x_i) ŒÙÞÉÓÌÉÍÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ É ÓÒÅÄÉ x_i ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÇÏ ÎÁÞÁÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! (ÁÎÁÌÏÇ ËÒÉÔÅÒÉÑ óÏÌÏŒÅÑ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÐÏ ûÎÏÒÒÕ, ÔÅÏÒÅÍÙ 31). [õËÁÚÁÎÉÅ. œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ É ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ âÏÒÅÌÑ { ëÁÎÔÅÌÌÉ.]

4. áÐÒÉÏÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ É ÐÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ

[prefix]

4.1. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ É ÐÏÌÕÍÅÒÙ ÎÁ N

[prefix-pp] òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ (ÍÁÛÉÎÕ, ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ) Ó ÄÁÔÞÉËÏÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏŒ. ôÁËÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÐÅÒÁÃÉÉ

b := random;

ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ b ÐÒÉÓŒÁÉŒÁÅÔÓÑ ÎÕÌØ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉÃÁ Ó ÒÁŒÎÙÍÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ. (œÓÔÒÅÔÉŒ ÔÁËÕÀ ËÏÍÁÎÄÕ, ÍÙ ÐÒÅÒÙŒÁÅÍ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÂÒÏÓÁÅÍ ÞÅÓÔÎÕÀ ÍÏÎÅÔÕ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÒÏÓÁÎÉÑ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÍ Œ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ b.) ôÁËÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔ- ÎÙÍÉ.

òÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÚÁŒÉÓÉÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ÅÇÏ ŒÈÏÄÁ, ÎÏ É ÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÂÒÏÓÁÎÉÊ ÍÏÎÅÔÙ (ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏŒ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ ŒÈÏÄÅ ŒÙÈÏÄ (ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ) ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÏÊ.

âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ ÉÌÉ ÉÎÏÇÏ ŒÙÈÏÄÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ A ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÅÔÓÑ ÔÁË. îÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ � ŒÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅŒÁ ÍÅÒÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ �_u ŒÓÅÈ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÙÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ u ÒÁŒÎÁ 2^{−l(u)}.

äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ŒÈÏÄÁ x É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ∈ � ÞÅÒÅÚ A(x; !) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁ- ÂÏÔÙ A ÎÁ ŒÈÏÄÅ x, ÅÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏŒ ÂÅÒÕÔÓÑ ÂÉÔÙ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! (ËÁÖÄÙÊ ŒÙÚÏŒ random ÂÅÒčÔ ÎÏŒÙÊ ÂÉÔ). úÎÁÞÅÎÉÅ A(x; !) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ x É !. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ŒÙÈÏÄÁ y ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {! | A(x; !) = y}. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏ (É ÄÁÖÅ ÏÔËÒÙÔÏ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÐÏ- ÌÏÇÉÉ Œ �); ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ �_z ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ z, ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ ÂÒÏÓÁÎÉÊ ÍÏÎÅÔÙ Ë ÍÏÍÅÎÔÕ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ŒÙÈÏÄÁ y. íÅÒÁ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ŒÙÈÏÄÁ y ÐÒÉ ŒÈÏÄÅ x.

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ ÂÅÚ ŒÈÏÄÁ, ŒÙÈÏÄÁÍÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÒÉÍÅÒ: ÍÁÛÉÎÁ ÂÒÏÓÁÅÔ ÍÏÎÅÔÕ, ÐÏËÁ ÎÅ ÐÏÑŒÉÔÓÑ ÅÄÉÎÉÃÁ, É ŒÙÄÁčÔ ÎÁ ŒÙÈÏÄ ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ ÐÅÒÅÄ ÐÅÒŒÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÒÁÓ- ÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ŒÙÈÏÄÁÈ ÔÁËÏÅ: ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ p_i ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ i ÒÁŒÎÁ 2^{−(i+1)}. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, p_0 ÅÓÔØ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÏÅ ÂÒÏÓÁÎÉÅ ÍÏÎÅÔÙ ÄÁÌÏ ÅÄÉÎÉÃÕ, p_1 | ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÏÅ ÂÒÏÓÁÎÉÅ ÄÁÌÏ ÎÕÌØ, Á ŒÔÏÒÏÅ | ÅÄÉÎÉÃÕ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

œ ÄÁÎÎÏÍ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ∑ p_i ÒÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ: ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ ÔÁË ÎÉÞÅÇÏ É ÎÅ ÎÁÐÅÞÁÔÁÅÔ (ÔÁË ÓÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ŒÓč ŒÒÅÍÑ ÂÕÄÕÔ ŒÙÐÁÄÁÔØ ÎÕÌÉ) ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. îÏ ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ.

éÔÁË, ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÅ ÂÅÚ ŒÈÏÄÁ, ŒÙÄÁÀÝÅÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ŒÙÈÏ- ÄÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ p_0; p_1; : : :, ÇÄÅ p_i ÅÓÔØ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ i. ëÁËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ p_0; p_1; : : : ÍÏÇÕÔ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ? ïÄÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ∑ p_i ⩽ 1. îÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÙÍ: ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÍÁÛÉÎ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ p_0; p_1; : : : | ËÏÎÔÉÎÕÕÍ.

îÁÞÎčÍ Ó ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ŒÏÐÒÏÓÁ: ËÁËÏŒÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ ŒÅÒÏÑÔ- ÎÏÓÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ (ÂÅÚ ŒÈÏÄÁ)? þÔÏÂÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÏÔŒÅÔ, ŒŒÅÄčÍ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÓÎÉÚÕ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ¸ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ ÓÎÉÚÕ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ ŒÙÞÉ- ÓÌÉÍÏÊ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

66 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ¸ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏ (ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ " > 0 ÕËÁÚÙŒÁÅÔ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ë ¸ Ó ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅ "), ÔÏ ¸ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ ÓÎÉÚÕ. [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ ÓÎÉÚÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÄÅÌÁÔØ Œ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ.]

67 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ¸ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÂÁ ÞÉÓÌÁ ¸ É −¸ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙ ÓÎÉÚÕ.

œÏÔ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÓÎÉÚÕ: ÞÉÓÌÏ ¸ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ ÓÎÉÚÕ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÎØÛÉÈ ¸, ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ¸ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ a_0 ⩽ a_1 ⩽ a_2 ⩽ : : :, ÔÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÑ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ, ÍÅÎØÛÉÅ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÉÚ a_i, ÍÙ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ, ÍÅÎØÛÉÅ ¸. îÁÐÒÏÔÉŒ, ÕÍÅÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ŒÓÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÍÅÎØÛÉÅ ¸, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ ÉÚ ÎÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. úÁÔÅÍ ÜÔÕ ÐÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÅÊ, ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÑ ÉÚ ÎÅč ÞÌÅÎÙ, ÍÅÎØÛÉÅ ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁŒÛÉÈÓÑ.

ðÏÎÑÔÉÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÓÎÉÚÕ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÄÁčÔ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÎÁÍÉ ŒÏÐÒÏÓ:

Theorem 38. [enumerable-machines] (Á) ðÕÓÔØ M | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁÛÉ- ÎÁ (ÂÅÚ ŒÈÏÄÁ). ôÏÇÄÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ Åč ÏÓÔÁÎÏŒËÉ ÅÓÔØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓÎÉÚÕ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

(Â) œÓÑËÏÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓÎÉÚÕ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÅÓÔØ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ.

◁ (Á) œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ p_n ÏÓÔÁÎÏŒËÉ ÍÁÛÉÎÙ Œ ÔÅÞÅÎÉÅ n (ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ) ÛÁÇÏŒ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ: ÚÁ n ÛÁÇÏŒ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÂÒÏÓÁÎÉÊ ÍÏÎÅÔÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÙÊ ÉÓÈÏÄ ÉÍÅÅÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ËÒÁÔÎÕÀ 1=2^n, É ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ ÔÁËÖÅ ËÒÁÔÎÁ 1=2^n.

þÉÓÌÏ p_n ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÍÏÄÅÌÉÒÕÑ ÒÁÂÏÔÕ ÍÁÛÉÎÙ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ŒÁÒÉÁÎÔÁÈ ÂÒÏÓÁÎÉÊ. ó ÒÏÓÔÏÍ n ÏÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ (ÔÏÞÎÅÅ, ÎÅ ÕÂÙŒÁÅÔ) É ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ ÍÁÛÉÎÙ (ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ ÛÁÇÏŒ).

(Â) ðÕÓÔØ q | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓÎÉÚÕ ÞÉÓÌÏ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ q = lim q_n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

q_0 ⩽ q_1 ⩽ q_2 ⩽ : : :

ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÍÁÛÉÎÕ, ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÎÁ q. íÁÛÉ- ÎÁ ÂÒÏÓÁÅÔ ÍÏÎÅÔÕ É ŒÏÓÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÂÉÔÙ b_0; b_1; b_2; : : : ËÁË ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁËÉ ÄŒÏÉÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ˛ = 0;b_0b_1b_2 : : : . ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÏÎÁ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉ- ÓÌÁ q_0; q_1; q_2; : : : É ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÉÍÅÀÝÅÊÓÑ Õ ÎÅč ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ˛ < q. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÏÎÁ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ, ËÁË ÔÏÌØËÏ òÉÓ. 9. óÒÁŒÎÅÎÉÅ ˛ = 0;b_0b_1 : : : É q = lim q_i.

[prefixpp.1]

0;b_0b_1 : : : b_i111 : : : (ÔÅËÕÝÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ˛) ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ q_i (ÔÅËÕÝÅÊ ÎÉÖÎÅÊ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ q). óÉÍŒÏÌÉÞÅÓËÉ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÉÚÏÂÒÁÖčÎ ÎÁ ÒÉÓ. 9.

ðÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ˛ < q. õÂÅÄÉÍÓÑ Œ ÜÔÏÍ. åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ˛ ÍÅÎØÛÅ q, ÔÏ ÍÁÛÉÎÁ ÏÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÞÉÓÌÁ q_i ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë q, Á ŒÅÒÈÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ˛ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ˛, É ÐÏÔÏÍÕ Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ q_i ÐÒÅŒÙÓÉÔ ÔÅËÕÝÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Œ ÓÌÕÞÁÅ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ ˛ < q ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ ÅÓÔØ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ ˛ < q, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÉ- ÎÁ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ [0; q), ÔÏ ÅÓÔØ q (ÞÉÓÌÏ ˛, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÅ ÉÚ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏŒ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1]). ▷

œÅÒÎčÍÓÑ Ë ŒÏÐÒÏÓÕ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ŒÙÈÏÄÁÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ. îÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ p_0; p_1; p_2; : : : ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÙ- ÞÉÓÌÉÍÁÑ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ p ÄŒÕÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ (ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ −∞), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ

p(i; 0) ⩽ p(i; 1) ⩽ p(i; 2) ⩽ : : : É p_i = lim_{n→∞} p(i; n)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i.

íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÙ ÔÒÅÂÕÅÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÓÎÉÚÕ ÞÉÓÅÌ p_i ĂÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ iĄ. íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÓÎÉÚÕ É ÐÏ-ÄÒÕÇÏÍÕ, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ:

Theorem 39. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ p_0; p_1; p_2 : : : ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ⟨r; i⟩, ÇÄÅ i | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á r | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ p_i, ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ.

◁ ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁÍÉ; ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÖÅÔ ÎÉ- ËÏÇÄÁ ÎÅ ÚÁŒÅÒÛÁÔØ ÒÁÂÏÔÕ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÏ).

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ p_0; p_1; p_2; : : : ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ É p_i = lim_n p(i; n). áÌÇÏÒÉÔÍ ÐÅÒÅÂÉÒÁÅÔ ŒÓÅ ÐÁÒÙ ⟨r; i⟩, ŒÏÚŒÒÁÝÁÑÓØ Ë ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ

ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ. ðÒÉ n-Í ÏÂÒÁÝÅÎÉÉ Ë ÐÁÒÅ ⟨r; i⟩ ÍÙ ÓÒÁŒÎÉŒÁÅÍ r c p(i; n); ÅÓÌÉ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ r < p(i; n), ÔÏ ÐÁÒÁ ⟨r; i⟩ ŒËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ŒÓÅ ÎÕÖÎÙÅ ÐÁÒÙ É ÔÏÌØËÏ ÉÈ (r < lim_n p(i; n) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ r < p(i; n) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ n).

îÁÐÒÏÔÉŒ, ÐÕÓÔØ ÓŒÏÊÓÔŒÏ r < p_i ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. œÏÚØÍčÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÔÁËÉÅ ÐÁÒÙ. þÔÏÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ p(i; n), ÓÄÅÌÁÅÍ n ÛÁÇÏŒ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ; ÏÔÂÅÒčÍ ŒÓÅ ÐÁÒÙ ⟨r; i⟩ Ó ÄÁÎÎÙÍ i É ŒÏÚØÍčÍ Œ ÎÉÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ r. ðÏÌÏÖÉÍ p(i; n) ÒÁŒÎÙÍ ÜÔÏÍÕ r (ÅÓÌÉ ÐÁÒ Ó ÎÕÖÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ i ÎÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÔÏ p(i; n) = −∞). ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ Ó ÒÏÓÔÏÍ n ÐÁÒ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ É ÚÎÁÞÅÎÉÅ p(i; n) ÍÏÖÅÔ ÔÏÌØËÏ ŒÏÚÒÁÓÔÉ, Á ÐÒÅÄÅÌ lim_n p(i; n) ÒÁŒÅÎ p_i (ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÏÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÍÅÎØÛÉÅ p_i). ▷ ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÏÂÅÝÁÎÎÕÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁÃÉÀ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ ÍÁÛÉÎÁÍ.

Theorem 40. [semimeasure-machine] (Á) ðÕÓÔØ M | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁ- ÛÉÎÁ ÂÅÚ ŒÈÏÄÁ, ŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ŒÙÈÏÄÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ. ðÕÓÔØ p_i | ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ i ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ. ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ p_i ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ É ∑ i p_i ⩽ 1.

(Â) ðÕÓÔØ p_0; p_1; : : : | ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÎÉÚÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÉÞčÍ ∑ i p_i ⩽ 1. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ M, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ i ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÒÁŒÎÁ p_i.

◁ ðÅÒŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ (ÞÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙ ÓÎÉÚÕ) ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÔÏÞÎÏ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÔÏÌØËÏ ŒÍÅÓÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ ÍÙ ÏÃÅÎÉŒÁÅÍ ÓÎÉÚÕ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ Ó ÏÔŒÅÔÏÍ i (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i).

œÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÔÏÖÅ ÍÁÌÏ ÍÅÎÑÅÔÓÑ. òÁÎØÛÅ Õ ÎÁÓ ŒÙÄÅÌÑÌÁÓØ ŒÓč Â«ÏÌØÛÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÐÏÄ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ. ôÅÐÅÒØ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ ÂÕÄÅÔ ÐÏÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÄÏÂÌÁÓÔÅÊ; ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÅÓÔØ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ Ó ÏÔŒÅÔÏÍ i. œÏÚÒÁÓÔÁÀ- ÝÉÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÓÎÉÚÕ Ë p_i ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ Ë ÒÁÚÍÅÒÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. îÁÛÁ ÚÁÄÁÞÁ | ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÍÅÖÄÕ ŒÓÅÍÉ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑÍÉ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ ÓÁÍÙÍ ÐÒÏÓÔÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ŒÙÄÅÌÑÑ ËÁÖÄÏÍÕ ÎÏŒÏÍÕ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÀ ËÕÓÏË ÏÔÒÅÚËÁ (ÓÌÅŒÁ ÎÁ- ÐÒÁŒÏ) Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÅÍ ÅÇÏ ÚÁËÁÚÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÔÒÅÚÏË (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ŒÅÓØ!) ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ŒÙÈÏÄÁÍÉ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ Ó ŒÙÈÏÄÏÍ i ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓŒÑÚÎÏÊ (ÏÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÏŒ, ÞÉÓÌÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ ÈÏÄÕ ÐÒÏÃÅÓÓÁ).

ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ Ó ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÏÔÒÅÚËÁ ÐÏ ÏÂÌÁÓÔÑÍ ÍÙ ÐÏÒÏÖÄÁÅÍ ÂÉÔÙ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ˛, É ËÁË ÔÏÌØËÏ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÑÓÎÏ, Œ ÞØÀ ÏÂÌÁÓÔØ ÐÏÐÁÄčÔ ˛, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ŒÙÄÁčÔÓÑ ÎÁ ŒÙÈÏÄ.

âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ p_i = lim_n p(i; n) Œ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÓÎÉÚÕ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉ- ÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ p(i; n) ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ (ÚÁÍÅÎÉÍ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÎÁ ÎÕÌØ), É ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ p(i; n) ÏÔÌÉÞÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ (ÐÏÌÏÖÉÍ p(i; n) = 0 ÐÒÉ i > n). âÕÄÅÍ ÏÔËÌÁÄÙŒÁÔØ ÏÔ ÎÕÌÑ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ ÏÔÒÅÚËÉ, ÐÏÍÅÞÁÑ ËÁÖÄÙÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ Ë n-ÍÕ ÛÁÇÕ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ŒÓÅÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÞÉ- ÓÌÏÍ i, ÒÁŒÎÑÌÁÓØ p(i; n). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÉ n ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÍÙ ÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÕŒÅÌÉÞÉÌÉÓØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ p(i; n) ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ i, É ÄÏÂÁŒÌÑÅÍ ÏÔÒÅÚËÉ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ Ó ÎÕÖÎÙÍÉ ÐÏÍÅÔËÁÍÉ.

úÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1] ÍÙ ÎÅ ŒÙÊÄÅÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ p(i; n) ⩽ p_i É ∑ p_i ⩽ 1.

œÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÍÙ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÍÓÑ Ó ŒÙÈÏÄÏÍ i, ÅÓÌÉ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÂÉÔÙ b_0b_1 : : : b_k ÔÁËÏŒÙ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË ÎÁ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÚÁÐÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ ÎÁ b_0b_1 : : : b_k, ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÏÍ i. (œÎÕ- ÔÒÅÎÎÏÓÔØ ÏÔÒÅÚËÁ [u; v] ÅÓÔØ ÉÎÔÅÒŒÁÌ (u; v).) ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÙÈÏÄ i ÐÏÑŒÉÔÓÑ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ˛ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ŒÎÕÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÞÉ- ÓÌÏÍ i, Á ÏÂÝÁÑ ÍÅÒÁ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ) ÒÁŒÎÁ ËÁË ÒÁÚ p_i. ▷

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÏÊ ÎÁ N ÌÀÂÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ p_i, ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ. (éÎÏÇÄÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÐÉÓÁÔØ p(i) ŒÍÅÓÔÏ p_i.) ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÄŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒ: (1) ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ŒÙÈÏÄÁÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÍÁÛÉÎ; (2) ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕ ÒÑÄÙ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ É ÓÕÍÍÏÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1. ôÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÄŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ.

óÌÏŒÏ ĂÐÏÌÕÍÅÒÁĄ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÓÔÒÁÎÎÏ (ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÕÞÉÔÙŒÁÑ ÏÂÉÈÏÄÎÏÅ ŒÙÒÁ- ÖÅÎÉÅ ĂÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÐÏÌÕÍÅÒÁÍÉĄ), ÎÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÕÐÏÔÒÅÂÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÔÅÒÍÉÎÁ ÎÅÔ. åÓÌÉ ÎÅ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ÐÏÌÕÍÅÒÏÊ ÎÁ N ÌÀÂÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ i → p_i, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ∑ i p_i ⩽ 1. ôÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ N ∪ {⊥}, ÇÄÅ ⊥ | ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ĂÎÅÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÓÔÉĄ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÅÒÏ- ÑÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ i ÅÓÔØ p_i, Á ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ⊥ ÅÓÔØ 1 − ∑ i p_i. îÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÌÉÛØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÙ (ÅÓÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ ÏÇÏŒÏÒÅÎÏ ÑŒÎÏ).

íÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÉ (ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕ) ÐÏÌÕÍÅÒÙ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. îÏ ÜÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÂÅÚ ŒÓÑËÉÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ É ÎÁ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ (ÉÌÉ ÌÀÂÙÅ ÄÒÕÇÉÅ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ, ŒÙÈÏÄÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ, ÔÏ ÏÎÁ ÚÁÄÁčÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÕ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ.

œÁÖÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ: Œ ÇÌÁŒÅ 5 ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÄÒÕÇÏÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÏÌÕÍÅÒÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. üÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÏŒÁÔØ ÍÁÛÉÎÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÒÏÖÄÁÀÔ ŒÙÈÏÄ ÂÉÔ ÚÁ ÂÉÔÏÍ É ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÏÓÔÁÎÁ- ŒÌÉŒÁÔØÓÑ. îÏ ÐÏËÁ ÞÔÏ ÐÏÑŒÌÅÎÉÅ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÓÌÏŒÁ x ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ ÎÁÐÅÞÁÔÁÌÁ ŒÓÅ ÂÉÔÙ ÓÌÏŒÁ x É ÏÓÔÁÎÏŒÉÌÁÓØ, ÔÁË ÞÔÏ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

4.2. îÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÐÏÌÕÍÅÒÁ

[prefix-m] âÕÄÅÍ ÓÒÁŒÎÉŒÁÔØ ÐÏÌÕÍÅÒÙ ÎÁ N Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÙ. îÁÚÏŒčÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÕ m ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ, ÉÌÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÙ m^′ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ m^′(i) ⩽ cm(i) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c É ÄÌÑ ŒÓÅÈ i. (ôÅÒÍÉÎ ĂÎÁÉÂÏÌØÛÁÑĄ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÅÎ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÅÞØ ÉÄčÔ ÉÍÅÎÎÏ Ï ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, ÎÏ ÞÁÝÅ ÇÏŒÏÒÑÔ Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÐÏÌÕÍÅÒÅ.)

Theorem 41. [max-semi-N] óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÁ ÎÁ N.

◁ íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ M Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÊ ÍÁÛÉÎÙ M^′ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ i ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÍÁÛÉÎÙ M ÍÅÎØÛÅ ÔÁËÏÊ ÖÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ M^′ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÒÁÚ.

üÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÔÁË: ÐÕÓÔØ ÍÁÛÉÎÁ M ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ŒÙÂÅÒÅÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ (ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÕ ÉÌÉ ÉÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍÉ, ŒÁÖÎÏ ÔÏÌØËÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÓÑËÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ÐÏÑŒÌÑÌÁÓØ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ), Á ÐÏÔÏÍ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔ ŒÙÂÒÁÎÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ. åÓÌÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ M^′ ÂÕÄÅÔ ŒÙÂÒÁÎÁ, ÒÁŒÎÁ p, ÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ m(i) ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ i ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÍÁÛÉÎÙ M ÎÅ ÍÅÎØÛÅ p · m^′(i), ÇÄÅ m^′(i) | ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ i ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÍÁÛÉÎÙ M^′. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ c = 1=p.

óÌÕÞÁÊÎÙÊ ŒÙÂÏÒ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁË. ðÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ ŒÓÅ ÍÁÛÉÎÙ ËÁ- ËÉÍ-ÌÉÂÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ; ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ M_0; M_1; M_2; : : : , ŒËÌÀÞÁ- ÀÝÁÑ ŒÓÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ. íÁÛÉÎÁ M ÂÒÏÓÁÅÔ ÍÏÎÅÔÕ, ÏÖÉÄÁÑ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÐÅÒŒÏÊ ÅÄÉÎÉÃÙ. äÁÌÅÅ ÏÎÁ ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔ ÒÁÂÏÔÕ ÍÁÛÉÎÙ M_i, ÇÄÅ i | ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ ÐÅÒÅÄ ÐÅÒŒÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅÊ. ▷

ðÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉ- ÍÙÈ ÓÎÉÚÕ ÒÑÄÏŒ. íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÇÒÕÂÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ĂÓÁÍÙÊ ÐÌÏÈÏ ÓÈÏÄÑ- ÝÉÊÓÑĄ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÊ ÓÎÉÚÕ ÒÑÄ, ÞÌÅÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÁÖÏÒÉÒÕÀÔ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ) ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÊ ÓÎÉÚÕ ÒÑÄ. (ôÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÁÓ ÉÎ- ÔÅÒÅÓÕÀÔ ÒÑÄÙ, ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ, Á ÒÑÄÙ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÔÁË ËÁË ŒÓč ÒÁŒÎÏ ÍÙ ÒÁÚÒÅÛÁÅÍ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.)

éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÏÓÔÁ: ŒÏÚØÍčÍ ŒÓÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕ ÒÑÄÙ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ- ÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ É ÓÕÍÍÏÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1, É ÓÌÏÖÉÍ ÉÈ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ. óÕÍÍÁÒÎÙÊ ÒÑÄ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÂÕÄÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅ- ÎÉÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ). œÏÐÒÏÓ ÔÏÌØËÏ Œ ÔÏÍ, ËÁË ÓÄÅÌÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÌÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÊ ÓÎÉÚÕ ÒÑÄ.

ðÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÁ ÚÁÄÁčÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ p: ⟨i; n⟩ → p(i; n). ôÁËÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ). òÁÓÐÏÌÏÖÉÍ ÉÈ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ p^{(0)}; p^{(1)}; p^{(2)}; : : : É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ

p(i; n) = n∑ k=0 –_kp^{(k)}(i; n);

ÇÄÅ –_k | ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ∑ k –_k ⩽ 1 (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, –_k = 2^{−k−1}). ïÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÆÕÎËÃÉÑ p ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ Ó ÒÏÓÔÏÍ n (ÐÒÉ ÆÉË- ÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ i), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÍÍÁ ŒËÌÀÞÁÅÔ ŒÓč ÂÏÌØÛÅ ÞÌÅÎÏŒ É ÓÁÍÉ ÞÌÅÎÙ ÒÁÓÔÕÔ. ðÒÉ ÜÔÏÍ lim_{n→∞} p(i; n) = ∑ k –_k lim_{n→∞} p^{(k)}(i; n)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÐÏÌÕÍÅÒÁ ÅÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÐÏÌÕÍÅÒ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ –_k.

üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÏÂÅÌ. ðÒÏÂÌÅÍÁ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ p(i; n) ÄÏÌÖ- ÎÁ ÂÙÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÐÏÌÕ- ÍÅÒÙ, Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÕÖÎÏ ÅÝč, ÞÔÏÂÙ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÙÌÁ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ (ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÔÒčÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ). íÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÐÒÏÓÔÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÐÏÄÒÑÄ ŒÓÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ É

ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ p^{(k)} | ÜÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ, ŒÙÞÉÓÌÑÅÍÁÑ k-Ê ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ (ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÄŒÕÈ ÎÁÔÕ- ÒÁÌØÎÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ). íÏÖÅÔ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÞÔÏ k-Ñ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÎÅ ÚÁÄÁčÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÕ (ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ ÎÅ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÉÌÉ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ, ÉÌÉ ÓÕÍÍÁ ÐÒÅÄÅÌÏŒ ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ).

ðÏÌÏÖÅÎÉÅ ÓÐÁÓÁÅÔ ÔÁËÁÑ ìÅÍÍÁ. œÓÑËÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ P ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ ÄŒÕÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØ- ÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ (É, ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ −∞) ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ Œ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ P^′, ËÏÔÏÒÁÑ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÔÏÇÏ ÖÅ ÔÉÐÁ, ÚÁÄÁÀÝÕÀ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÕ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÓÁÍÁ ÐÒÏÇÒÁÍ- ÍÁ P ÚÁÄÁŒÁÌÁ ÐÏÌÕÍÅÒÕ, ÔÏ ÎÏŒÁÑ ÐÏÌÕÍÅÒÁ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ P^′) ÒÁŒÎÁ ÓÔÁÒÏÊ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. ðÕÓÔØ P | ÄÁÎÎÁÑ ÎÁÍ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅ- ÄÅÌčÎÎÁÑ). äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÐÏÌÏÖÉÍ P^′(i; n) ÒÁŒÎÙÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕ- ÞÁÀÔÓÑ ÚÁ n ÛÁÇÏŒ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ P (i; 0); : : : ; P (i; n) (ÅÓÌÉ ÚÁ n ÛÁÇÏŒ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÎÅ ÄÁčÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÉÌÉ ŒÓÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ, ÔÏ P^′(i; n) = 0). üÔÏ ÕÖÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ŒÓÀÄÕ-ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÓÔØ P^′, ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔØ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ ÐÏ ŒÔÏÒÏ- ÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ i) ÚÎÁÞÅÎÉÑ P (i; n) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÐÒÉ ŒÓÅÈ n, ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ É ÎÅ ÕÂÙŒÁÀÔ ÐÏ n, ÔÏ lim_n P^′(i; n) = lim_n P (i; n).

åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ, ÞÅÇÏ ÎÁÍ ÅÝč ÎÅÄÏÓÔÁčÔ: ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ∑ p^′_i ⩽ 1, ÇÄÅ p^′_i = lim_n P^′(i; n).

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÁÇÁÔØ P^′(i; n) ÒÁŒÎÙÍ ÎÕÌÀ ÐÒÉ ŒÓÅÈ n < i. (ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÎÅ ÎÁÒÕÛÉÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ É ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔ ÐÒÅÄÅÌÁ lim_n P^′(i; n).) óÕÍÍÁ P^′(i; n) ÐÏ ŒÓÅÍ i ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ n ÔÅÐÅÒØ ÂÕÄÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÊ, É Åč ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ. îÁÍ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÌÁ ÅÄÉÎÉÃÙ. þÔÏÂÙ ÜÔÏÇÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÐÒÉÎÕÄÉÔÅÌØÎÏ ÓËÏÒÒÅËÔÉÒÕÅÍ P^′: ÐÅÒÅÓÔÁÎÅÍ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÔØ P^′ Ó ÒÏÓÔÏÍ n, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÔÁËÏÅ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÅ ÓÄÅÌÁÅÔ ÓÕÍÍÕ ÓÌÉÛËÏÍ ÂÏÌØÛÏÊ. (óÐÅÒŒÁ ÍÙ ËÏÒÒÅËÔÉÒÕÅÍ ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÒÉ n = 0, ÐÏÔÏÍ ÐÒÉ n = 1 É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.) ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÌÅÍÍÕ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ ŒÓÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÙ Œ ŒÙÞÉ- ÓÌÉÍÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ É ÚÁÔÅÍ ÓÌÏÖÉÔØ ÉÈ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ÐÏÌÕÞÉŒ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÐÏÌÕÍÅÒÕ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÚÁŒÅÒÛÉŒ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 41.

æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÔØ m. úÎÁÞÅÎÉÅ m(i) ÜÔÏÊ ÐÏÌÕÍÅÒÙ ÎÁ ÞÉÓÌÅ i ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏ- ÑÔÎÏÓÔØÀ ÞÉÓÌÁ i. óÍÙÓÌ ÓÌÏŒ ĂÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØĄ ÔÁËÏÊ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÏ | ÞčÒÎÙÊ ÑÝÉË, ÐÒÉ ŒËÌÀÞÅÎÉÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. îÅ ÚÎÁÑ ÎÉÞÅÇÏ ÏÂ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÅ ÑÝÉËÁ, ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏ ÅÇÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÑ (a priori, ËÁË ÓËÁÚÁÌÉ ÂÙ ÆÉÌÏÓÏÆÙ) ÏÃÅÎÉÔØ ÓŒÅÒÈÕ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÞÉÓÌÁ i. ôÁË ŒÏÔ, ÅÓÌÉ ÑÝÉË ÓÞÉÔÁÔØ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÏÊ, Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÃÅÎËÉ ŒÙÂÒÁÔØ ÞÉÓÌÏ m(i), ÔÏ ÍÙ ÎÅ ÓÉÌØÎÏ ÚÁÎÉÚÉÍ ÏÃÅÎËÕ (ÍÁËÓÉÍÕÍ | Œ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÒÁÚ). éÎÏÇÄÁ ÁÐÒÉÏÒÎÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÐÏÌÕÍÅÒÏÊ ÎÁ N.

ëÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ i ÔÅÓÎÏ ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ. çÒÕÂÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÏÎÁ ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÞÉÓÌÏ ÐÒÏÝÅ. üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ŒÐÏÌÎÅ ÔÏÞÎÙÊ ÓÍÙÓÌ: ÍÙ ŒÓËÏÒÅ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ĂÐÒÅ- ÆÉËÓÎÁÑĄ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ) ÞÉÓÌÁ i ÒÁŒÎÁ − log m(i).

4.3. ðÒÅÆÉËÓÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ

[prefix-ma] ðÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÏÂÙÞÎÏÊ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ĂÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÏÐÉÓÁÎÉÑĄ: ÄÅËÏÄÉÒÕÀÝÅÊ ÍÁÛÉÎÅ ÎÅ ÓÏÏÂÝÁÅÔÓÑ, ÇÄÅ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÏÐÉ- ÓÁÎÉÅ, Á ÏÎÁ ÒÅÛÁÅÔ ÜÔÏ ÓÁÍÁ. üÔÕ ÉÄÅÀ ÍÏÖÎÏ ÕÔÏÞÎÑÔØ ÒÁÚÎÙÍÉ (É ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ) ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. íÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÉÈ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÄÁÌÅÅ, Á ÓÅÊÞÁÓ ÐÒÉŒÅÄčÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

ðÕÓÔØ f | ÆÕÎËÃÉÑ, ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÁËÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ:

(f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ) É (x | ÎÁÞÁÌÏ y) ⇒ f(y) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÒÁŒÎÏ f(x).

Theorem 42. [prefix-corr-opt] óÒÅÄÉ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÉÍÅÅÔ- ÓÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ.

◁ îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ. ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÎÅ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÁË ÒÁÎØÛÅ, Á ÌÉÛØ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ, É ÓÒÁŒÎÉŒÁÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÍÅ- ÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÄÌÉÎÁ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ). ôÅÏÒÅÍÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ËÌÁÓÓÅ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÐÔÉ- ÍÁÌØÎÙÊ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÓÐÏÓÏÂ D; ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ D^′ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ KP_D(x) ⩽ KP_D′ (x) + O(1).

úÄÅÓØ ÍÙ ÐÉÛÅÍ KP ŒÍÅÓÔÏ KS , ÞÔÏÂÙ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÔÏÌØËÏ ÐÒÅ- ÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÈÏÔÑ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ D ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ KP_D(x) ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ KS_D(x).

òÁÎØÛÅ (ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ) ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÓÔÒÏÉÌÓÑ ÔÁË:

D(p̂y) = p(y);

ÇÄÅ p̂ | ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ ÓÌÏŒÁ p (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, p̂ = p01, ÇÄÅ Œ p ÕÄŒÏÅÎ ËÁÖÄÙÊ ÂÉÔ ÓÌÏŒÁ p), Á p(y) | ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ p Ë ŒÈÏÄÕ y (ÓÌÏŒÏ p ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ËÁË ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÍ ÑÚÙËÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ).

âÕÄÅÔ ÌÉ D ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ? ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÎÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÒÅÄÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍ p ÅÓÔØ ŒÓÑËÉÅ, Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÎÅ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ. åÓÌÉ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ p ÎÅ- ËÏÒÒÅËÔÎÁ É, ÓËÁÖÅÍ, p(0) = a É p(00) = b ÐÒÉ a ≠ b, ÔÏ D(p̂0) = a É D(p̂00) = b, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÀ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ D.

ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÐÒÉÎÕÄÉÔÅÌØÎÏ ĂÓËÏÒÒÅËÔÉÒÕÅÍĄ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ É ŒÍÅÓÔÏ p(y) ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÔØ [p](y), ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÔÁË:

(1) ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ p ËÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒÁÍ. ëÁË ÔÏÌØËÏ ËÁËÏÅ-ÔÏ ŒÙÞÉÓÌÅ- ÎÉÅ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ, ÍÙ ŒÙÐÉÓÙŒÁÅÍ ÅÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÁÒ ⟨y_i; z_i⟩, Õ ËÏÔÏÒÙÈ z_i = p(y_i).

(2) üÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÏÒÅÖÉŒÁÅÔÓÑ Ó ÕÞčÔÏÍ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ. õÄÏÂÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÔÁËÕÀ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ: ÓÌÏŒÁ y É y^′ ÓÏŒÍÅÓÔÎÙ, ÅÓÌÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁ- ÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ (ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ: ÅÓÌÉ ÏÂÁ ÏÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÓÌÏŒÁ). ðÒÏÒÅÖÉŒÁÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: ÅÓÌÉ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÐÁÒÁ ⟨y_i; z_i⟩ ÐÒÏÔÉŒÏ- ÒÅÞÉÔ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÁÒ ⟨y_j; z_j ⟩ ÐÒÉ j < i, ÔÏ ÏÎÁ ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÅÔÓÑ. óÌÏŒÏ ĂÐÒÏÔÉŒÏ- ÒÅÞÉÔĄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ y_i ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ Ó y_j, ÎÏ z_i ≠ z_j . (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÒÁŒÎÉŒÁÔØ ÏÞÅÒÅÄÎÕÀ ÐÁÒÕ ÔÏÌØËÏ Ó ÎÅŒÙÂÒÏÛÅÎÎÙÍÉ ÐÁÒÁÍÉ ⟨y_j; z_j⟩, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ŒÁÖÎÏ.)

(3) œÓÅ ÜÔÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ŒÈÏÄÁ y. œÙÞÉÓÌÑÑ [p](y), ÍÙ ÏÖÉÄÁÅÍ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ (ÎÅŒÙÂÒÏÛÅÎÎÏÊ) ÐÁÒÙ ⟨y_i; z_i⟩, Õ ËÏÔÏÒÏÊ y_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ y. ëÁË ÔÏÌØËÏ ÔÁËÁÑ ÐÁÒÁ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÍÙ ŒÙÄÁčÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ z_i Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ [p](y).

ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ËÁËÏŒÁ ÂÙ ÎÉ ÂÙÌÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ p, ÆÕÎËÃÉÑ y → [p](y) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ [p](y) = z. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ Œ ĂÐÒÏÒÅÖÅÎÎÏÊĄ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÓÔÒÅÔÉÌÁÓØ ÐÁÒÁ ⟨y_i; z⟩, ÇÄÅ y_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏŒÁ y. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏŒÁ y^′. ðÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ [p](y^′) ÍÙ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÍ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÁÒÏÊ ⟨y_i; z⟩. âÏÌÅÅ ÒÁÎÎÉÅ (ÎÅŒÙÂÒÏÛÅÎÎÙÅ) ÐÁÒÙ ⟨y_j; z_j⟩ ÎÁÍ ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÏÄÏÊÄÕÔ (ÅÓÌÉ y_j ÎÅ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ Ó y_i, ÔÏ y_j ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏŒÁ y^′), ÌÉÂÏ ÄÁÄÕÔ ÔÏÔ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (ÅÓÌÉ y_j ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ Ó y_i, ÔÏ z_i = z_j).

åÓÌÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ p Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÂÙÌÁ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ, ÔÏ Åč ËÏÒÒÅËÔÉÒÏŒËÁ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ, ÔÏ ÅÓÔØ [p](y) = p(y) ÐÒÉ ŒÓÅÈ y. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÙÂÒÏÛÅÎÎÙÈ ÐÁÒ ÎÅ ÂÕÄÅÔ, É ÚÎÁÞÅÎÉÅ [p](y) ÓÏŒÐÁÄčÔ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ p ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÓÌÏŒÅ y ÉÌÉ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÅ (ÞÔÏ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ Œ ÓÉÌÕ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ p).

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔ- ÎÙÍ É ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÍ (Œ ËÌÁÓÓÅ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÈ).

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÓÒÁŒÎÉÔØ D( ^p_1y_1) É D( ^p_2y_2) Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ^p_1y_1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ^p_2y_2. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ^p_1 É ^p_2 (ÂÕÄÕÞÉ ÎÁÞÁÌÁÍÉ ÓÌÏŒÁ ^p_2y_2) ÓÏŒÍÅÓÔÎÙ, É ÐÏ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁÍ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ p_1 = p_2. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, y_1 ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌÏ y_2, É ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØÀ [p_1] (ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, [p_2]).

ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ D ÄÏËÁÚÁÎÁ. ïÐÔÉÍÁÌØÎÏÓÔØ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ [p](y) = p(y) ÄÌÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÇÏ p, É ÐÏÔÏÍÕ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÇÏ D^′ (Ó ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ p) Ë D ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏŒÁ p̂. ▷

æÉËÓÉÒÏŒÁŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁ- ÎÉÑ, ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ÉÎÄÅËÓ É ÇÏŒÏÒÉÍ Ï ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KP (x) ÓÌÏŒÁ x. ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÎÁÄÏ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÚÁÍÅÎÁ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÉÚÍÅÎÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÎÏ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ).

óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÄÒÕÇÏÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÔÒÅÂÏŒÁ- ÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÄÒÕÇÏÅ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ, ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ, ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ ÄŒÁ ÓÌÏŒÁ Œ Åč ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÑ ÎÅ ÓÒÁŒÎÉÍÙ. åÓÌÉ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÌÏŒÅ, ÔÏ ÏÎÁ ÕÖÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÉ ÎÁ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÁÈ, ÎÉ ÎÁ ÅÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÈ.

âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÅÐÅÒØ ÔÏÌØËÏ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÂÅÓÐÒÅ- ÆÉËÓÎÙÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ. äÌÑ ÎÉÈ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÅ 42:

Theorem 43. [prefix-opt] óÒÅÄÉ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÐÔÉÍÁÌØ- ÎÙÊ.

◁ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÏÊ ÖÅ ÓÈÅÍÅ, ÎÏ ĂËÏÒÒÅËÔÉÒÏŒÁÔØĄ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÎÁÞÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ p ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ y → {p}(y) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

(1) ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ p ËÏ ŒÓÅÍ ŒÈÏÄÁÍ, ÐÏÌÕÞÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÐÁÒ ⟨y_i; z_i⟩, Õ ËÏÔÏÒÙÈ z_i = p(y_i).

(2) üÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÏÒÅÖÉŒÁÅÔÓÑ: ÅÓÌÉ Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÐÁÒÅ ⟨y_i; z_i⟩ ÓÌÏŒÏ y_i ÓÏ- ŒÍÅÓÔÎÏ Ó ËÁËÉÍ-ÔÏ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ y_j (ÐÒÉ j < i), ÔÏ ÜÔÁ ÐÁÒÁ ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÅÔÓÑ.

(3) äÁÌÅÅ, ÉÍÅÑ ŒÈÏÄ y, ÍÙ ÏÖÉÄÁÅÍ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ (ÎÅŒÙÂÒÏÛÅÎÎÏÊ) ÐÁÒÙ ⟨y_i; z_i⟩ Ó ÐÅÒŒÙÍ ÞÌÅÎÏÍ y_i = y. œÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ÜÔÏÊ ÐÁÒÙ É ÂÕÄÅÔ {p}(y).

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ y → {p}(y) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ É ÞÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÅÔÒÏÎÕÔÙÍÉ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.

äÁÌÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 42. ▷ ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Åč KP^′).

ëÁËÁÑ ÖÅ ÉÚ ÍÅÒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KP É KP^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ĂÐÒÁŒÉÌØÎÏÊĄ? üÔÏ ÓËÏÒÅÅ ÄÅÌÏ ŒËÕÓÁ. íÙ ÕŒÉÄÉÍ ŒÓËÏÒÅ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 4.5), ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÉ ÍÅÒÙ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1) (É ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÍÉÎÕÓ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ), ÔÁË ÞÔÏ ÓËÏÒÅÅ ÓÌÅÄÕ- ÅÔ ÓÐÒÁÛÉŒÁÔØ ÎÅ Ï ÔÏÍ, ËÁËÁÑ ÍÅÒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÌÕÞÛÅ, Á Ï ÔÏÍ, ËÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ. üÔÏ ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ŒÏÐÒÏÓ ŒËÕÓÁ. áŒÔÏÒÁÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÐÒÅÆÉËÓÎÏ-ËÏÒÒÅËÔÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÏÐÉÓÁÎÉÑ (ÎÅ ÚÒÑ ÍÙ ÅÇÏ ÐÒÉŒÅÌÉ ÐÅÒ- ŒÙÍ). œÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÈ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 4.6) ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ŒÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÁÔØ ÐÒÏÓÔÏÅ É ËÏÒÏÔËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

îÁÓËÏÌØËÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (KP , KP^′) ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÓŒÏÊÓÔŒ ÏÂÙÞÎÏÊ? þÔÏ ÉÚ ÒÁÎÅÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÏÓÔÁčÔÓÑ Œ ÓÉÌÅ?

• ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÏÔÍÅÔÉÍ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ:

KS (x) ⩽ KP (x) + O(1) É KS (x) ⩽ KP^′(x) + O(1);

ÐÏÓËÏÌØËÕ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÅ É ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅ- ÍÙÅ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ KS .

• íÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ KS (x) ⩽ l(x)+O(1) (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ). ôÅÐÅÒØ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ, ÔÁË ËÁË ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉ- ÓÁÎÉÑ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÉ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÍ, ÎÉ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ. ëÁË ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 4.5, ÜÔÏ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ: ÄÌÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÅŒÅÒÎÏ.

• [prefix-complexity-length] ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ ÏÃÅÎËÉ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔÉ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÄÌÉÎÙ. (íÙ ÓÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ ÄÌÑ KP^′, ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ ÄÌÑ KP ÁÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÙ.) äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ KP^′(x) ⩽ 2l(x) + O(1). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ D(x01) = x (x ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÄŒÏÅÎÉÅÍ ŒÓÅÈ ÂÉÔÏŒ Œ x), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÍ. œÙÂÉÒÁÑ ÂÏ- ÌÅÅ ÜËÏÎÏÍÎÏÅ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÏÅ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ x̂ ŒÍÅÓÔÏ x01, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ É ÌÕÞÛÉÅ ÏÃÅÎËÉ:

KP^′(x) ⩽ l(x) + 2 log l(x) + O(1) ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ x̂ = bin(l(x))01x; ÉÔÅÒÉÒÕÑ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

KP^′(x) ⩽ l(x) + log l(x) + 2 log log l(x) + O(1)

É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

• óŒÏÊÓÔŒÏ ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ÏÓÔÁčÔÓÑ ŒÅÒÎÙÍ:

KP^′(A(x)) ⩽ KP^′(x) + O(1)

(ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ A, ÎÏ ÎÅ ÏÔ x). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ D | ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ x → A(D(x)) ÔÁË- ÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÏÐÉÓÁÎÉÑ. úÁÍÅÎÉŒ ÓÌÏŒÏ ĂÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÊĄ ÎÁ ĂÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÊĄ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ KP ŒÍÅÓÔÏ KP^′. üÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕË- ÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ (ÐÁÒ ÓÌÏŒ, ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÌÏŒ É Ô. Ð.), ÎÅ ÕÔÏÞÎÑÑ ÓÐÏÓÏÂÁ ÉÈ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ.

• îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ ÓÌÏŒ Ó ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ŒÅÒÎÏ ÂÅÚ ÌÏÇÁÒÉÆ- ÍÉÞÅÓËÏÊ ÄÏÂÁŒËÉ:

KP (x; y) ⩽ KP (x) + KP (y) + O(1)

(ÔÅÏÒÅÍÁ 54 Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 4.6, Ó. 95).

• óŒÏÊÓÔŒÏ ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉ- ÍÅÎÉÔØ, ŒÚÑŒ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ A ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÏÊ (ÎÅ ÐÒÅÆÉËÓ- ÎÏÊ) ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. åÓÌÉ p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÍ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ x ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ D, ÔÏ D(p) = x É l(p) = KS (x), ÐÏÜÔÏÍÕ

KP (x) = KP (D(p)) ⩽ KP (p) + O(1) ⩽ l(p) + 2 log l(p) + O(1) = = KS (x) + 2 log KS (x) + O(1):

íÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ (ÄÏËÁÚÁÎÎÙÍ ÒÁÎÅÅ) ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ KP (p) ⩽ l(p) + 2 log l(p) + O(1); ÅÓÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÅ ÏÃÅÎËÉ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

KP (x) ⩽ KS (x) + log KS (x) + 2 log log KS (x) + O(1)

É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÅÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ.

4.4. ïÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ: ÍÁÛÉÎÙ Ó ÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍ ŒÈÏÄÏÍ

[prefix-sd] üÔÏÔ ÒÁÚÄÅÌ ÐÏÞÔÉ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ. íÙ ÐÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÐÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏŒÁÔØ ÉÄÅÀ ĂÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏĄ ŒÈÏÄÁ É Åč ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÏÔÉŒÉÒÏŒÁŒ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÈ É ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÏÐÉÓÁÎÉÑ.

ïÂÙÞÎÏ, ÐÏÄÁŒÁÑ ÎÁ ŒÈÏÄ ÍÁÛÉÎÙ ÄŒÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÍÙ ÕËÁÚÙŒÁÅÍ ÎÁÞÁÌÏ É ËÏÎÅÃ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÎÁ ÍÁÛÉÎÅ ôØÀÒÉÎÇÁ ÏÂÙÞÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁ- ÇÁÀÔ, ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ŒÉÄÉÔ ÐÅÒŒÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ÓÌÏŒÁ, Á ËÏÎÅÃ ÓÌÏŒÁ ÏÔÍÅÞÅÎ ÓÐÅÃÉÁÌØ- ÎÙÍ ÕËÁÚÁÔÅÌÅÍ (ÉÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÉÍŒÏÌ ĂÐÒÏÂÅÌĄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÄčÔ ÚÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÂÉÔÏÍ ÓÌÏŒÁ).

çÏŒÏÒÑ Ï ÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÍ ŒÈÏÄÅ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ Œ ŒÉÄÕ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÕÇÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ: ÍÁ- ÛÉÎÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔ ÂÉÔÙ ÓÌÏŒÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ÄÒÕÇÉÍ (ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ) É Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ŒÙÄÁčÔ ÏÔŒÅÔ.

4.4.1. ðÒÅÆÉËÓÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

œÏÔ ÏÄÎÏ ÉÚ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÕÔÏÞÎÅÎÉÊ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Õ ÍÁÛÉÎÙ, ÐÏÍÉÍÏ ÒÁÂÏÞÅÊ ÌÅÎÔÙ, ÅÓÔØ ŒÈÏÄÎÁÑ ÌÅÎÔÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ ÞÉÔÁÀÝÁÑ ÇÏÌÏŒËÁ. ëÒÁÊ- ÎÑÑ ÌÅŒÁÑ ËÌÅÔËÁ ÌÅÎÔÙ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ÍÁÒËÅÒ #, ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÐÉÓÁÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ (ÒÉÓ. 10).

òÉÓ. 10. ïÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÑÑ ÞÉÔÁÀÝÁÑ ÇÏÌÏŒËÁ ÎÁ ŒÈÏÄÎÏÊ ÌÅÎÔÅ. [read-only-tape]

éÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÞÉÔÁÀÝÁÑ ÇÏÌÏŒËÁ ÓÔÏÉÔ Õ ÌÅŒÏÇÏ ËÒÁÑ ÌÅÎÔÙ (É ŒÉÄÉÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ÍÁÒ- ËÅÒ). ðÏŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍŒÏÌÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÉÄÉÔ ÞÉÔÁÀÝÁÑ ÇÏ- ÌÏŒËÁ, Á ÔÁËÖÅ (ËÁË ŒÓÅÇÄÁ) ÓÉÍŒÏÌÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÉÄÉÔ ÇÏÌÏŒËÁ ÎÁ ÒÁÂÏÞÅÊ ÌÅÎÔÅ. œ ÚÁ- ŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÜÔÉÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ É ÔÅËÕÝÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÍÁÛÉÎÁ ÐÒÅÄÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÏ ÉÌÉ ÉÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÅ. üÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ÚÁÐÉÓÉ ÎÏŒÏÇÏ ÓÉÍ- ŒÏÌÁ ÎÁ ÒÁÂÏÞÅÊ ÌÅÎÔÅ, Á ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ŒËÌÀÞÁÔØ Œ ÓÅÂÑ ÓÄŒÉÇ ÎÁ ÒÁÂÏÞÅÊ ÌÅÎÔÅ É ÓÄŒÉÇ ŒÐÒÁŒÏ ÞÉÔÁÀÝÅÊ ÇÏÌÏŒËÉ. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ ÍÁÛÉÎÙ ÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÒÁÂÏÞÅÊ ÌÅÎÔÅ (ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÐÕÓÔÏÊ).

ðÕÓÔØ M | ÔÁËÁÑ ÍÁÛÉÎÁ. âÕÄÅÍ ÚÁÐÕÓËÁÔØ Åč ÎÁ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ŒÈÏÄÎÙÈ ÌÅÎÔÁÈ. ëÁË ÔÏÌØËÏ ÍÁÛÉÎÁ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ, ÍÙ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÍ ÄŒÁ ÓÌÏŒÁ: ÔÕ ÞÁÓÔØ ŒÈÏÄÎÏÊ ÌÅÎÔÙ, ËÏÔÏ- ÒÕÀ ÏÎÁ ÕÓÐÅÌÁ ÐÒÏÞÅÓÔØ (ÓÌÏŒÏ x), É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ (y). íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÁÒ ⟨x; y⟩ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ �_M . åÓÌÉ ⟨x_1; y_1⟩ É ⟨x_2; y_2⟩ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ �_M , ÔÏ ÓÌÏŒÁ x_1 É x_2 ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ x_1 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ x_2, ÔÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Ó x_2 ÎÁ ŒÈÏÄÅ ÄÏÌÖÎÏ ÐÒÏÔÅËÁÔØ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Ó x_1 (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÉÍŒÏÌÙ ÎÁ ŒÈÏÄÅ ÔÅ ÖÅ) É ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÉÍ ÄÏÌÖÎÏ ÚÁËÏÎÞÉÔØÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÁÓÔØ ÓÌÏŒÁ x_2 ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÅÐÒÏÞÉÔÁÎÎÏÊ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ �_M .

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÅÒŒÙÅ ÞÌÅÎÙ ŒÓÅÈ ÐÁÒ ÉÚ �_M ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ �_M ÚÁÄÁčÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ‚_M , ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏ- ÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ M ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ. ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ‚_M ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ: ÞÔÏÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ ‚_M (x), ÎÁÄÏ ÚÁÐÕÓÔÉÔØ M ÎÁ x É ÐÏÓÌÅ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÏÌÏŒËÁ ÎÁ ŒÈÏÄÎÏÊ ÌÅÎÔÅ ÄÏÛÌÁ ÄÏ ËÏÎÃÁ ÓÌÏ- ŒÁ x, ÎÏ ÎÅ ŒÙÛÌÁ ÚÁ ÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌÙ. ñÓÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ‚_M ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ (ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÓÌÏŒÁ ÉÚ Åč ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙ). œÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

Theorem 44. ìÀÂÁÑ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÁÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÊ ÍÁÛÉÎÏÊ.

◁ üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÓÁÍÏÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÁÛÉÎÁ F , ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÁÑ (Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f, ÚÎÁÅÔ, ÇÄÅ ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ŒÈÏÄ, É ÍÏÖÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÜÔÕ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ. îÏ ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÁÑ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏ- ÓÔÒÏÉÔØ ÄÒÕÇÕÀ ÍÁÛÉÎÕ M, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ‚_M = f.

üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. íÁÛÉÎÁ M ÎÁ ÒÁÂÏÞÅÊ ÌÅÎÔÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÍÏÄÅÌÉÒÕ- ÅÔ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÁÛÉÎÙ F ÎÁ ŒÓÅÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÈ, ŒÒÅÍÑ ÏÔ ŒÒÅÍÅÎÉ ÞÉÔÁÑ ÏÞÅÒÅÄÎÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ ÎÁ ŒÈÏÄÎÏÊ ÌÅÎÔÅ (ËÏÇÄÁ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏ ÎÕÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ, ÏÐÉÓÁÎÏ ÎÉÖÅ). ðÒÉ ÐÏÑŒÌÅÎÉÉ ÎÏŒÏÊ ÐÁÒÙ ÓÌÏŒ x; y, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f(x) = y, ÍÙ ÓÒÁŒÎÉŒÁÅÍ x Ó ÕÖÅ ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ŒÈÏÄÁ (ŒÎÁÞÁÌÅ ÏÎÁ ÐÕÓÔÁ). åÓÌÉ ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ŒÈÏÄÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ x, ÔÏ ÍÙ ÎÅ ÄÅÌÁ- ÅÍ ÎÉÞÅÇÏ (É ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÐÏÒÏÖÄÁÔØ ÐÁÒÙ ÓÌÏŒ). åÓÌÉ ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó x, ÔÏ ÍÙ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÍÓÑ É ŒÙÄÁčÍ ÎÁ ŒÈÏÄ y. åÓÌÉ ÖÅ ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎ- ÎÙÍ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏŒÁ x, ÔÏ ÍÙ ÞÉÔÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÂÉÔ ŒÈÏÄÁ É ÐÏŒÔÏÒÑÅÍ ÓÒÁŒÎÅÎÉÅ | ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÍÙ ÎÅ ÐÒÏÞÔčÍ ÎÁ ŒÈÏÄÅ ÌÉÂÏ ÓÁÍÏ ÓÌÏŒÏ x (Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ M ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ Ó ŒÙÈÏÄÏÍ y), ÌÉÂÏ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÓÌÏŒÏ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏŒÁ x. îÁ ÜÔÏÍ ÏÂÒÁÂÏÔËÁ ÐÁÒÙ ⟨x; y⟩ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ, É ÍÙ ÖÄčÍ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÁÒÙ.

ëÁË ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ? œÎÁÞÁÌÅ ÎÁ ŒÈÏÄÅ ÎÅ ÐÒÏÞÉÔÁÎÏ ÎÉÞÅÇÏ. ëÏÇÄÁ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒŒÁÑ ÐÁÒÁ ⟨x; y⟩, ÍÙ ÓÍÏÔÒÉÍ, ÐÕÓÔÏ ÌÉ x. åÓÌÉ ÄÁ, ÔÏ (ÔÁË ÎÉÞÅÇÏ É ÎÅ ÐÒÏÞÔÑ ÎÁ ŒÈÏÄÅ) ÐÅÞÁÔÁÅÍ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ y É ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÍÓÑ. åÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ ÞÉÔÁÅÍ ŒÈÏÄ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÌÉÂÏ ÎÅ ÐÒÏÞÔčÍ ŒÓč x, ÌÉÂÏ ÎÅ ÏÔËÌÏÎÉÍÓÑ ÏÔ x (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÞÔčÍ ËÕÓÏË ŒÈÏÄÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏŒÁ x). œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÐÅÞÁÔÁÅÍ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ y É ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÍÓÑ, ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÍ ÏÂÒÁÂÏÔËÕ ÐÁÒÙ ⟨x; y⟩ É ÖÄčÍ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÐÁÒÙ.

æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÙÐÏÌÎÅÎ ÐÏÓÌÅ ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÁÒ, ÔÁËÏŒ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÕÀ ÞÁÓÔØ ŒÈÏÄÁ ÞÅÒÅÚ r): ÌÉÂÏ

(1) f(r) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÍÁÛÉÎÁ ÚÁËÏÎÞÉÌÁ ÒÁÂÏÔÕ É ŒÙÄÁÌÁ ÎÁ ŒÙÈÏÄ f(r), ÌÉÂÏ (2) r ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏŒÁ x ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÊ ÉÚ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÎÙÈ ÐÁÒ ⟨x; y⟩, ÎÏ ŒÓÑ- ËÏÅ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÎÁÞÁÌÏ r^′ ÓÌÏŒÁ r ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ ÎÁÞÁÌÏÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ. (óÏÂÓÔŒÅÎÎÏÅ ÎÁÞÁÌÏ | ÜÔÏ ÎÁÞÁÌÏ, ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÅ ÓÏ ŒÓÅÍ ÓÌÏŒÏÍ.)

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÜÔÏÔ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔ, ÌÅÇËÏ ÚÁŒÅÒÛÉÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÐÒÏŒÅÒËÕ, ÎÏ ÍÙ ŒÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÐÏÄÞÅÒËÎčÍ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÉÄÅÀ: ÅÓÌÉ ÍÙ ÕÖÅ ÐÒÏÞÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ r, É ŒÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÓÌÏŒÁ r, ÔÏ ÚÁŒÅÄÏÍÏ f(r) ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, É ÐÏÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÂÉÔ ŒÈÏÄÁ, ÎÅ ÏÐÁÓÁÑÓØ ÐÒÏÞÅÓÔØ ÌÉÛÎÅÅ. ▷

æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÔÁ ÖÅ ÍÏÄÅÌØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÉÓÁÎÁ Œ ÂÏÌÅÅ ÐÒÉŒÙÞÎÙÈ ÄÌÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÓÔÏŒ ÔÅÒÍÉÎÁÈ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÓÅÂÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

b := NextBit

ðÒÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ÜÔÏÇÏ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ ÒÁÂÏÔÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÐÒÉÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ, ÎÁ ÜËÒÁÎÅ ÐÏÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÎÁÄÐÉÓØ ĂœŒÅÄÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÂÉÔĄ. ëÏÇÄÁ ËÌÉÅÎÔ ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔ (ÓËÁÖÅÍ, ÎÁÖÁŒ ËÌÁŒÉÛÕ Ă0Ą ÉÌÉ Ă1Ą), ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÂÉÔ ÐÏÍÅÝÁÅÔÓÑ Œ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ b, É ÒÁÂÏÔÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÐÒÏ- ÄÏÌÖÁÅÔÓÑ.

ëÁÖÄÏÊ ÔÁËÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ: Åč ÁÒÇÕÍÅÎÔ x ÂÉÔ ÚÁ ÂÉÔÏÍ ÓÏÏÂÝÁ- ÅÔÓÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ Œ ÏÔŒÅÔ ÎÁ Åč ÚÁÐÒÏÓÙ; ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏ y, ÅÓÌÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÎÁÐÅÞÁÔÁÌÁ y É ÏÓÔÁÎÏŒÉÌÁÓØ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÚÁÐÒÏÓÉŒ ŒÓÅ ÂÉÔÙ ÓÌÏŒÁ x É ÔÏÌØËÏ ÉÈ. (åÓÌÉ ÏÎÁ ÚÁÐÒÏÓÉÌÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÂÉÔ, ÐÒÏÞÔÑ ŒÓč ÓÌÏŒÏ x, ÉÌÉ ÎÅÄÏÕÚÎÁÌÁ ÂÉÔÙ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ, ÔÏ x ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ.)

áÄÁÐÔÉÒÕÑ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÅ ŒÙÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÉÅ ÔÁËÉÍ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁÍ | ÜÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. (óÄŒÉÇ ÇÏÌÏŒËÉ ÎÁ ŒÈÏÄÎÏÊ ÌÅÎÔÅ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÚÁÐÒÏÓÕ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÂÉÔÁ.)

4.4.2. ðÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ

[prefix-nonblocking] åÓÔØ É ÄÒÕÇÁÑ, ÂÏÌÅÅ ÐÒÉŒÙÞÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÊ ÓŒÏÊ ŒÈÏÄ ÂÉÔ ÚÁ ÂÉÔÏÍ (ÐÒÉÞčÍ ËÏÎÅÃ ŒÈÏÄÁ ÎÉËÁË ÎÅ ÏÔÍÅÞÁÅÔÓÑ). âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ËÌÉÅÎÔ ÎÁÂÉÒÁÅÔ ŒÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÎÅ ÄÏÖÉÄÁÑÓØ ÚÁÐÒÏÓÏŒ, ÎÁÖÉÍÁÑ ÎÁ ËÌÁŒÉÁÔÕÒÅ ËÌÁŒÉÛÉ Ă0Ą É Ă1Ą (É ÎÉËÁË ÎÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÑ ËÏÎÅÃ ŒÈÏÄÁ). îÁÖÁÔÙÅ ÉÍ ËÌÁŒÉÛÉ ÚÁÐÏÍÉÎÁÀÔÓÑ É ÐÏÓÔÕÐÁÀÔ Œ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÐÏ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÀ.

ïÞÅÒÅÄÎÏÊ ÂÉÔ ÞÉÔÁÅÔÓÑ ËÏÍÁÎÄÏÊ

b := NextBit

ðÏÍÉÍÏ ÎÅč, ÅÓÔØ ËÏÍÁÎÄÁ b := NextExists

ïÎÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉ Œ ÏÞÅÒÅÄÉ ÎÁÖÁÔÙÈ ËÌÁŒÉÛ ÅÝč ÎÅ ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÁÑ. óÌÅÄÕÅÔ ÕÔÏÞÎÉÔØ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÉ ËÏÍÁÎÄÙ NextBit ÏÞÅÒÅÄØ ÎÁÖÁÔÙÈ ËÌÁŒÉÛ ÐÕÓÔÁ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÅÄčÔ Ë ÁŒÁÒÉÉ, Á ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÒÁ- ÂÏÔÁ ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÐÒÉÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÄÏ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÂÉÔÁ (ÎÁÖÁÔÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ËÌÁŒÉÛÉ). ëÁËÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ŒÙÂÒÁÔØ, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÖÎÏ ÄÏÖÉ- ÄÁÔØÓÑ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ŒÈÏÄÎÏÇÏ ÂÉÔÁ, ÐÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÅÇÏ ÞÉÔÁÔØ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÞÔÏ-ÔÏ ŒÒÏÄÅ

while not NextExists do {nothing}; b:=NextBit

ðÒÏÇÒÁÍÍÉÓÔÙ ÂÙ ÎÁÚŒÁÌÉ ÏÐÉÓÙŒÁÅÍÙÊ Œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÄÏÓÔÕÐÁ Ë ŒÈÏÄÕ ĂÎÅÂÌÏ- ËÉÒÕÀÝÉÍĄ ÞÔÅÎÉÅÍ Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÒÁÎÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ ĂÂÌÏËÉÒÕÀÝÅÇÏĄ. îÅÂÌÏËÉÒÕÀÝÅÅ ÞÔÅÎÉÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØ ŒÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÒÁÂÏÔÕ, ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÓÌÅÄÑ ÚÁ ŒÈÏ- ÄÏÍ É ÏÖÉÄÁÑ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÔÁÍ ÎÏŒÏÇÏ ÓÉÍŒÏÌÁ.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÏÞÅŒÉÄÎÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ: ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ŒÙÈÏÄ ÔÅÐÅÒØ ÚÁŒÉÓÉÔ ÎÅ ÔÏÌØ- ËÏ ÏÔ ŒÈÏÄÎÙÈ ÂÉÔÏŒ, ÎÏ ÔÁËÖÅ É ÏÔ ÍÏÍÅÎÔÁ, Œ ËÏÔÏÒÙÊ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ÐÏÄÁÎÙ ÎÁ ŒÈÏÄ.

îÁÚÏŒčÍ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅč ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÍÏÍÅÎÔÏŒ ÎÁÖÁÔÉÑ ËÌÁŒÉÛ: ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ŒÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÌÉÂÏ ÒÁÂÏÔÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÅ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ, Œ ËÁËÉÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ÅÇÏ ÎÉ ÐÏÄÁŒÁÊ, ÌÉÂÏ ŒÓÅÇÄÁ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ.

ëÁÖÄÏÊ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ŒÙÈÏÄÁ ÏÔ ŒÈÏÄÁ).

Theorem 45. [prefix-correct-programs] (Á) üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅ- ÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ. (Â) ìÀÂÁÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÁÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ.

◁ (Á) œÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÞÅŒÉÄÎÁ: ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÁÑ Åč Œ ÏÐÉ- ÓÁÎÎÏÍ ÒÅÖÉÍÅ (ŒÈÏÄ ÐÏÄÁčÔÓÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ), ÔÏ ÅÓÔØ É ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ, ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÁÑ Åč Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ. ðÒÏŒÅÒÉÍ ÐÒÅÆÉËÓÎÕÀ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ (ÒÁÚÄÅÌ 4.3) ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÄÏ- ËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÏÒÒÅËÔÎÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ŒÙÄÁčÔ ŒÙÈÏÄ y ÎÁ ŒÈÏÄÅ x, ÔÏ ÏÎÁ ÄÁčÔ ÔÏÔ ÖÅ ŒÙÈÏÄ É ÄÌÑ ŒÈÏÄÁ x^′, ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ŒÈÏÄÁ x. üÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ÐÒÏÓÌÅÄÉÍ ÚÁ

ÒÁÂÏÔÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÁ ŒÈÏÄÅ x. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÏÎÁ ÎÁÐÅÞÁÔÁÅÔ y É ÏÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ. œ ÓÁÍÙÊ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ÍÁÛÉÎÁ ÕÖÅ ŒÓč ÓÄÅÌÁÌÁ É ÓÏÂÉÒÁÅÔÓÑ ÏÓÔÁÎÏŒÉÔØÓÑ, ÄÏÂÁ- ŒÉÍ Ë ŒÈÏÄÕ x ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÊ ÄÏ x^′ ËÕÓÏË. üÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÐÏŒÌÉÑÅÔ ÎÁ ÒÁÂÏÔÕ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ, É ÏÎÁ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÎÁÐÅÞÁÔÁÅÔ y ÐÒÉ ŒÈÏÄÅ x^′. œ ÓÉÌÕ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ÐÅÞÁÔÁÔØ ÓÌÏŒÏ y ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÄÒÕÇÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ÍÏÍÅÎÔÏŒ ÎÁÖÁÔÉÑ ËÌÁŒÉÛ ÄÌÑ ÂÕËŒ ÉÚ x^′.

(úÁÍÅÞÁÎÉÅ Œ ÓËÏÂËÁÈ: ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÓÐÅÛËÁ ÔÕÔ ÎÕÖÎÁ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ, ŒÅÄØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÖÁÔØ ÏÓÔÁŒÛÉÅÓÑ ËÌÁŒÉÛÉ É ÐÏÓÌÅ ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÑ ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÚÁÐÒÅÝÁÅÔ.)

(Â) ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏ- ÓÔÒÏÉÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ. ðÕÓÔØ f | ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ.

ëÏÒÒÅËÔÎÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÎÁ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔ f ËÏ ŒÓÅÍ ÓÌÏŒÁÍ, Á ÔÁËÖÅ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔ, ÎÅ ÐÏÓÔÕÐÉÌ ÌÉ ÎÁ ŒÈÏÄ ÎÏŒÙÊ ÓÉÍŒÏÌ (É ÞÉÔÁÅÔ ÅÇÏ). åÓÌÉ ŒÙÑÓÎÉÔÓÑ, ÞÔÏ f(x) = y ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ x É y, ÐÒÉÞčÍ ÔÅËÕÝÅÅ ÓÌÏŒÏ ÎÁ ŒÈÏÄÅ ÒÁŒÎÏ x ÉÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÀ ÓÌÏŒÁ x, ÔÏ ÎÁ ŒÙÈÏÄ ŒÙÄÁčÔÓÑ y É ÒÁÂÏÔÁ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔÓÑ.

åÓÌÉ f(x) = y, ÔÏ ÜÔÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ŒÙÄÁÓÔ y, Œ ËÁËÉÅ ÍÏÍÅÎÔÙ ÎÅ ÐÏÄÁŒÁÊ ÂÉÔÙ ÓÌÏŒÁ x ÎÁ ŒÈÏÄ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÐÏÄÏÖÄÁÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏÌÇÏ, ÔÏ ÓÌÏŒÏ x ÂÕÄÅÔ ÐÏÄÁÎÏ ÃÅ- ÌÉËÏÍ, Á ÍÏÄÅÌÉÒÏŒÁÎÉÅ f(x) ÚÁŒÅÒÛÉÔÓÑ. œ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÍÁÛÉÎÁ ÏÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ É ŒÙÄÁÓÔ y, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ ÏÓÔÁÎÏŒÉÌÁÓØ ÒÁÎØÛÅ. á ÒÁÎØÛÅ ÏÎÁ ÍÏÇÌÁ ÏÓÔÁÎÏŒÉÔØÓÑ, ÅÓÌÉ f(x^′) ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÍ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ x^′ ŒÈÏÄÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÜÔÏ ÎÁÞÁÌÏ x^′ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏ Ó x (ÏÄÎÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓÌÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ) É f(x^′) = y, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÁ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ÏÔŒÅÔ ÜÔÏ ÎÅ ÐÏŒÌÉÑÅÔ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ f(x) ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, Á ÆÕÎËÃÉÑ f ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÁ, ÔÏ f(x^′) ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÎÁÞÁÌ ÓÌÏŒÁ x, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁÂÏÔÁ ÍÁÛÉÎÙ ÎÅ ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ. ▷ üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ ÍÁÛÉÎÁÍ Ó ÎÅÂÌÏËÉÒÕÀÝÉÍ ÞÔÅÎÉÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÏÔÉŒÉÒÕÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

68 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÝÉÊ ÌÀÂÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ p ÏÐÉÓÁÎ- ÎÏÇÏ ŒÉÄÁ (Ó ËÏÍÁÎÄÁÍÉ NextBit É NextExists) Œ ÄÒÕÇÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ p^′ ÔÏÇÏ ÖÅ ŒÉÄÁ, ÐÒÉÞčÍ p^′ ŒÓÅÇÄÁ ËÏÒÒÅËÔÎÁ É ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ ÔÕ ÖÅ ÆÕÎËÃÉÀ, ÞÔÏ É p, ÅÓÌÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ p ËÏÒÒÅËÔÎÁ. [õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 45 Œ ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ.]

69 (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ.) äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ p ÐÒÏŒÅÒÑÌ ÂÙ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ. [õËÁÚÁÎÉÅ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍ ÄÌÑ ÔÅÏÒÉÉ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÐÏÓÏÂÏÍ: ÓŒÅÄÅÎÉÅÍ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ. óÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [77].]

4.4.3. îÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ

[prefix-sd-continuous] óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÄÒÕÇÁÑ, ÂÏÌÅÅ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÁÑ ÍÏÔÉŒÉÒÏŒËÁ ÐÏÎÑ- ÔÉÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ïÎÁ ÉÓÈÏÄÉÔ ÉÚ ÏÂÝÅÊ ÓÈÅÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏ- ÓÔÉ ÄÌÑ ÏÂSSÅËÔÏŒ ŒÙÓÛÉÈ ÔÉÐÏŒ, ÎÏ ÍÙ ÉÚÌÏÖÉÍ Åč ÐÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ (ÕÖÅ É ÔÁË ÜÔÏÔ ÒÁÚÄÅÌ | ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÎÙÊ ÄÏÔÏÛÎÙÍ ÞÉÔÁÔÅÌÑÍ! | ÞÒÅÚÍÅÒÎÏ ÓËÕÞÅÎ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ � ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ: � = � ∪ �. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ (ËÏÎÅÞÎÏÇÏ) ÓÌÏŒÁ x ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ �_x ÅÇÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ

É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ. œŒÅÄčÍ ÎÁ � ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ x ⩽ y, ÅÓÌÉ y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ x.

œŒÅÄčÍ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ � ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ, ÓÞÉÔÁÑ ÂÁÚÏŒÙÍÉ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ �_x (ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÉÄÁ �_x). ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÔÏÐÏÌÏÇÉÑ (ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÏÔÄÅÌÉÍÏÓÔÉ).

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ (ÐÏÞÔÉ ÏÞÅŒÉÄÎÙÊ) ÆÁËÔ:

Theorem 46. íÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ � ÏÔËÒÙÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÄŒÕÍÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

(1) ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÄŒÏÉÞÎÙÍ ÓÌÏŒÏÍ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÅÇÏ (ËÏÎÅÞÎÙÅ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÙÅ) ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ;

(2) ÅÓÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ A, ÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ Åč ËÏÎÅÞÎÏÅ ÎÁÞÁÌÏ ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ A.

◁ ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÂÁÚÏŒÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ (1) É (2). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ A ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÜÔÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÔÏ ÏÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ �_x ÐÏ ŒÓÅÍ (ËÏÎÅÞÎÙÍ) ÓÌÏŒÁÍ x, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍ A. ▷

ôÅÐÅÒØ ŒŒÅÄčÍ ÔÏÐÏÌÏÇÉÀ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ N_⊥ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÄÏÂÁŒÌÅÎÎÙÍ Ë ÎÅÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ⊥ (ÎÅÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÓÔØ). îÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÔÁËÖÅ ÐÏÌÅÚÎÏ ŒŒÅÓÔÉ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÐÏÒÑÄÏË, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ⊥ ÍÅÎØÛÅ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, Á ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ ÏÎÉ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙ (ÒÉÓ. 11).

òÉÓ. 11. ôÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ N_⊥ [n-bottom]

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÔËÒÙÔÙÍÉ ÌÀÂÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ⊥, Á ÔÁËÖÅ ŒÓč ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ N ∪ {⊥}. (ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÁËÓÉÏÍÙ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÙ- ÐÏÌÎÅÎÙ; ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÜÔÏ ÔÁËÖÅ ÎÅÏÔÄÅÌÉÍÏ.)

þÁÓÔÉÞÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ � Œ N ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÍ Ó ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ ŒÉÄÁ � → N_⊥ , ÏÐÒÅ- ÄÅÌčÎÎÙÍÉ ÎÁ ŒÓčÍ � (ÚÎÁÞÅÎÉÅ ⊥ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÆÕÎËÃÉÉ). ìÅÇËÏ ÏÐÉÓÁÔØ ËÌÁÓÓ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÔËÒÙÔ):

Theorem 47. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : � → N_⊥ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÄŒÁ ÕÓÌÏŒÉÑ:

(1) F ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ (ÅÓÌÉ x ⩽ y, ÔÏ F (x) ⩽ F (y) Œ ÓÍÙÓÌÅ ŒŒÅÄčÎÎÙÈ ÎÁ � É N_⊥ ÐÏÒÑÄËÏŒ); (2) åÓÌÉ F (x) ≠ ⊥ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x, ÔÏ F (x^′) ≠ ⊥ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ x^′ ⩽ x.

◁ ðÕÓÔØ F ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. ðÒÏŒÅÒÉÍ ÕÓÌÏŒÉÅ (1). ðÕÓÔØ x ⩽ y. åÓÌÉ F (x) ⩽̸ F (y), ÔÏ F (x) ÅÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (Á ÎÅ ⊥) É F (x) ≠ F (y). ôÏÇÄÁ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {F (x)} ÓÏÄÅÒÖÉÔ x, ÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ y É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ.

ðÒÏŒÅÒÉÍ ÕÓÌÏŒÉÅ (2). åÓÌÉ F (x) ≠ ⊥ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x, ÔÏ ÏÔËÒÙÔÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {F (x)} ÓÏÄÅÒÖÉÔ x É ÐÏÔÏÍÕ ÄÏÌÖÅÎ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÎÁÞÁÌÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ F ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ (1) É (2), ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔËÒÙÔ (ÐÒÏÏÂÒÁÚ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÔËÒÙÔ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÎÁÔÕ- ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÕÓÌÏŒÉÑ (1) É (2) ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅ- ÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÑÍÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x^′ ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌÏ x É F (x^′) ≠ ⊥, ÔÏ F (x^′) = F (x) Œ ÓÉÌÕ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ.) ▷

ó ËÁÖÄÙÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ F : � → N_⊥ ÓŒÑÖÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ �_F ŒÓÅÈ ÐÁÒ ⟨x; n⟩ ∈ � × N, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ F (x) = n. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ �_F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÞÁ- ÓÔØÀ ÇÒÁÆÉËÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ F (ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ x É ÎÅ ÒÁÚÒÅÛÁÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ⊥ ÂÙÔØ ŒÔÏÒÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÐÁÒÙ.)

Theorem 48. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ F → �_F ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ � → N_⊥ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ A ⊂ � × N, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÍÉ ÄŒÕÍÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

(1) ⟨x; n⟩ ∈ A; x ⩽ y ⇒ ⟨y; n⟩ ∈ A; (2) ⟨x; n⟩ ∈ A; ⟨x; m⟩ ∈ A ⇒ m = n.

◁ ðÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ. åÓÌÉ F (x) = n ∈ N, ÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (1) ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ F (y) = n ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ y, ÐÒÏÄÏÌÖÁÀÝÅÇÏ x. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅ (1) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ �_F . œÙÐÏÌÎÅÎÏ É ÕÓÌÏŒÉÅ (2), ÐÏÓËÏÌØËÕ F (x) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁŒÎÏ ÄŒÕÍ ÒÁÚÎÙÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ F ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ �_F ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ (1) É (2).

ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �_F ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ F : ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ F (x) ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ x, ÍÙ ÉÝÅÍ ÐÁÒÕ ⟨x; n⟩ ∈ �_F . åÓÌÉ ÔÁËÏÊ ÐÁÒÙ ÎÅÔ, ÔÏ F (x) = ⊥. äÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ x ÚÎÁÞÅÎÉÅ F (x) ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ (1) É (2), ÒÁŒÎÏ �_F ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ F . œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ F (x) ÐÒÉ ËÏÎÅÞÎÏÍ x ËÁË ÔÏ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ⟨x; n⟩ ∈ A (ÓŒÏÊÓÔŒÏ (2) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÓÔØ) ÉÌÉ ËÁË ⊥, ÅÓÌÉ ÔÁ- ËÏÇÏ n ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. óŒÏÊÓÔŒÏ (1) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÆÕÎËÃÉÑ (ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏŒÁÈ) ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ Åč ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÌÏŒÁÈ. äÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ x ∈ � ÐÏÌÏÖÉÍ F (x) ÒÁŒÎÙÍ F (x^′), ÅÓÌÉ ÎÁÊÄčÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ x^′ ⩽ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ F (x^′) ≠ ⊥; ÅÓÌÉ ÔÁËÏÇÏ x^′ ÎÅ ÎÁÊÄčÔÓÑ, ÔÏ F (x) = ⊥. ëÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ F (x) ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ x^′ ⩽ x) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔÓÑ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ (1). ïÞÅ- ŒÉÄÎÏ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÆÕÎËÃÉÑ F ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ (1) É (2) ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÁ. óÔÏÌØ ÖÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ �_F = A. ▷

ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ (1) É (2) ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ A ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÇÒÁÆÉË ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ � → N_⊥ É ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ.

îÁÚÏŒčÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ F : � → N_⊥ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ �_F ÐÅÒÅ- ÞÉÓÌÉÍÏ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÉÚ � Œ N. (þÁÓÔÉÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÉÚ � Œ N ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Åč ÇÒÁÆÉË ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍ.) ðÏÜÔÏÍÕ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÔÉÐÁ � → N_⊥ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ŒÙ- ÞÉÓÌÉÍÙÍ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ, ÞÔÏ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÅÝÁÎÎÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÏÔÉŒÉÒÏŒËÏÊ ÐÏÎÑÔÉÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.

4.5. ïÓÎÏŒÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ

[prefix-eq] œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÍÅÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ | ÄŒÁ ŒÁÒÉÁÎÔÁ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ (KP Ó ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÏÐÉÓÁÎÉÑ É KP^′ Ó ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÍÉ), Á ÔÁËÖÅ ÍÉÎÕÓ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÒÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Œ ÃÅÐÏÞËÅ

− log m(x) ⩽ KP (x) ⩽ KP^′(x) ⩽ − log m(x)

(Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)). îÁÞÎčÍ Ó ÄŒÕÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ.

Theorem 49. [kp-kpprime] KP (x) ⩽ KP^′(x) + O(1):

◁ îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÂÙ ŒÓÑËÉÊ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÂÙÌ ÂÙ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË: ÅÓÌÉ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ D ÏÐÒÅÄÅ- ÌčÎ ÎÁ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÌÏŒÅ u, ÔÏ ÏÎ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÉ ÓÌÏŒÁ u (Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÎÁ ŒÓÅÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÈ É ÉÍÅÔØ ÔÏ ÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ).

ðÏÜÔÏÍÕ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ. ðÕÓÔØ D | ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÎÏŒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D^′. þÔÏÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉÔØ D^′(y), ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ D ËÏ ŒÓÅÍ ÎÁÞÁÌÁÍ ÓÌÏŒÁ y. ìÉÛØ ÏÄÎÏ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ D(y^′) (ÇÄÅ y^′ | ÎÁÞÁÌÏ ÓÌÏŒÁ y) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÍ (Œ ÓÉÌÕ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÏÓÔÉ). ëÁË ÔÏÌØËÏ ÔÁËÏÅ y^′ ÎÁÊÄčÔÓÑ, ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ D^′(y) ÒÁŒÎÙÍ D(y^′). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, D^′(y) = x ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ D(y^′) = x ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ y^′ ÓÌÏŒÁ y.

éÚ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ D^′ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ, ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÁ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ D. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D^′ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D. (îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D^′ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D, ÔÁË ËÁË ËÒÁÔÞÁÊÛÉÅ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÏÓÔÁÌÉÓØ ÔÅÍÉ ÖÅ ÓÁÍÙÍÉ.) ▷ íÏÖÎÏ ÐÙÔÁÔØÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÏ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ D ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D^′, ÓÕÚÉŒ D ÎÁ ĂÎÉÖÎÉÅ ÔÏÞËÉĄ ÓŒÏÅÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÏÖÉŒ D^′(y) = z, ÅÓÌÉ D(y) = z É D(y^′) ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÎÉ ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ y^′ ÓÌÏŒÁ y).

üÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Œ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÅ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÔÎÏ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍÕ ŒÙÛÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÀ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Œ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒ- ÒÅËÔÎÙÅ. îÏ ÔÕÔ ÍÙ ÓÔÁÌËÉŒÁÅÍÓÑ Ó ÐÒÏÂÌÅÍÏÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÏŒÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ (Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÅÖÎÅÇÏ) ÎÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ.

70 ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ. [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ A | ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ É ÐÏÔÏÍÕ ÉÍÅÀ- ÝÅÅ ÎÅÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ. ðÏÌÏÖÉÍ f(0^n11x) = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ n É ŒÓÅÈ x É f(0^n1x) = 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ∈ A É ŒÓÅÈ x.]

üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÎÅÂÌÏËÉÒÕÀÝÅÅ ÞÔÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÇÉÂËÉÍ ÓÒÅÄÓÔŒÏÍ, ÞÅÍ ÂÌÏËÉÒÕÀÝÅÅ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 4.4).

Theorem 50. [m-kp] − log m(x) ⩽ KP (x) + O(1):

◁ íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ − log m(x) ⩽ KP (x) + O(1) ÉÌÉ ÞÔÏ 2^{− KP (x)} ⩽ cm(x) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c. œ ÓÉÌÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÍÅÒÙ m ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ x → 2^{− KP (x)} ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÙ. (úÄÅÓØ, ÇÏŒÏÒÑ Ï ÐÏÌÕÍÅÒÁÈ, ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ, ŒÙÈÏÄÏÍ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ, ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 4.1.)

õËÁÖÅÍ ÜÔÕ ÐÏÌÕÍÅÒÕ, ÐÏÓÔÒÏÉŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ. ïÎÁ ÄÅÊ- ÓÔŒÕÅÔ ÔÁË: ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D (ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÊ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ KP ) ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ËÏ ŒÓÅÍ ÎÁÞÁÌÁÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏŒ b_0; b_1; b_2; : : : . ëÁË ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ

D(�); D(b_0); D(b_0b_1); D(b_0b_1b_2); : : :

ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ, ÅÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ É ÂÕÄÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÒÁÂÏÔÙ ÍÁÛÉÎÙ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÅ, ËÁËÏÅ ÉÍÅÎÎÏ ÉÚ ÚÁËÏÎÞÉŒÛÉÈÓÑ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÍÙ ŒÏÚØÍčÍ (ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ).

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ p ÓÌÏŒÁ x (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D). ôÏÇÄÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÓÌÏŒÁ x ËÁË ŒÙÈÏÄÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2^{−l(p)}. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÐÅÒŒÙÅ l(p) ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏŒ ÓÏŒÐÁÌÉ Ó p, ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ ÍÁÛÉÎÙ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏ ÒÁŒÅÎ x. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ x ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2^{−l(p)} = 2^{− KP (x)}, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. ▷

îÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÏÂÈÏÄÉÔÓÑ ÂÅÚ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÍÁ- ÛÉÎ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓŒÅÒÈÕ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎË- ÃÉÑ x → 2^{− KP (x)} ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ. ïÓÔÁčÔÓÑ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÐÏÞÔÉ ÏÞÅŒÉÄÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ:

Theorem 51. [prefix-coding-bound] ∑ x 2^{− KP (x)} ⩽ 1:

◁ œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ p_x | ËÒÁÔÞÁÊÛÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÄÌÑ ÓÌÏŒÁ x. ôÏÇÄÁ ÓÌÏŒÁ p_x É p_y ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙ (ÐÒÉ x ≠ y). ïÓÔÁčÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÁËÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÌÅÍÍÏÊ.

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ p_0; p_1; p_2; : : : | ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÅ ÓÌÏŒÁ (ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ). ôÏÇÄÁ ∑ i 2^{−l(pi)} ⩽ 1.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, 2^{−l(pi)} ÅÓÔØ (ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅŒÁ) ÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ �_{pi} ŒÓÅÈ (ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÙÈ) ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÌÏŒÁ p_i. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÏŒÁ p_i ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÈ ÐÒÏÄÏÌ- ÖÅÎÉÊ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ É ÐÏÔÏÍÕ ÍÅÒÙ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÉÔØ p_i Œ ÎÁÞÁÌÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÉÔÏŒ) Œ ÓÕÍÍÅ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ ÅÄÉÎÉÃÙ. ìÅÍÍÁ (Á Ó ÎÅÊ É ÔÅÏÒÅÍÁ 51) ÄÏËÁÚÁÎÁ. ▷

ëÓÔÁÔÉ, ÍÙ ÚÁÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ KP (x) ⩽ l(x) + O(1). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÔÁË, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ∑ x 2^{−l(x)}

ÂÙÌÁ ÂÙ ËÏÎÅÞÎÏÊ. á ÍÅÖÄÕ ÔÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÓÕÍÍÁ ÐÏ ŒÓÅÍ x ÄÌÉÎÙ n ÒÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ (ÉÂÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 2^n ÞÌÅÎÏŒ ÐÏ 2^{−n} ËÁÖÄÙÊ), É ÐÏÔÏÍÕ ÏÂÝÁÑ ÓÕÍÍÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ.

71 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÁÑ ÏÃÅÎËÁ KP (x) ⩽ l(x) + log l(x) + O(1) ÔÁËÖÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ KP (x) − l(x) − log l(x) ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ). [õËÁÚÁÎÉÅ. çÁÒÍÏÎÉÞÅ- ÓËÉÊ ÒÑÄ ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.]

ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÒÅÔØÅ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ:

Theorem 52. [kpprime-m]

KP^′(x) ⩽ − log m(x) + O(1):

◁ ðÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ŒÎÁÞÁÌÅ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ ÉÄÅÀ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. éÍÅÅÔÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÁ m(x). üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÕÚÎÁčÍ ŒÓč Â«ÏÌØÛÉÅ É Â«ÏÌØÛÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÓÎÉÚÕ ÄÌÑ m(x). âÏÌØÛÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ m(x) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÌÑ ÎÁÓ, ÞÔÏ KP^′(x) ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÍÁ- ÌÙÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÐÒÅÄÕÓÍÏÔÒÅÔØ ÄÌÑ x ËÏÒÏÔËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ p. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÍÉ. îÅÓÒÁŒÎÉÍÏÓÔØ ÏÐÉÓÁÎÉÊ p_1 É p_2 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ I_{p1} É I_{p2} ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ. (îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÒÅÚÏË I_p | ÎÅ ÓÞÉÔÁÑ ËÏÎÃÏŒ | ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÉÓÅÌ, ÄŒÏÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ ÓÌÏŒÏ p.) ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ l(p) ⩽ − log_2 m(x) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ËÁË 2^{−l(p)} ⩾ m(x): ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ I_p ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ m(x).

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁÛÕ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË: ËÁÖÄÏÍÕ ÏÂSSÅËÔÕ x ÎÕÖÎÏ ŒÙ- ÄÅÌÉÔØ ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÍÅÎÅÅ m(x), ÐÒÉÞčÍ ÏÔÒÅÚËÉ, ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÒÁÚÎÙÍ ÏÂSSÅËÔÁÍ, ÎÅ ÄÏÌÖÎÙ ÐÅÒÅËÒÙŒÁÔØÓÑ.

óËÁÚÁÎÎÏÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÕÔÏÞÎÅÎÉÊ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ŒÙÄÅÌÑÔØ ÏÔÒÅÚËÉ ÄÌÉÎÏÊ ÎÅ m(x), Á "m(x) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ " (ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ Œ ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÅ). œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÎÕÖÎÙ ÎÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ, Á ÔÏÌØËÏ ĂÒÅÇÕÌÑÒ- ÎÙÅĄ (ÐÏÌÏŒÉÎËÉ, ÞÅÔŒÅÒÔÉÎËÉ É ÄÒÕÇÉÅ ÏÔÒÅÚËÉ ŒÉÄÁ I_p). îÏ Ó ÕÞčÔÏÍ ÐÅÒŒÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË ŒÁÖÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ ÏÔÒÅÚÏË (ÎÅ ŒÙÈÏÄÑÝÉÊ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1]) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÔÒÏÇÏ ŒÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÊ ÐÏÄÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÏÊ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÔŒÅÒÔÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ ÐÏÞÔÉ Ë ÔÏÊ ÖÅ ÚÁÄÁÞÅ, ÞÔÏ ÂÙÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÁ Œ ÒÁÚÄÅ- ÌÅ 4.1. ë ÎÁÍ ÐÒÉÈÏÄÑÔ ËÌÉÅÎÔÙ Ó ÐÒÏÓØÂÁÍÉ ŒÙÄÅÌÉÔØ ÉÍ ÍÅÓÔÏ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1]. ðÏ-ÐÒÅÖ- ÎÅÍÕ ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÚÁÐÒÏÓÏŒ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÙ É ËÌÉÅÎÔÙ ÓÏÏÂÝÁÀÔ ÓŒÏÉ ÚÁÐÒÏÓÙ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ (ŒÒÅÍÑ ÏÔ ŒÒÅÍÅÎÉ ÍÅÎÑÑ ÉÈ Œ ÓÔÏÒÏÎÕ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÑ). ôÅÐÅÒØ, ÏÄÎÁËÏ, ËÌÉÅÎ- ÔÁÍ ŒÁÖÎÁ ÎÅ ÏÂÝÁÑ ÄÌÉÎÁ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÄÌÑ ÎÉÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ, Á ÄÌÉÎÁ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÕÞÁÓÔËÁ,

ÞÔÏ ÕÓÌÏÖÎÑÅÔ ÚÁÄÁÞÕ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÍÐÅÎÓÁÃÉÉ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÐÒÁŒÏ ŒÙÄÅÌÑÔØ ÍÅÓÔÏ Ó ÎÅËÏ- ÔÏÒÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ (ÕÒÅÚÁÔØ ŒÓÅ ÚÁÐÒÏÓÙ Œ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ). îÏ ÜÔÏ ÎÁÍ ÎÅ ÐÏÍÏÖÅÔ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÉ ÚÁÐÒÏÓÁ ÏÔŒÏÄÉÔØ ÎÏŒÙÊ ÕÞÁÓÔÏË | ÐÒÉ ÔÁËÏÊ ÓÔÒÁ- ÔÅÇÉÉ ÎÉËÁËÏÇÏ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÎÅ ÈŒÁÔÉÔ. òÅÛÅÎÉÅ ÐÒÏÂÌÅÍÙ: ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÏŒÙÊ ÚÁÐÒÏÓ (ŒÙÄÅÌÑÑ ÎÏŒÙÊ ÏÔÒÅÚÏË) ÔÏÌØËÏ, ËÏÇÄÁ ÚÁÐÒÏÓ ÕŒÅÌÉÞÉÌÓÑ ŒÄŒÏÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÝÁÑ ÓÕÍÍÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÚÁÐÒÏÓÏŒ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ŒÄŒÏÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÚÁÐÒÏÓ (ŒÅÄØ ÓÕÍÍÁ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ 2 ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÕÄŒÏÅÎÎÏÇÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÞÌÅÎÁ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.

üÔÕ ÓÈÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÄÏŒÅÓÔÉ ÄÏ ŒÐÏÌÎÅ ÓÔÒÏÇÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. íÙ, ÏÄÎÁËÏ, ÉÚÌÏÖÉÍ ÎÅÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ïÎÏ ÏÓÎÏŒÁÎÏ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ĂÌÅÍÍÅ Ï ÛÔÏÒÁÈĄ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÞÁÓÔÏ ÌÅÍÍÏÊ ëÒÁÆÔÁ { þÅÊÔÉÎÁ (ÓÍ. [6]). (ïÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÌÅÍÍÙ ëÒÁÆÔÁ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÓÍ. Ó. 185).

ìÅÍÍÁ. [kraft-chaitin] ðÕÓÔØ l_0; l_1; l_2; : : : | ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕ- ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ∑ i 2^{−li} ⩽ 1:

ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ x_0; x_1; x_2; : : : , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ l(x_i) = l_i.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ Œ ÌÅÍÍÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÎÅÓÒÁŒÎÉ- ÍÙÈ ÓÌÏŒ x_i Ó ÄÌÉÎÁÍÉ l_i, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÔÒÅÚËÉ I_{xi} ÎÅ ÐÅÒÅËÒÙŒÁÀÔÓÑ É ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÙ ËÁË ÒÁÚ 2^{−li} . ìÅÍÍÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ.

îÁÇÌÑÄÎÏ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÌÅÍÍÕ ÔÁË. åÓÔØ ÏËÎÏ ÛÉÒÉÎÏÊ 1 (ÏÔÒÅÚÏË [0; 1]). îÁÍ ÐÒÉÎÏÓÑÔ ÏÄÎÕ ÚÁ ÄÒÕÇÏÊ ÛÔÏÒÙ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÍÙ ÚÁÎÁŒÅÛÉŒÁÅÍ ÏËÎÏ (ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÎÅ ÐÅÒÅ- ËÒÙŒÁÌÉÓØ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÛÔÏÒÙ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÛÉÒÉÎÕ 1; 1=2; 1=4; 1=8; : : : , É ŒÅÛÁÔØ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ËÕÄÁ ÕÇÏÄÎÏ, Á Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ. ûÔÏÒÕ ÒÁÚÍÅÒÁ 1 ÍÏÖÎÏ ÐÏŒÅÓÉÔØ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏ- ÂÏÍ. ûÔÏÒÕ ÒÁÚÍÅÒÁ 1=2 ÍÏÖÎÏ ŒÅÛÁÔØ ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ (ÚÁËÒÙŒ ÌÅŒÕÀ ÐÏÌÏŒÉÎÕ ÏËÎÁ ÉÌÉ ÚÁËÒÙŒ ÐÒÁŒÕÀ). äÌÑ ÛÔÏÒÙ ÒÁÚÍÅÒÁ 1=4 ÉÍÅÅÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ (ÞÅÔÙÒÅ ÞÅÔŒÅÒÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ), É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. œÙÂÏÒ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÛÔÏÒÙ ÛÉÒÉÎÏÊ 2^{−l} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ŒÙÂÏÒÕ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ l. ôÒÅÂÏŒÁÎÉÅ, ÞÔÏÂÙ ÛÔÏÒÙ ÎÅ ÐÅÒÅËÒÙŒÁÌÉÓØ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÍ ÓÌÏŒÁ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙ. îÁËÏÎÅÃ, ÕÓÌÏŒÉÅ ÌÅÍÍÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÛÉÒÉÎÁ ÛÔÏÒ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÛÉÒÉÎÙ ÏËÎÁ.

(âÏÌÅÅ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÁÑ ÍÅÔÁÆÏÒÁ: ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÁÍÑÔÉ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÃÅÓÓÁÍÉ; ËÁÖÄÙÊ ÐÒÏ- ÃÅÓÓ ÔÒÅÂÕÅÔ 1=2^k ÄÏÓÔÕÐÎÏÊ ÐÁÍÑÔÉ, É ÔÒÅÂÕÅÔ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÊ ÕÞÁÓÔÏË ÂÙÌ ŒÙÒÏŒÎÅÎ [aligned]; ÐÁÍÑÔØ ÎÅ ÏÓŒÏÂÏÖÄÁÅÔÓÑ; ÍÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÚÁÐÒÏÓÏŒ ÎÅ ÂÏÌØ- ÛÅ ÏÂÝÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÐÁÍÑÔÉ, ÔÏ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÉÔØ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÐÏÓÔÕÐÌÅÎÉÑ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ÄÁÌÅÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ.)

œÙÂÏÒ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÛÔÏÒÙ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÏ ÔÁËÏÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ: ÓŒÏÂÏÄÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÏËÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ĂŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ÛÔÏÒĄ, ÐÒÉÞčÍ ÒÁÚÍÅÒÙ ŒÓÅÈ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ÛÔÏÒ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. œÉÒÔÕÁÌØÎÁÑ ÛÔÏÒÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÅÓÔÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏËÁ ÓŒÏÂÏÄÎÏ, ÎÏ ÎÁ ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÐÏŒÅÓÉÔØ ÒÅÁÌØÎÕÀ ÛÔÏÒÕ ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÁ. (óŒÏÂÏÄÎÁÑ ÐÁÍÑÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÁ Œ ŒÉÄÅ ÓÐÉÓËÁ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ ŒÙÒÏŒÎÅÎÎÙÈ ÂÌÏËÏŒ ÒÁÚÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ.)

œÎÁÞÁÌÅ ÏËÎÏ ÓŒÏÂÏÄÎÏ, É ÅÓÔØ ÏÄÎÁ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÁÑ ÛÔÏÒÁ ÛÉÒÉÎÙ 1. ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÎÁÍ ÐÒÉÎÏÓÑÔ ÛÔÏÒÕ ÛÉÒÉÎÙ w. åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ÛÔÏÒ ÉÍÅÅÔÓÑ ÛÔÏÒÁ ÛÉÒÉÎÙ w, ÔÏ ŒÓč

ÐÒÏÓÔÏ: ÉÚÙÍÁÅÍ Åč ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ É ŒÅÛÁÅÍ ÎÁ Åč ÍÅÓÔÏ ÒÅÁÌØÎÕÀ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÓÒÅÄÉ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ÛÔÏÒ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÅÓÔØ ÛÔÏÒÁ ÛÉÒÉÎÙ ÂÏÌØÛÅ w. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÎÁÞÅ Œ ÎÁÂÏÒÅ ÂÙÌÉ ÂÙ ÔÏÌØËÏ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÅ ÛÔÏÒÙ w=2; w=4; : : :, É ÏÂÝÁÑ ÛÉÒÉ- ÎÁ ÓŒÏÂÏÄÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÂÙÌÁ ÂÙ ÍÅÎØÛÅ w. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÅ ÛÔÏÒÙ ÒÁÚÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ.)

éÔÁË, ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÁ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÁÑ ÛÔÏÒÁ ÛÉÒÉÎÙ w^′ > w. œÙÂÅ- ÒÅÍ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÛÔÏÒ ÓÁÍÕÀ ÕÚËÕÀ (ÐÏÄÏÂÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÐÒÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÁÍÑÔÉ ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ best fit). ïÔÒÅÖÅÍ ÏÔ ÎÅč ÓÌÅŒÁ ËÕÓÏË ÒÁÚÍÅÒÁ w, Á ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÒÅÖÅÍ ÎÁ ÞÁÓÔÉ w; 2w; 4w; : : : ; w^′=2 (ŒÅÄØ w + w + 2w + 4w + : : : + (w^′=2) = w^′). üÔÉ ÞÁÓÔÉ É ÂÕÄÕÔ ÎÏŒÙÍÉ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÍÉ ÛÔÏÒÁÍÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ w^′ ÂÙÌÏ ŒÙÂÒÁÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ, ÛÔÏÒ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞ- ÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ (ÏÔ w ÄÏ w^′=2) ÒÁÎØÛÅ ÎÅ ÂÙÌÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁÛÅ ÕÓÌÏŒÉÅ (ÔÒÅÂÕÀÝÅÅ, ÞÔÏÂÙ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÅ ÛÔÏÒÙ ÂÙÌÉ ÒÁÚÎÙÈ ÒÁÚÍÅÒÏŒ) ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

72 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÕ ÖÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ: ËÁÖÄÕÀ ÓÌÅÄÕ- ÀÝÕÀ ÛÔÏÒÕ ŒÅÛÁÅÍ ÎÁ ÓÁÍÏÅ ÌÅŒÏÅ ÉÚ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÍÅÓÔ. [õËÁÚÁÎÉÅ: ÏÐÉÓÁÎÎÁÑ Œ ÌÅÍÍÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÔÁËÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ: ÄÌÉÎÙ ŒÉÒÔÕÁÌØÎÙÈ ÛÔÏÒ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÔ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁ- ŒÏ.]

óÌÅÄÓÔŒÉÅ. ðÕÓÔØ l_i | ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÒÉÞčÍ ∑ i 2^{−li} ⩽ 1. ôÏÇÄÁ KP^′(i) ⩽ l_i + O(1).

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÅÍÍÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÕËÁÚÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÓÌÏŒ x_i ÄÌÉ- ÎÙ l_i. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D, ÐÏÌÏÖÉŒ D(x_i) = i. îÅÓÒÁŒÎÉÍÏÓÔØ ÓÌÏŒ x_i ÇÁÒÁÎÔÉ- ÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÍ. œÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x_i ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ D (ÉÍÅÑ ŒÈÏÄ x, ÍÙ ÓÒÁŒÎÉŒÁÅÍ ÅÇÏ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÓÏ ŒÓÅÍÉ x_i ÄÏ ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÑ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ŒÙÄÁčÍ ÎÁ ŒÙÈÏÄ i).

(úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÓŒÏÂÏÄÎÏ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ ÏÔ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ë ÓÌÏŒÁÍ, ÇÏŒÏÒÑ ÏÂ ÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ.)

œÅÒÎčÍÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ. íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ (ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ) ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÕ m. óÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÓÎÉÚÕ,

m(x) = lim_{i→∞} m(x; i);

ÇÄÅ m(x; i) | ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÐÏ i ÆÕÎËÃÉÑ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. ïËÒÕÇÌÉÍ m(x; i) Œ ÓÔÏÒÏÎÕ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÑ ÄÏ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄŒÏÊËÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÏ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ 1; 1=2; 1=4; 1=8; : : :), ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÕÌÉ ÏÓÔÁŒÌÑÅÍ ÎÕÌÑÍÉ. îÁÚÏŒčÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏËÒÕÇÌÅÎÉÑ m^′(x; i). ðÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ m^′ | ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, m^′(x; i) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ m(x; i), ÎÏ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ m(x; i) ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ŒÄŒÏÅ.

îÁÚÏŒčÍ ÐÁÒÕ ⟨x; i⟩ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ m^′(x; i) ÂÏÌØÛÅ m^′(x; i − 1) (ÉÌÉ ÅÓÌÉ i = 0 É m^′(x; 0) > 0). çÒÁÎÉÞÎÙÅ ÐÁÒÙ ÏÔÍÅÞÁÀÔ ÔÅ ÍÅÓÔÁ, ÇÄÅ ÚÁÐÒÏÓÙ m^′(x; i) ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÀÔÓÑ Ó ÒÏÓÔÏÍ i (ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ x).

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ m^′(x; i) ÐÏ ŒÓÅÍ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ÐÁÒÁÍ ⟨x; i⟩ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 4. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ m^′(x; i) ÐÏ ŒÓÅÍ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ i (ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ x) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 4m(x). á ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË. œ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÓÕÍÍÅ (ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ x) ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ŒÄŒÏÅ ÂÏÌØÛÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÓÑ ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÕÄŒÏÅÎÎÏÇÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÞÌÅÎÁ. á ÏÎ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ

ŒÄŒÏÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ m(x; i) ÄÌÑ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ i. œÓÐÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ m(x; i) ⩽ m(x), ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÁÑ ÎÁÓ ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 4m(x), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÐÁÒ ⟨x; i⟩ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏ ÐÁÒÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅ- ÒÉÔØ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÁ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ, ÐÏÓÍÏÔÒÅŒ ÎÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ m^′(x; i) É m^′(x; i − 1).

ðÅÒÅÎÕÍÅÒÏŒÁŒ ŒÓÅ ÐÁÒÙ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÐÏÒÑÄËÅ É ÏÔÏÂÒÁŒ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ, ÐÏÓÔÒÏÉÍ ŒÙÞÉ- ÓÌÉÍÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ⟨x_0; i_0⟩; ⟨x_1; i_1⟩; : : : ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ËÁÖÄÕÀ ÇÒÁÎÉÞÎÕÀ ÐÁÒÕ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ l_n, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÅÍ 2^{−ln} = m^′(x_n; i_n)=4:

ôÏÇÄÁ ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ ∑ n 2^{−ln} = (1=4) ∑ n m^′(x_n; i_n) ⩽ 1;

É ÐÏÔÏÍÕ KP^′(n) ⩽ l_n + O(1). ðÏÓËÏÌØËÕ x_n ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏ n, ÔÏ (ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ ÐÒÏ ÐÒÅÆÉËÓÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ)

KP^′(x_n) ⩽ KP^′(n) + O(1) ⩽ l_n + O(1) = − log m^′(x_n; i_n) + O(1):

äÁÎÎÏÅ ÓÌÏŒÏ x ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÒÅÄÉ x_n ÓÔÏÌØËÏ ÒÁÚ, ÓËÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÐÁÒ ŒÉÄÁ ⟨x; i⟩. åÓÌÉ ⟨x_n; i_n⟩ | ÇÒÁÎÉÞÎÁÑ ÐÁÒÁ Ó ÄÁÎÎÙÍ x É ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ i, ÔÏ m^′(x_n; i_n) ÂÏÌØÛÅ ÉÌÉ ÒÁŒÎÏ m(x; i) ÐÒÉ ŒÓÅÈ i (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏËÒÕÇÌÑÅÍ ÍÙ Œ ÓÔÏÒÏÎÕ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÑ, É ÂÏÌØÛÉÈ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÐÁÒ ÎÅÔ). ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ m^′(x_n; i_n) ⩾ m(x). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

KP^′(x) ⩽ − log m(x) + O(1);

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. ▷

éÔÁË, ÔÒÉ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ KP , KP^′ É − log m ÏÔÌÉ- ÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(1).

éÍÅÑ ÜÔÏ Œ ŒÉÄÕ, ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ KP É KP^′ (ËÒÏÍÅ ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÅŒ, ËÏÇÄÁ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÇÏÄÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ).

ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝč (ÜÔÏ ÎÁÍ ÐÒÉÇÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÒÁÚÄÅÌ 5.6), ÞÔÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÎÅÞÔÏ ÂÏÌØÛÅÅ:

Theorem 53. [prefix-explicit] ðÏ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ p_0; p_1; : : :, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ∑ i p_i ⩽ 1, ÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉ- ÓÁÎÉÑ D, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KP^′_D(i) ⩽ − log_2 p_i + 2.

(éÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÄÁÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÁÒ ⟨r; i⟩, Õ ËÏÔÏÒÙÈ r < p_i. ïÐÉÓÁÎÎÁÑ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ ÅÇÏ Œ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ Ó ÎÕÖÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ.)

4.6. óŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ

[prefix-pr] œÅÒÎčÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ Ë ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÐÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÎÅ- ËÏÔÏÒÙÅ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÎÁÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÙ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ (ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÐÏÌÕÍÅÒÙ).

òÑÄ ∑ 1=n^2, ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÓÈÏÄÉÔÓÑ. õÍÎÏÖÉŒ ÅÇÏ ÎÁ ÐÏÄÈÏÄÑÝÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÕ (Ó ÓÕÍÍÏÊ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ). ðÏÜÔÏÍÕ ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ n ÎÅ ÍÅÎØÛÅ c=n^2 ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ c, ÔÏ ÅÓÔØ

KP (n) ⩽ 2 log n + O(1):

ðÕÓÔØ x_n | ÓÌÏŒÏ ÎÏÍÅÒ n Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �; 0; 1; 00; 01; 10; 11; 000; : : :. ôÏÇÄÁ

KP (x_n) ⩽ KP (n) + O(1) ⩽ 2 log n + O(1) = 2l(x_n) + O(1)

(ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ x_n ÅÓÔØ ÄŒÏÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÞÉÓÌÁ n + 1 ÂÅÚ ÓÔÁÒÛÅÊ ÃÉÆÒÙ 1 É ÐÏÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ log n+O(1)). (óÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÓÌÕÞÁÊ n = 0 ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ ÂÙ ÒÁÚÂÉÒÁÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ 1=0^2 É log 0 ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÎÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÉÓÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ÏÞÅŒÉÄÎÙ.) ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÃÅÎËÁ KP (x) ⩽ 2l(x) + O(1).

þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÌÕÞÛÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁŒÛÕÀÓÑ ÎÁÍ ÎÁ Ó. 81), ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÏÌÅÅ ÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ ∑ 1 n log^2 n

(ÅÇÏ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÉÎÔÅÇÒÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÉÚÎÁËÁ ÓÈÏÄÉ- ÍÏÓÔÉ É ÉÎÔÅÇÒÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ). ïÎ ÄÁčÔ ÏÃÅÎËÕ KP (n) ⩽ log n + 2 log log n + O(1), ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÓÌÅ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÓÌÏŒÁÍ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ

KP (x) ⩽ l(x) + 2 log l(x) + O(1):

íÏÖÎÏ É ÄÁÌØÛÅ ÕÌÕÞÛÁÔØ ÏÃÅÎËÕ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅŒ ÒÑÄÙ ∑ 1=(n log n(log log n)^2), ∑ 1=(n log n log log n(log log log n)^2) É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÂÅÝÁÎÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏÐÉÉ ÐÁÒÙ.

Theorem 54. [prefix-pair]

KP (x; y) ⩽ KP (x) + KP (y) + O(1):

◁ ðÏÄ KP (x; y) ÍÙ ÐÏÎÉÍÁÅÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ [x; y], ÇÄÅ ⟨x; y⟩ → [x; y] | ËÁËÏÅ-ÌÉ- ÂÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÁÒ. (ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ËÏÄÉÒÏ- ŒÁÎÉÑ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ | ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ.)

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ m^′, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÕÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

m^′([x; y]) = m(x)m(y);

ÇÄÅ m | ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ. (åÓÌÉ ÎÅ ŒÓÑËÏÅ ÓÌÏŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÄÏÍ ÐÁÒÙ, ÐÏÌÁÇÁÅÍ m^′(z) = 0 ÄÌÑ ÓÌÏŒ z, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ËÏÄÁÍÉ.) ïÞÅŒÉÄÎÏ, m^′ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ (ÐÅ- ÒÅÍÎÏÖÁÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÈÏÄÑÝÉÅÓÑ ÓÎÉÚÕ Ë m(x) É m(y), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÕÀ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó ÎÕÖÎÙÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ∑ z m^′(z) = ∑ x;y m^′([x; y]) = ∑ x;y m(x)m(y) = ∑ x m(x) ∑ y m(y) ⩽ 1 · 1 = 1:

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, m^′ | ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÁ. óÒÁŒÎÉŒÁÑ Åč Ó ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏ- ÓÔØÀ, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ m^′([x; y]) ⩽ cm([x; y]) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c, É ÐÏÔÏÍÕ

KP ([x; y]) ⩽ KP (x) + KP (y) + O(1);

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. ▷

73 [m-projection] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ∑ y m([x; y]) ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ m(x) ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ (Œ ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ).

74 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f : N → N ŒÅÌÉÞÉÎÁ ∑ {m(k)|f(n) ⩽ k < f(n + 1)} ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ m(n) ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ (Œ ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ): ËÁËÉÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÎÉ ÒÁÚÂÉŒÁÊ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ ∑ m(n) ÎÁ ÇÒÕÐÐÙ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ) ÒÑÄ!

ðÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 54 Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÐÉÓÁÎÉÊ. úÄÅÓØ ÏÂÎÁÒÕÖÉŒÁÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÌÀÂÏÐÙÔÎÙÊ ÆÁËÔ: ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÎÅ ÐÏÍÏÇÁÅÔ, Á Ó ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÍÉ ŒÓč ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ. éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ KP^′([x; y]) ⩽ KP^′(x) + KP^′(y)+O(1). ðÕÓÔØ D | ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÊ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ KP^′.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÏŒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

D^′(pq) = [D(p); D(q)];

ÇÄÅ pq ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÀ ÓÌÏŒ p É q. üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ, ÅÓÌÉ D(p) É D(q) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ. ôÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÏÄÎÁËÏ, ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÓÌÏŒÏ x ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÏ ÄŒÕÍÑ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ x = pq = p^′q^′, ÅÓÌÉ D(p); D(q); D(p^′); D(q^′) ŒÓÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÏŒÁ p É p^′ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ (ÏÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌÁÍÉ ÏÄÎÏÇÏ É ÔÏÇÏ ÖÅ ÓÌÏŒÁ x, É ÐÏÔÏÍÕ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏŒ p É p^′ ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌÏ ÄÒÕÇÏÇÏ), ÐÏÜÔÏÍÕ D(p) É D(p^′) ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÐÒÉ p ≠ p^′ (ÆÕÎËÃÉÑ D ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ). á ÒÁÚ p = p^′, ÔÏ É q = q^′.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ D^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ: ÅÓÌÉ pq ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌÏ p^′q^′, ÔÏ p É p^′ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ. òÁÚ D(p) É D(p^′) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÔÏ p = p^′. ðÏÜÔÏÍÕ q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ q^′; ÒÁÚ D(q) É D(q^′) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÔÏ q = q^′.

æÕÎËÃÉÑ D^′ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ: ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ D^′(x), ÍÙ ÒÁÚÂÉŒÁÅÍ x ÎÁ p É q ŒÓÅÍÉ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÅÍ D(p) É D(q) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÕÄÁÞÎÙÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, É ÏÎÏ ÄÁčÔ ÏÔŒÅÔ (ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ).

ïÓÔÁčÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ

KP_D′ ([x; y]) ⩽ KP_D(x) + KP_D(y):

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ p É q | ËÒÁÔÞÁÊÛÉÅ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÄÌÑ x É y ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D, ÔÏ pq | ÏÐÉÓÁÎÉÅ [x; y] ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D^′, ÉÍÅÀÝÅÅ ÄÌÉÎÕ KP_D(x) + KP_D(y).

îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÍÁÛÉÎÕ D^′ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÁË: ÏÎÁ ÞÉÔÁÅÔ ŒÈÏÄ, ÐÏËÁ ÎÅ ÐÒÏÞÔčÔ ÔÁÍ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÄÌÑ x. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÓÔÁÔÏË ŒÈÏÄÁ ÞÉÔÁÅÔÓÑ ËÁË ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÄÌÑ y.

75 äÏËÁÖÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ 54, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÏÐÉÓÁÎÉÑ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÁÛÉÎ Ó ÂÌÏËÉÒÕÀÝÉÍ ÞÔÅÎÉÅÍ.

76 îÁÚÏŒčÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÉÅ ÄŒÁ ÓÌÏŒÁ Œ ÎčÍ ÎÅ ÓÒÁŒÎÉ- ÍÙ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ A É B | ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÌÏŒ, ÔÏ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

AB = {ab | a ∈ A; b ∈ B}

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÍ.

œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ó ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÂÙÌÏ, ÐÏÖÁÌÕÊ, ÐÒÏÝÅ. œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË.

Theorem 55. [prefix-addco]

KP (x; KP (x)) = KP (x) + O(1):

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÏÊ (ÎÅ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ) ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÏÓÔÁŒÌÑÌÏ ÓÏÄÅÒÖÁ- ÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 19.

◁ ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ KP (x) ⩽ KP (x; KP (x)) + O(1), ÐÏÓËÏÌØËÕ x ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔ- ÍÉÞÅÓËÉ ÐÏ [x; KP (x)]. (ëŒÁÄÒÁÔÎÙÅ ÓËÏÂËÉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ËÏÄÉÒÏ- ŒÁÎÉÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÅ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ.)

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÎÏŒÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ KP^′, ÔÏ ÅÓÔØ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓ- ÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÏÐÉÓÁÎÉÑ. ðÕÓÔØ D | ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÎÏŒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ

D^′(p) = [D(p); l(p)];

ÉÍÅÀÝÉÊ ÔÕ ÖÅ ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÞÔÏ É D, É ÐÏÔÏÍÕ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ. åÓÌÉ p | ËÒÁÔ- ÞÁÊÛÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÌÏŒÁ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D, ÔÏ l(p) = KP^′(x), É ÐÏÔÏÍÕ p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ ÐÁÒÙ [x; KP^′(x)] ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D^′. ðÏÜÔÏÍÕ KP_D′ ([x; KP^′(x)]) ⩽ l(p) = KP^′(x).

ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ? îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÔÕÔ ÅÓÔØ ÔÏÎËÏÓÔØ, ÔÒÅÂÕÀÝÁÑ ÒÁÚSSÑÓÎÅÎÉÑ. íÙ ÄÏ- ËÁÚÁÌÉ Åč ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ KP^′, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÏÍÕ ÓÐÏÓÏÂÕ ÏÐÉÓÁÎÉÑ. åÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ Åč ÎÁ KP (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÍÕ ÓÐÏÓÏÂÕ ÏÐÉÓÁÎÉÑ), ÔÏ ÐÒÁ- ŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. œÏÐÒÏÓ Œ ÔÏÍ, ÐÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ KP ÓÔÏÉÔ ŒÎÕÔÒÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ.

þÔÏÂÙ ÏÔŒÅÔÉÔØ ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ KP (x; n) (ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÔÏÒÏÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ) ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ n ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ [x; n] → [x; n + 1] É [x; n] → [x; n − 1] ŒÙÞÉÓÌÉÍÙ É ÐÏÔÏÍÕ ÍÏÇÕÔ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. ▷

ðÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ m(x) | ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ x. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ m^′, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÕÀ ÔÁË:

m^′([x; k]) = { 2^{−k}; ÅÓÌÉ 2^{−k} < m(x);

0 Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ x É k ÍÙ ŒÙÄÁčÍ ÎÕÌØ, ÐÏËÁ ÎÅ ŒÙÑÓÎÉÔÓÑ, ÞÔÏ 2^{−k} < m(x), Á ÐÏÔÏÍ ŒÙÄÁčÍ 2^{−k}).

óÕÍÍÁ m^′([x; k]) ÐÏ ŒÓÅÍ k (ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ x) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏ- ÇÒÅÓÓÉÀ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ 2, É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2m(x) (ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÞÌÅÎ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÍÅÎØÛÅ m(x)). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÍÍÁ m^′([x; k]) ÐÏ ŒÓÅÍ x É k ËÏÎÅÞÎÁ. óÒÁŒÎÉŒÁÑ m^′ Ó ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ É ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÌÏÇÁÒÉÆÍÁÍ, ÎÁÈÏÄÉÍ, ÞÔÏ

KP (x; k) ⩽ k + O(1)

ÐÒÉ 2^{−k} < m(x). ôÅÐÅÒØ ÐÏÌÏÖÉÍ k = −⌊log m(x)⌋ + 1, ÔÏÇÄÁ 2^{−k} < m(x) É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ KP (x; −⌊log m(x)⌋ + 1) ⩽ KP (x) + O(1):

ïÓÔÁčÔÓÑ (ËÁË É ÒÁÎØÛÅ) ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ŒÔÏÒÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÐÁÒÙ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÍÅÎÑÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, É ŒÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ÚÁŒÅÒÛÅÎÏ.

77 ðÒÉŒÅÄčÎÎÏÅ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 55 ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÞÕÔØ ÂÏÌØÛÅ: KP (x; m) ⩽ m+O(1) ÐÒÉ KP (x) ⩽ m. ëÁË ŒÙŒÅÓÔÉ ÜÔÏ ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 55, ÎÅ ÁÐÅÌÌÉÒÕÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ?

þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÏÂ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒÁÈ ÆÕÎËÃÉÉ KP (x)? ëÁË É ÏÂÙÞÎÁÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÏÎÁ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓŒÅÒÈÕ, ÎÏ ÎÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ É ÄÁÖÅ ÎÅ ÉÍÅ- ÅÔ ÎÉËÁËÏÊ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ (ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ) ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÏÃÅÎËÉ. (ðÏÓËÏÌØËÕ KP (x) ⩽ 2 KS (x) + O(1), ÌÀÂÁÑ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÄÌÑ KP ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÄÁŒÁÌÁ ÂÙ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÕÀ ÎÉÖÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ KS .)

òÁÎÅÅ (ÔÅÏÒÅÍÁ 8, Ó. 25) ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ KS (x) ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓŒÅÒÈÕ ÆÕÎËÃÉÀ K, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {x | K(x) < n} ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒ O(2^n). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:

Theorem 56. [kp-minimal-convergent] KP ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)) ÐÅ- ÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓŒÅÒÈÕ ÆÕÎËÃÉÑ K, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ∑ x 2^{−K(x)} ËÏÎÅÞÎÁ.

◁ ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÆÕÎËÃÉÑ KP ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓŒÅÒÈÕ É ÒÑÄ ∑ x 2^{− KP (x)} ÓÈÏÄÉÔÓÑ. åÓÌÉ K | ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓŒÅÒÈÕ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ M(x) = c2^{−K(x)} ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ c ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÍÅÒÏÊ (ÏÎÁ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ É ÓÕÍÍÁ ÍÅÎØÛÅ 1). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, M(x) = O(m(x)) Œ ÓÉÌÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏ- ÓÔÉ, É ÐÏÔÏÍÕ log M(x) ⩽ log m(x) + O(1); ÔÏ ÅÓÔØ KP (x) ⩽ K(x) + O(1). ▷ ðÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ: ÐÕÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ f Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒÁÈ É ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓŒÅÒÈÕ. ôÏÇÄÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ĂKP (x) ⩽ f(x) + O(1)Ą É ∑ x 2^{−f(x)} < ∞ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ.

ëÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÓÕÍÍÙ ÒÑÄÁ Œ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÍ ÕÓÌÏ- ŒÉÅÍ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ K, ÞÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÏÅ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 8 ÕÓÌÏŒÉÅ (ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ C, ÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÞÌÅÎÏŒ ÒÑÄÁ, Â«ÏÌØÛÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÇÒÁÎÉÃÙ ", ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ C="). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÚÁÎÏŒÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ KS (x) ⩽ KP (x) + O(1).

ðÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ ÓÒÁŒÎÉÔØ ÏÂÙÞÎÕÀ É ÐÒÅÆÉËÓÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÏ ÄŒÕÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍ: ÓÒÅÄ- ÎÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ É ÞÉÓÌÕ ÓÌÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÄÁÎÎÏÊ. îÁÞÎčÍ Ó ÐÅÒŒÏÇÏ.

íÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n ÉÍÅÀÔ (ÏÂÙÞÎÕÀ) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ n + O(1) (ÓÍ Ó. 14, Á ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÞÕ 2 ÎÁ Ó. 23). åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌØÛÅ.

Theorem 57. [average-kp] (Á) KP (x) ⩽ l(x) + KP (l(x)) + O(1).

(Â) îÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ d ÄÏÌÑ ÓÌÏŒ x ÄÌÉÎÙ n, Õ ËÏÔÏÒÙÈ KP (x) < n + KP (n) − d, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ c2^{−d}.

◁ (Á) ðÕÓÔØ m(x) | ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ x. íÙ ÂÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ m(n) ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ m^′(x), ÒÁŒÎÕÀ 2^{−n}m(n) ÄÌÑ ÓÌÏŒ x ÄÌÉÎÙ n. úÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒÁÈ ÄÌÉÎÙ n ÏÄÉÎÁËÏŒÙ É Œ ÓÕÍÍÅ ÄÁÀÔ m(n), ÐÏÜÔÏÍÕ ∑ x m^′(x) ⩽ 1. æÕÎËÃÉÑ m^′ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÌÕÍÅÒÁ m ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ m^′(x) ⩽ cm(x) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c É ÄÌÑ ŒÓÅÈ x. ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÌÏÇÁÒÉÆÍÁÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

KP (x) ⩽ n + KP (n) + O(1)

ÄÌÑ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n (ËÏÎÓÔÁÎÔÁ Œ O(1) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ n).

(Â) ôÅÐÅÒØ ÂÕÄÅÍ ÄŒÉÇÁÔØÓÑ Œ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ

m^′(n) = ∑ l(x)=n

m(x)

(ÓÕÍÍÕ ÁÐÒÉÏÒÎÙÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ). ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅ- ÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ É ∑ n m^′(n) ⩽ 1, ÔÏ m^′(n) = O(m(n)) (ÇÄÅ m(n) | ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÅÇÏ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÌÏ- ŒÏ ÉÚ n ÎÕÌÅÊ ÉÍÅÅÔ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ) ÔÕ ÖÅ ÁÐÒÉÏÒÎÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ÞÔÏ É n, ÔÁË ÞÔÏ c_1m(n) ⩽ ∑ l(x)=n

m(x) ⩽ c_2m(n):

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÕÍÍÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÉ m(x) ÎÁ ÓÌÏŒÁÈ ÄÌÉÎÙ n Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÙ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó m(n), Á ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ m(x) ÎÁ ÜÔÉÈ ÓÌÏŒÁÈ | Ó m(n)=2^n. ïÓÔÁčÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÏÌÑ ÔÅÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎËÃÉÑ Œ 2^d ÒÁÚ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ ÓŒÏč ÓÒÅÄÎÅÅ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^{−d} (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ þÅÂÙÛčŒÁ). ▷

78 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ÐÒÅÆÉËÓÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n ÒÁŒÎÏ n + KP (n) + O(1).

(äÌÑ ÏÂÙÞÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÎÏ Œ ÚÁÄÁÞÅ 3, Ó. 23.) ôÅÐÅÒØ ÏÃÅÎÉÍ ÞÉÓÌÏ ÓÌÏŒ ÄÁÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.

Theorem 58. [bounded-kp-cardinality] ìÏÇÁÒÉÆÍ ÞÉÓÌÁ ÓÌÏŒ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KP (x) < n, ÒÁŒÅÎ n − KP (n) + O(1).

◁ ðÕÓÔØ c_n | ÞÉÓÌÏ ÓÌÏŒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KP (x) < n. ðÅÒÅÐÉÛÅÍ ÏÓÎÏŒÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ ∑ 2^{− KP (x)}) Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÞÉÓÅÌ c_n. éÍÅÅÔÓÑ c_{n+1}−c_n ÓÌÏŒ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÁ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ n, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÕ ÒÑÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ËÁË ∑ n 2^{−n}(c_{n+1} − c_n): ðÅÒÅÇÒÕÐÐÉÒÏŒÁŒ ÞÌÅÎÙ, ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ∑ n(2^{−(n−1)} − 2^{−n})c_n = ∑ n 2^{−n}c_n ËÏÎÅÞÎÁ. ðÏÓËÏÌØËÕ c_n ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ ÓÎÉÚÕ, ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ 2^{−n}c_n ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ m(n) ÞÉÓÌÁ n, ÏÔËÕÄÁ c_n ⩽ m(n)2^n (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ).

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÅÇËÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓŒÅÒÈÕ ÆÕÎËÃÉÀ K, ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ, Á ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É ÐÌÀÓ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÍÅÒÎÏ m(n)2^n ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÒÁŒÎÙÈ n. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÇÏŒÏÒÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÌÏŒÁÈ ÄÌÉÎÙ n ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÒÁŒÎÁ ÌÉÂÏ n, ÌÉÂÏ +∞, ÐÒÉÞčÍ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÏ ÍÅÒÅ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ŒÓč Â«ÏÌØÛÉÈ ÏÃÅÎÏË ÄÌÑ m(n) ÎÕÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁ n.

äÌÑ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÕÍÍÁ ∑ 2^{−K(x)} ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ KP (x) ⩽ K(x) + O(1), É ÐÏÔÏÍÕ c_{n+O(1)} ⩾ m(n)2^n. ïÓÔÁčÔÓÑ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ m(n) É 2^n ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÒÁÚ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ n ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ. ▷

ðÏÓÌÅÄÎÉÅ ÄŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÃÅÎÉŒÁÀÔ ÒÁÚÎÉÃÕ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÏÊ É ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ (ÒÁÎØÛÅ ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÏÃÅÎËÉ, ÇÄÅ ŒÍÅÓÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ ÂÙÌ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÄÌÉÎÙ). œÏÔ ÅÝč ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÃÅÎÏË ÔÁËÏÇÏ ÔÉÐÁ.

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ KP (x) ⩽ l(x) + KP (l(x)) ÍÏÖÎÏ ÉÔÅÒÉÒÏŒÁÔØ, ÐÏÌÕÞÁÑ

KP (x) ⩽ l(x) + l(l(x)) + KP (l(l(x)) + O(1); KP (x) ⩽ l(x) + l(l(x)) + l(l(l(x))) + KP (l(l(l(x))) + O(1)

É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ D | ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÏÊ (ÎÅ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ) ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÔÏ KP (D(y)) ⩽ KP (y); ÓÏÞÅÔÁÑ ÜÔÏ Ó ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏÍ KP (x) ⩽ l(x) + KP (x) + O(1), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

Theorem 59. [kp-ks-bound]

KP (x) ⩽ KS (x) + KP (KS (x))) + O(1);

KP (x) ⩽ KS (x) + KS (KS (x))) + KP (KS (KS (x)) + O(1);

KP (x) ⩽ KS (x) + KS (KS (x))) + KS (KS (KS (x))) + KP (KS (KS (KS (x))) + O(1)

É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

ïÔÍÅÔÉÍ ËÓÔÁÔÉ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÐÏŒÔÏÒÎÙÍ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ÐÅÒŒÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ.

íÙ ÐÒÉŒÅÌÉ ÌÉÛØ ÓÁÍÙÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÅ ÐÒÏÓÔÕÀ É ÐÒÅÆÉËÓÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. âÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ Œ [52].

4.7. õÓÌÏŒÎÁÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ

[prefix-co]

4.7.1. õÓÌÏŒÎÁÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ

[prefix-co-def] ëÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ? ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ, ÄÏÂÁŒÉŒ ÔÕÄÁ ÕÓÌÏŒÉÑ. œÏÔ ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ.

æÕÎËÃÉÑ D ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÅÒŒÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ŒÔÏÒÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÅ- ÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ:

D(y; z) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É y ⩽ y^′ ⇒ D(y^′; z) = D(y; z).

úÄÅÓØ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÏÉÞÎÙÍ ÓÌÏŒÏÍ; y ⩽ y^′ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ y^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ y.

ðÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 2.2 ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ, ÎÁÚÙŒÁÑ ÉÈ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÕÓÌÏŒÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ. (œ ËÁ- ÞÅÓÔŒÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ É ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉÓØ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ.) òÁŒÅÎÓÔŒÏ D(y; z) = x ÞÉÔÁÌÏÓØ ÔÁË: y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ x ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ z. óÌÏÖÎÏÓÔØ x ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ z ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÁÓØ ËÁË ÄÌÉÎÁ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ. óÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ŒÙÂÉÒÁÌÓÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ ŒÓÅÇÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ).

[prefix-corr-opt-cond] ïÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍÉ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÁÒ- ÇÕÍÅÎÔÕ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÏÐÉÓÁÎÉÑ. óÒÅÄÉ ÎÉÈ ÔÏÖÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 42 ÎÁ Ó. 79 (Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÏÐÔÉÍÁÌØ- ÎÏÇÏ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ), ÔÏÌØËÏ ŒÓÅ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÅ ÔÁÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÎÁÄÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÕÓÌÏŒÉÊ z. éÍÅÎÎÏ, ÎÁÄÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ

D^′(p̂y; z) = [p](y; z);

ÇÄÅ [p](y; z) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÎÕÄÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ËÏÒÒÅËÃÉÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ p (ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔ y ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ z Œ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ).

œÙÂÒÁŒ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÕÓÌÏŒÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÇÏ ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ Åč KP (x|z) (ÞÉÔÁÅÔÓÑ: ĂÕÓÌÏŒÎÁÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ x ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ ÓÌÏŒÅ z).

üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ŒÉÄÏÉÚÍÅÎÉÔØ, ÚÁÍÅÎÉŒ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÏÓÔÉ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. é ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÕÓÌÏŒÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ; ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ KP^′(x|z). íÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ:

KP^′(x|z) = KP (x|z) + O(1);

ÐÒÉÞčÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÜÔÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ x, ÎÏ É ÏÔ z.

ëÁË É ÄÌÑ ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ÐÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÚÁÔÒÕÄÎÉÔÅÌØÎÏ, É Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÇÏ ÚŒÅÎÁ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÎÁÑ ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ m(x|z). åč (ËÁË É ÒÁÎØÛÅ) ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. ðÅÒŒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ŒÅÒÏ- ÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ Ó ŒÈÏÄÏÍ. ðÕÓÔØ M | ÔÁËÁÑ ÍÁÛÉÎÁ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ z ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÓŒÏč ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ: ŒÙÈÏÄ x (ÐÒÉ ŒÈÏÄÅ z) ÉÍÅÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ŒÅ- ÒÏÑÔÎÏÓÔØ p_M (x|z). æÕÎËÃÉÑ ⟨x; z⟩ → p_M (x|z) ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ (Œ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÓÍÙ- ÓÌÅ), É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ z ÓÕÍÍÁ ∑ x p_M (x|z) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÙ. üÔÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÐÉÓÙŒÁ- ÀÔ ËÌÁÓÓ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ p_M : ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÎÉÚÕ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ⟨x; z⟩ → p(x|z), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ∑ x p(x|z) ⩽ 1 ÐÒÉ ŒÓÅÈ z, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ M, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ p_M = p.

óÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ p_M ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎ- ÔÕ. íÙ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÎÁÚÙŒÁÅÍ Åč ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÓÌÏŒÁ x ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ ÓÌÏŒÅ z É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ m(x|z).

äÁÌÅÅ ÍÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ − log m(x|z) ⩽ KP (x|z) + O(1) É ÞÔÏ KP^′(x|z) ⩽ − log m(x|z) + O(1). îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ KP (x|z) ⩽ KP^′(x|z) + O(1), ËÏÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÔÏÌØ

ÖÅ ÐÒÏÓÔÏ, ËÁË É Œ ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÚÁÍÙËÁÅÔ ËÒÕÇ: ŒÓÅ ÔÒÉ ŒÅÌÉÞÉÎÙ KP (x|z), KP^′(x|z) É − log m(x|z) ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.

íÙ ÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÍ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ŒÓÅÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÓÏÓÔÏÑÔ Œ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÍ ÐÒÏŒÅÄÅÎÉÉ ĂÂÅÚÕÓÌÏŒÎÙÈĄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÕÓÌÏŒÉÊ z. íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÄÅÌÏ Ó ĂÒÅÌÑÔÉŒÉÚÁÃÉÅÊĄ, ÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÓÏÂÏÇÏ ŒÉÄÁ.

ðÏÑÓÎÉÍ ÓËÁÚÁÎÎÏÅ. œ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ ĂÒÅÌÑÔÉŒÉÚÁÃÉÑĄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÍÅÓÔÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ, ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÒÁËÕÌÁ A. (úÄÅÓØ A | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ. óÞÉÔÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÏÔŒÅÞÁÀ- ÝÉÊ ÎÁ ŒÏÐÒÏÓÙ Ï ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒÁ x ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ A, ÄÏÓÔÕÐÅÎ ËÁË ŒÎÅÛÎÑÑ ÐÒÏÃÅÄÕÒÁ Ó ŒÈÏÄÎÙÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ x.) ðÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ŒÓÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ ÂÅÚ ÔÒÕÄÁ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ É ÎÁ ÔÁËÉÅ (ĂA-ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅĄ) ÆÕÎËÃÉÉ.

ëÓÔÁÔÉ, É ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÒÅÌÑÔÉŒÉÚÏŒÁÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÐÒÅÄÅÌÉŒ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS^A(x) É ÐÒÅÆÉËÓÎÕÀ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KP^A(x) (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 6.4). îÏ ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ ÄÅÌÁÅÍ ÎÅ ÜÔÏ: Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÒÁËÕÌÁ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÄÏÓÔÕÐ Ë ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÓÌÏŒÕ z. ëÏÎÅÞÎÏ, ÔÁËÏÊ ÏÒÁËÕÌ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ (ÓÌÏŒÏ z ËÏÎÅÞÎÏ), ÎÏ ÏÎ ÍÅÎÑÅÔ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ, ÉÍÅÀÝÁÑÓÑ Œ z, ĂŒÙÎÏÓÉÔÓÑ ÚÁ ÓËÏÂËÉĄ É ÎÅ ÕÞÉÔÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÐÏÄÓÞčÔÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ŒÍÅÓÔÏ ÏÂÙÞÎÏÊ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KS (x) ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÓÌÏŒÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (x|z). äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ: ŒÅÌÉÞÉÎÕ I(x : y|z) ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÒÅÌÑÔÉ- ŒÉÚÏŒÁÎÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ z ŒÅÒÓÉÅÊ ÐÏÎÑÔÉÑ ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ I(x : y).

åÝč ÏÄÎÏ ŒÁÖÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ. œÏ ŒÓÅÈ ÎÁÛÉÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑÈ ËÁËÉÅ ÂÙ ÔÏ ÎÉ ÂÙÌÏ ÔÒÅ- ÂÏŒÁÎÉÑ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÒÅÆÉËÓÁÍÉ (ÎÁÞÁÌÁÍÉ), ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ ÔÏÌØËÏ Ë ÏÐÉÓÁÎÉÑÍ. îÁÐÒÏÔÉŒ, É ÏÐÉÓÙŒÁÅÍÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ, É ÕÓÌÏŒÉÑ ÄÌÑ ÎÁÓ ÌÉÛÅÎÙ ËÁËÏÊ ÂÙ ÔÏ ÎÉ ÂÙÌÏ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ.

ôÁËÏÊ ÐÏÄÈÏÄ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ. íÏÖÎÏ ÕÞÉÔÙŒÁÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ĂÂÙÔØ ÎÁÞÁÌÏÍĄ ÄÌÑ ÏÐÉÓÙŒÁÅÍÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ (ÔÁË ÄÅÌÁÀÔ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ, ÓÍ. ÇÌÁŒÙ 5 É 6). íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÔÁËÖÅ ÕÞÉÔÙŒÁÔØ ÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÅ ĂÂÙÔØ ÎÁÞÁÌÏÍĄ É ÄÌÑ ÕÓÌÏŒÉÊ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 6.3); ÔÁËÉÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ŒÐÏÌÎÅ ÏÓÍÙÓÌÅÎÎÙ, ÈÏÔÑ É ÍÁÌÏ ÉÚÕÞÅÎÙ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÒÅÆÉËÓÁÍÉ, ÎÁËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÕÓÌÏŒÉÑ (ŒÔÏÒÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ ÆÕÎËÃÉÉ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÙ ÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÍÁÛÉÎÁ ÓÁÍÁ ÒÅÛÁÌÁ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ËÏÎÞÉÔ ÞÉÔÁÔØ ÏÐÉÓÁÎÉÅ | ÎÏ ÜÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ ŒÔÏÒÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ. éÚ-ÚÁ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÚÁÄÁÞÅ 23 (Ó. 40), ÕÖÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÁ:

79 [prefix-conditional-as-problem] ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ KP (y|x) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÍÉ- ÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ x Œ y, ÎÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅŒÅÒÎÏ (ŒÓÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÐÏÎÉÍÁÀÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)). (ïÂÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ŒÅÒÎÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÑÚÙËÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ; ÁÄÄÉÔÉŒÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÍÏÖÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÑÚÙËÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ- ŒÁÎÉÑ.) [õËÁÚÁÎÉÅ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ KP (y|l(y)) ⩽ l(y) + O(1), ÔÁË ËÁË ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ l(y) ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏŒÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÓŒÏÅÊ ÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ. åÓÌÉ ÂÙ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ŒÅÒÎÏ, ÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÂÙ 2^n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n.]

4.7.2. óŒÏÊÓÔŒÁ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ

ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.

• KP (x|z) ⩽ KP (x) + O(1).

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÀÂÏÊ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÊ (ÉÌÉ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ) ÓÐÏÓÏÂ ÂÅÚÕÓÌÏŒ- ÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ y → D(y) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÊ (ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ) ÓÐÏÓÏÂ ÕÓÌÏŒÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ⟨y; z⟩ → D(y) (ŒÔÏÒÏÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÆÉËÔÉŒÅÎ).

œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÐÏÌÕÍÅÒ: ŒÓÑËÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ÂÅÚ ŒÈÏÄÁ ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØÓÑ ËÁË ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ ÓÏ ŒÈÏÄÏÍ, ÉÇÎÏÒÉÒÕÀÝÁÑ ÓŒÏÊ ŒÈÏÄ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÌÀ- ÂÁÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÁ q(x) ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØÓÑ ËÁË ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÌÕÍÅÒ q^′(x|z) = q(x) Ó ÆÉËÔÉŒÎÙÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ z.

• KP (x|x) = O(1).

óÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D(y; z) = z ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ (ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÐÒÅ- ÆÉËÓÎÁÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔØ ÐÏ y, Á ÎÅ ÐÏ z) É KP_D(x|x) = 0. âÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÁË: D(�; z) = z, ÇÄÅ � | ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏŒÏ; ÄÌÑ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÐÅÒŒÙÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ D ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ. îÁËÏÎÅÃ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓÎÉÚÕ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÌÕÍÅÒ ÔÁËÏŒÏ: q(x|x) = 1 É q(x|z) = 0 ÐÒÉ z ≠ x.

• KP (f(x; z)|z) ⩽ KP (x|z) + O(1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏŒ x; z, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ f ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. (ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ Œ O(1) ÍÏÖÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ f, ÎÏ ÎÅ ÏÔ x É z.)

åÓÌÉ D | ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÊ [ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ] ÓÐÏÓÏÂ ÕÓÌÏŒÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÔÏ D^′ : ⟨y; z⟩ → f(D(y; z); z) ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ [ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÍ] É KP_D′ (f(x; z)|z) ⩽ KP_D(x|z), ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÓËÏÍÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÐÏÌÕÍÅÒ: ÅÓÌÉ m(x|z) | ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ x ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ z, ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÕÍÅÒÕ q(x|z) = ∑ {m(x^′|z) | f(x^′; z) = x}

(ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ z ÏÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÏÂÒÁÚ ÐÏÌÕÍÅÒÙ x → m(x; z) ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ x → f(x; z)); ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ q ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ, ÞÔÏ ∑ x q(x|z) ⩽ 1 É ÞÔÏ q(f(x; z)|z) ⩾ m(x|z). éÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÓÔØ m, ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÉÓËÏÍÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ (ÄÌÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏŒ ÁÐÒÉÏÒÎÙÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ).

• KP (x|z) ⩽ KP (x|f(z)) + O(1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f É ÌÀÂÙÈ x; z (ÅÓÌÉ f(z) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ; ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÍÏÖÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ f, ÎÏ ÎÅ ÏÔ x É z). (äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ⟨y; z⟩ → D(y; f(z)) ÉÌÉ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÌÕÍÅÒ q(x|z) = m(x|f(z)).)

• KP (f(x)|x) = O(1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f É ÄÌÑ ŒÓÅÈ x, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ.

(ðÒÏÓÔÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ.)

• KS (x|z) ⩽ KP (x|z) + O(1) œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ (ÉÌÉ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÅ) ÓÐÏÓÏÂÙ ÕÓÌÏŒÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁ- ÎÉÑ ŒÈÏÄÑÔ Œ ÞÉÓÌÏ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÕÓÌÏŒÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ KS (x|z).

• KP (x|z) ⩽ KS (x|z) + 2 log KS (x|z) + O(1)

üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ. ðÕÓÔØ D | ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÕÓÌÏŒÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÊ). ôÏÇÄÁ

KP (D(y; z)|z) ⩽ KP (y|z) + O(1) ⩽ KP (y) + O(1) ⩽ l(y) + 2 log l(y) + O(1):

åÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ y ŒÚÑÔÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ x ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ z, ÔÏ l(y) = KS (x|z). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ É ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

KP (x|z) ⩽ KS (x|z) + log KS (x|z) + 2 log log KS (x|z) + O(1)

É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

4.7.3. ðÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ

íÙ ŒÉÄÅÌÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 54, Ó. 95), ÞÔÏ KP (x; y) ⩽ KP (x) + KP (y) + O(1). üÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÕÓÉÌÉÔØ:

Theorem 60. [prefix-pair2]

KP (x; y) ⩽ KP (x) + KP (y|x) + O(1):

◁ åÓÔØ ÄŒÁ ŒÁÒÉÁÎÔÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ: Ó ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÏÐÉÓÁÎÉÑ É Ó ÐÏÌÕ- ÍÅÒÁÍÉ. ó ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÍÙ ÒÁÓÓÕÖÄÁÅÍ ÔÁË. ðÕÓÔØ D | ÏÐÔÉÍÁÌØ- ÎÙÊ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, Á D_c | ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÕÓÌÏŒÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D^′, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

D^′(uv) = [D(u); D_c(v; D(u))]

(ÄÌÑ ÔÅÈ u É v, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ). ëÁË É ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅ- ÍÙ 54, ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ D^′ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÏÐÉÓÁÎÉÑ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÑ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÈ ÏÐÉÓÁÎÉÊ ÄÌÑ x É ÄÌÑ y (ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ x) ÄÁÓÔ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÄÌÑ [x; y].

(úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎ ÐÏÒÑÄÏË u É v: ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ŒÚÑÌÉ vu (ŒÍÅÓÔÏ uv), ÔÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÎÁÄÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ŒÙÄÅÌÑÔØ ÓÌÏŒÏ v, É ŒÏÚÎÉËÌÁ ÂÙ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ: ÆÕÎËÃÉÑ D_c ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ŒÔÏÒÏÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÅ, Á D(u) ÐÏËÁ ÅÝč ÎÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏ.)

ó ÐÏÌÕÍÅÒÁÍÉ: ÐÕÓÔØ m(x) | ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ x, Á m(y|x) | ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ŒÅÒÏ- ÑÔÎÏÓÔØ y ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ x. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ m^′, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÕÀ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ

m^′([x; y]) = m(x)m(y|x)

(ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ m^′(z) = 0 ÄÌÑ ÓÌÏŒ z, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ËÏÄÁÍÉ ÐÁÒ). ôÏÇÄÁ m^′ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ (ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÓÎÉÚÕ ÆÕÎËÃÉÊ), É ∑ z m^′(z) = ∑ x;y m(x)m(y|x) = ∑ x [ m(x) ∑ y m(y|x) ] ⩽ ∑ x m(x) ⩽ 1:

ðÏÜÔÏÍÕ m([x; y]) ⩾ "m^′([x; y]) = "m(x)m(y|x), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. ▷ 80 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ KS (x; y) ⩽ KP (x) + KS (y|x) + O(1).

[õËÁÚÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÄÏÐÉÓÁŒ Ë ÂÅÓÐÒÅ- ÆÉËÓÎÏÍÕ ÏÐÉÓÁÎÉÀ ÄÌÑ x ÏÂÙÞÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÄÌÑ y ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ x. á ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÐÁÒ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ KP (x) + KS (y|x) ⩽ n. åÓÌÉ ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÒÁŒÎÏ k, ÔÏ ÐÁÒ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2^k · m(k) · 2^{n−k} = 2^nm(k), É ÐÏÓÌÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ k ÐÏÌÕÞÁÅÍ 2^n · O(1).]

ôÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÓÉÌÉÔØ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÓÌÏŒÉÊ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÌÏŒÁ, ÎÏ É ÐÁÒÙ ÓÌÏŒ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÚÁÍÅÎÁ ÏÄÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÁÒ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ ÍÅÎÑÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÒÏÅË ÓÌÏŒ. ðÏÓÌÅ ÜÔÉÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÔÁËÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ (ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÞÌÅÎÙ O(1) ÏÐÕÓËÁÅÍ):

KP (x; y) ⩽ KP (x; KP (x); y) ⩽ KP (x; KP (x)) + KP (y|x; KP (x)) = KP (x) + KP (y|x; KP (x)):

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ KP (x; KP (x)) = KP (x) (ÔÅÏÒÅÍÁ 55), Á ÔÁËÖÅ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÐÒÏ ÜÎÔÒÏÐÉÀ ÐÁÒÙ. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÕÓÉÌÉŒÁÅÔ ÜÔÕ ÔÅÏ- ÒÅÍÕ, ÐÏÓËÏÌØËÕ KP (y|x; KP (x)) ⩽ KP (y|x) (x ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÐÏ [x; f(x)]). ëÁË ÏÂÎÁÒÕÖÉÌÉ ì. á. ìÅŒÉÎ (ÓÍ. [18]) É ç. þÅÊÔÉÎ [6], ÔÁËÏÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ:

Theorem 61. [prefix-pair3]

KP (x; y) = KP (x) + KP (y|x; KP (x)) + O(1):

◁ œ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁÍÉ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ (ÓÍ. ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÅÒÅÄ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒ- ËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ). íÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ É ÐÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ ÐÁÒÙ ⟨x; y⟩, ÎÁÄÏ Ë ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÏÍÕ ËÏÄÕ x ÐÒÉÐÉÓÁÔØ ÓÐÒÁŒÁ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ y ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ x É KP (x) (ÐÒÉÞčÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ KP (x) ÎÁÄÏ ŒÚÑÔØ ËÁË ÒÁÚ ÄÌÉÎÕ ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÄÌÑ x). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ŒÙÄÅÌÅÎÉÑ ÐÅÒŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏ x, ÎÏ É KP (x), ÔÁË ÞÔÏ ÅÓÔØ ŒÓč ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÄÌÑ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÌÅÎÉÑ ÓÌÏŒÁ y.

œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÐÏÌÕÍÅÒ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÉÚÌÏÖÉÔØ ÔÁË: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ m^′, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ m^′([x; y]) = ∑ {k|2^{−k}¡2m(x)}

2^{−k}m(y|x; k):

üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ, ÓÕÍÍÁ ÐÏ ŒÓÅÍ x; y ËÏÎÅÞÎÁ (ÓÕÍÍÁ m(y|x; k) ÐÏ y ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1; ÓÕÍÍÁ 2^{−k} ÐÏ ŒÓÅÍ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ 2^{−k} < 2m(x), ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 4m(x), É ÓÕÍÍÉÒÏ- ŒÁÎÉÅ ÐÏ ŒÓÅÍ x ÄÁčÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 4). ïÓÔÁčÔÓÑ ÓÒÁŒÎÉÔØ Åč Ó ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ m É ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ k = −⌊log_2 m(x)⌋ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÁË ÒÁÚ ÎÕÖÎÙÊ ÞÌÅÎ ÓÕÍÍÙ.

ðÅÒÅÊÄčÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ:

KP (x) + KP (y|x; KP (x)) ⩽ KP (x; y) + O(1):

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÐÒÉŒÅÄčÍ (ÎÅÐÒÁŒÉÌØÎÏÅ, ÎÏ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ) ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ (ÎÅÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ, ÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÇÏ) ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ

KP (x) + KP (y|x) ⩽ KP (x; y) + O(1):

ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÏÌÕÍÅÒÁÍ, ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÁË:

m(x)m(y|x) ⩾ "m([x; y])

(ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ " É ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y). úÄÅÓØ ÂÕËŒÏÊ m ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÁÐÒÉÏÒÎÙÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ (ÕÓÌÏŒÎÁÑ É ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÁÑ). ðÅÒÅÐÉÛÅÍ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ËÁË

m(y|x) ⩾ " m([x; y]) m(x) : äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ

m^′(y|x) = " m([x; y]) m(x)

ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÍÅÒÏÊ (ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ "), ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ m(y|x). ðÒÏÓÕÍÍÉÒÕÅÍ m^′(y|x) ÐÏ y. îÁÍ ÎÁÄÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ∑ y m^′(y|x) = " ∑ y m([x; y]) m(x)

ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÙ.

ðÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ÔÁË? œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÆÕÎËÃÉÑ x → ∑ y m([x; y]) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÍÅÒÏÊ (Åč ÓÕÍÍÁ ÐÏ ŒÓÅÍ x ÅÓÔØ ∑ x;y m([x; y]) ⩽ 1) É ÐÏÔÏÍÕ ÜÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ m(x)=" ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ".

çÄÅ ÏÛÉÂËÁ Œ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ? íÙ ÚÁÂÙÌÉ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÍÅÒÁ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ. œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓÌÕÞÁÅŒ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË: ÆÕÎËÃÉÑ ∑ y m([x; y]), ËÁË ÌÅÇ- ËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÂÕÄÅÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÑ m ÂÙÌÁ ÔÁËÏŒÏÊ. îÏ ŒÏÔ ÐÒÏ m([x; y])=m(x) ÜÔÏÇÏ ÓËÁÚÁÔØ ÕÖÅ ÎÅÌØÚÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ m(x) ÓÔÏÉÔ Œ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ, Á ÐÒÉ ŒÏÚ- ÒÁÓÔÁÎÉÉ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ ÄÒÏÂØ ÎÅ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔÓÑ (ËÁË ÎÁÍ ÂÙ ÈÏÔÅÌÏÓØ), Á ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ.

ðÒÁŒÉÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÏÊ ÖÅ ÓÈÅÍÅ, ÎÏ ÏÂÈÏÄÉÔ ÕËÁÚÁÎÎÕÀ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ. íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ z = KP (x) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

m(y|x; z) ⩾ " m([x; y]) m(x) : îÁÛÁ ÐÒÏÂÌÅÍÁ, ÎÁÐÏÍÎÉÍ, Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ. îÏ ÐÒÉ z = KP (x) ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ m(x) ≈ 2^{− KP (x)} ÎÁ 2^{−z} É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÆÕÎËÃÉÀ

m^′(y|x; z) = m([x; y])2^z:

üÔÁ ÆÕÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ. úÁÔÏ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÍÅÒÏÊ: ÓÕÍÍÁ ∑ y m^′(y|x; z) ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅÊ. üÔÏ ÂÕÄÅÔ ÔÁË, ÌÉÛØ ÅÓÌÉ ∑ y m([x; y]) ⩽ 2^{−z}:

íÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ∑ y m([x; y]) = O(m(x)) = O(2^{− KP (x)}), ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÁËÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ:

z ⩽ KP (x) − c ⇒ ∑ y m^′(y|x; z) ⩽ 1:

üÔÏ ÈÏÒÏÛÏ, ÎÏ ÍÁÌÏ: ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏÌÕÍÅÒ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÔÁËÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌ- ÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ŒÓÅÈ x É z, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÉÓÐÒÁŒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ m^′, ÐÏÌÕÞÉŒ ÆÕÎËÃÉÀ m^{′′} Ó ÔÁËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

• ÆÕÎËÃÉÑ ⟨y; x; z⟩ → m^{′′}(y|x; z) ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ;

• ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∑ y m^{′′}(y|x; z) ⩽ 1

ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ x É z;

• ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c

z ⩽ KP (x) − c ⇒ m^{′′}(y|x; z) = m^′(y|x; z):

ôÅÈÎÏÌÏÇÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÉÓÐÒÁŒÌÅÎÉÑ ÕÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁÌÁÓØ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 4.2: ÓÔÒÏÑ ŒÓč Â«ÏÌØÛÉÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÓÎÉÚÕ, ÍÙ ÐÒÏŒÅÒÑÅÍ, ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÀÔ ÌÉ ÏÎÉ ÇÒÁÎÉÃÕ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ, É ÅÓÌÉ ÎÁÒÕ- ÛÁÀÔ, ÔÏ ÏÔÂÒÁÓÙŒÁÅÍ.

óÒÁŒÎÉŒÁÑ m^{′′} Ó ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ É ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÌÏÇÁÒÉÆÍÁÍ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ z ⩽ KP (x) − c ⇒ KP (y|x; z) ⩽ KP (x; y) − z + c^′

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ c É c^′ É ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y; z.

þÔÏÂÙ ŒÙŒÅÓÔÉ ÏÔÓÀÄÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ z = KP (x) − c Œ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ É ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÉ z ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÚÎÁÞÅÎÉÅ KP (y|x; z) ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ (ÆÕÎËÃÉÑ ÐÒÉÂÁŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ËÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÞÌÅÎÕ ÐÁÒÙ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ŒÙÞÉÔÁÎÉÑ), ÐÏÜÔÏÍÕ KP (y|x; KP (x) − c) = KP (y|x; KP (x)) + O(1). ▷

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 22 (Ó. 43), ÕÔŒÅÒÖÄÁÀÝÁÑ, ÞÔÏ KS (x; y) = KS (x) + KS (y|x) + O(log n) ÄÌÑ ÓÌÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÚÁÍÅÎÁ KP ÎÁ KS ÍÅÎÑÅÔ ŒÓÅ ÔÒÉ ÞÌÅÎÁ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(log n). ïÓÔÁčÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ KS (y|x; KP (x)) ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ KS (y|x) ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(log n). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÎÏŒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 21, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ËÏÍÂÉÎÁ- ÔÏÒÎÙÅ ÐÏÄÓÞčÔÙ ÚÁÍÅÎÅÎÙ ÏÃÅÎËÁÍÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ.

œÓÐÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ m(x) ≈ ∑ y m([x; y]) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ (ÚÁÄÁ- ÞÁ 73, Ó. 96), ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 61 ÔÁË:

m(y|x; KP (x)) ≈ m([x; y]) ∑ y m([x; y])

ðÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ÕÓÌÏŒÎÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ÐÁÒÙ ÒÁŒÅÎ y, ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ ĂÐÅÒŒÙÊ ÞÌÅÎ ÐÁÒÙ ÒÁŒÅÎ xĄ.

81 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

KP (x|z) ⩽ KP (x|y) + KP (y|z) + O(1)

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏŒ x; y; z. (üÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÅÝč ÕÓÉÌÉÔØ, ÚÁÍÅÎÉÔØ KP (x|y) ÎÁ ÍÅÎØ- ÛÕÀ ŒÅÌÉÞÉÎÕ KP (x|y; z).)

82 äÏËÁÖÉÔÅ ĂÒÅÌÑÔÉŒÉÚÏŒÁÎÎÙÊĄ ŒÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 61:

KP (x; y|z) = KP (x|z) + KP (y|x; KP (x|z); z) + O(1):

äŒÁÖÄÙ ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 61, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÒÏÊËÉ ÓÌÏŒ. üÔÕ ÔÒÏÊËÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÐÁÒÕ, ÐÅÒŒÙÊ ÞÌÅÎ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ ÐÁÒÁ ⟨x; y⟩, Á ŒÔÏÒÏÊ | z. ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

KP (x; y; z) = KP (z|x; y; KP (x; y)) + KP (x; y) + O(1):

åÝč ÒÁÚ ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 61, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔŒÅÔ:

Theorem 62. [prefix-triple]

KP (x; y; z) = KP (z|x; y; KP (x; y)) + KP (y|x; KP (x)) + KP (x) + O(1):

íÏÖÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÐÏÒÑÄÏË ÄÅÊÓÔŒÉÊ (ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÎÁ ŒÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅ ĂÒÅÌÑÔÉŒÉÚÏŒÁÎÎÙÊĄ ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ z ŒÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 61):

KP (x; y; z) = KP (y; z|x; KP (x)) + KP (x) = = KP (z|y; KP (y|x; KP (x)); x; KP (x)) + KP (y|x; KP (x)) + KP (x)

(ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ O(1)).

ðÏÌÕÞÉÌÁÓØ ÎÅÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 62: ÄŒÁ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÎÅÊ ÔÅ ÖÅ, ÎÏ ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÉÚÍÅÎÉÌÏÓØ. ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÔÁÍ ÓÔÏÉÔ ÕÓÌÏŒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ z, ÎÏ ŒÍÅÓÔÏ ÕÓÌÏŒÉÑ KP (x; y) ÐÏÑŒÉÌÏÓØ ÄŒÁ ÕÓÌÏŒÉÑ KP (x) É KP (y|x; KP (x)) | ÄŒÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÓÕÍÍÅ ÄÁÀÔ ËÁË ÒÁÚ KP (x; y) ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 61. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÁÒÁ ÜÔÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÞÅÍ KP (x; y). âÏÌÅÅ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ (ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ x É y) ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÄÓÔÁŒÉÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ z ÐÁÒÕ ⟨KP (x); KP (y|x; KP (x))⟩; ŒÏ ŒÔÏÒÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÏÂÒÁÔÉÔÓÑ Œ ÎÕÌØ (ÔÏÞÎÅÅ, Œ O(1)). ðÒÉÒÁŒÎÑŒ ÐÒÁŒÙÅ ÞÁÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ:

Theorem 63. [prefix-pair-paradox]

KP (KP (x)|x; y; KP (x; y)) = O(1); KP (KP (y|x; KP (x))|x; y; KP (x; y)) = O(1):

(òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ŒÅÒÎÙ ÄÌÑ KP (y) É KP (x|y; KP (y)).) 83 äÁÊÔÅ ÐÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 63. [õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÍÙ ÚÎÁÅÍ x, y É KP (x; y), ÔÏ ÍÏÖÅÍ ÉÓËÁÔØ ŒÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ d ÄÌÑ KP (x), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ KP (y|x; d) + d ÓÒÁŒ- ÎÑÅÔÓÑ Ó KP (x; y). óÏŒÐÁÄÅÎÉÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1) ÂÕÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ, ÞÔÏ d = KP (x) + O(1): ÅÓÌÉ d ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ KP (x) ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ m, ÔÏ KP (y|x; d) ÍÏÖÅÔ ÕÐÁÓÔØ ÚÁ ÓÞčÔ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(log m), ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÓÕÍÍÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÉÇÒÙÛ.]

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÅÍÙ 61 ÌÅÇËÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÂÁÚÉÓÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (ÔÅÏÒÅÍÁ 24, Ó. 49) ÄÌÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(1) (ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÙÌÁ ÌÉÛØ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ÏÃÅÎËÁ):

Theorem 64. [prefix-baseineq]

KP (x; y; z) + KP (x) ⩽ KP (x; y) + KP (x; z) + O(1)

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒčÈ ÓÌÏŒ x; y; z.

◁ œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ËÁË

KP (x) + KP (y|x; KP (x)) + KP (x) + KP (z|x; KP (x));

Á ÌÅŒÕÀ | ËÁË KP (x) + KP (y; z|x; KP (x)) + KP (x);

É ÏÓÔÁčÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

KP (y; z|x; KP (x)) ⩽ KP (y|x; KP (x)) + KP (z|x; KP (x));

ÞÔÏ ÅÓÔØ ÒÅÌÑÔÉŒÉÚÏŒÁÎÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 54 (Ó. 95). ▷

ðÒÉŒÅÄčÍ ÔÁËÖÅ ÐÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 64 Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÏÌÕÍÅÒ. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ)

m(x; y; z)m(x) ⩾ m(x; y)m(x; z);

ÇÄÅ m | ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÁ. ðÏÄÅÌÉŒ ÎÁ m(x), ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ m(x; y)m(x; z)

m(x)

⩽ m(x; y; z):

ðÒÏŒÅÒÉÍ, ÞÔÏ ÅÇÏ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÕÍÍÕ (ÐÏ ŒÓÅÍ ÔÒÏÊËÁÍ ÓÌÏŒ x; y; z). üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ∑ y;z m(x; y)m(x; z) m(x)

⩽ m(x)

(ŒÅÄØ ∑ y m(x; y) ⩽ m(x) É ∑ z m(x; z) ⩽ m(x)). (äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ O(1), ËÁË ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ÒÁŒÎÙ ÅÄÉÎÉÃÅ.)

üÔÏÇÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ: ÉÚ-ÚÁ m(x) Œ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ÄÒÏÂØ

m(x; y)m(x; z) m(x)

ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ, É ÐÏÔÏÍÕ ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÁËÏÊ ÏÂÈÏÄÎÏÊ ÍÁÎčŒÒ (ÕÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÊ ÎÁÍÉ ÐÒÉ ÄÏËÁ- ÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 61): ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ ŒÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÄÒÏÂÉ.

üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n ÞÅÒÅÚ m_n(x; y) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ m(x; y), Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ÓÕÍÍÁ ∑ y m(x; y) ÐÒÉÎÕÄÉÔÅÌØÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓŒÅÒÈÕ ÞÉÓÌÏÍ 2^{−n}. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ∑ y m(x; y) ÒÁŒÎÏ m(x) (ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ), ÐÏÜÔÏÍÕ m_n(x; y) = m(x; y) ÐÒÉ n = KP (x). ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ ⟨x; y; z⟩ → ∑ n⩾KP (x)

m_n(x; y)m_n(x; z) 2^{−n}

óÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÅÓÔØ É ÞÌÅÎ Ó n = KP (x). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ∑ x;y;z ∑ n⩾KP (x)

m_n(x; y)m_n(x; z)

2^{−n} ⩽ ∑ x ∑ n⩾KP (x) ∑ y m_n(x; y) ∑ z m_n(x; z) 2^{−n} ⩽ ∑ x ∑ n⩾KP (x)

2^{−n} ⩽ ∑ x 2m(x) ⩽ 2:

(ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ | ÉÈ ÕÞčÔ ÄÁÓÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ Œ ÏËÏÎ- ÞÁÔÅÌØÎÏÊ ÏÃÅÎËÅ.)

84 [condit-triple-prefix] ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 26 (Ó. 50) ÄÌÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(1):

2 KP (x; y; z) ⩽ KP (x; y) + KP (x; z) + KP (y; z) + O(1)

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏŒ x; y; z. [õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÌÏÖÉÔÅ ÂÁÚÉÓÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ KP (x; y; z) + KP (z) ⩽ KP (x; z) + KP (y; z) Ó ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ KP (x; y; z) ⩽ KP (x; y) + KP (z).]

85 [increasing-pair-complexity] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ c ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x É ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÓÌÏŒÏ y ÄÌÉÎÙ n, ÞÔÏ

KP (x; y) ⩾ KP (x) + n − c

[õËÁÚÁÎÉÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ z É n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏŒÏ y ÄÌÉÎÙ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KP (y|z) ⩾ n.]

óÈÏÄÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÎÅ ÄÌÑ ÐÁÒ, Á ÄÌÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÎÁ n ÂÉÔÏŒ (ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÏÓÔÁŒÌÑÌÏ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 34 ÎÁ Ó. 45)

Theorem 65. [increasing-prefix-complexity]

max{KP (xy)|l(y) = n} ⩾ KP (x|n) + n − O(1):

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ c ÄÌÑ ŒÓÅÈ x É n ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÐÒÏÄÌÉÔØ ÓÌÏŒÏ x ÎÁ n ÂÉÔÏŒ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÕŒÅÌÉÞÉÌÁÓØ ÎÁ n−c, ÐÒÁŒÄÁ ÎÅ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó KP (x), Á ÌÉÛØ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó KP (x|n).

◁ ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÁÐÒÉÏÒÎÙÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍ, ÐÅÒÅÐÉÛÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ËÁË

2^n min{m(xy)|l(y) = n} ⩽ m(x|n) · O(1)

ìÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ∑ {m(xy)|l(y) = n} (ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÎÁ ÎÁÉÍÅÎØ- ÛÅÅ ÉÚ ÎÉÈ, ÓÕÍÍÁ ÌÉÛØ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ). á ÜÔÁ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ n (ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÏÔ x) ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÕ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁčÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÍÁË- ÓÉÍÁÌØÎÏÓÔØÀ. ▷

86 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ó KP (x) − KP (n) ŒÍÅÓÔÏ KP (x|n) Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 85.

5. íÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ

[monot]

5.1. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ É ÐÏÌÕÍÅÒÙ ÎÁ ÄÅÒÅŒÅ

[monotsm] ïÐÒÅÄÅÌÑÑ ÁÐÒÉÏÒÎÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ Œ ÇÌÁŒÅ 4, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔ- ÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ (ÍÁÛÉÎÙ), ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÐÅÞÁÔÁÌÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÏÓÔÁÎÁŒÌÉ- ŒÁÌÉÓØ. ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÒÕÇÏÊ ËÌÁÓÓ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÙÄÁÀÔ ÎÁ ŒÙÈÏÄ ÂÉÔ ÚÁ ÂÉÔÏÍ É ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÙ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÔØÓÑ. áÌÇÏÒÉÔÍ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ ÚÁÄÁčÔ ÓÌÕ- ÞÁÊÎÕÀ ŒÅÌÉÞÉÎÕ, ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ � (ËÏÎÅÞÎÙÅ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ).

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ŒÙÄÁÀÝÉÊ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÂÉÔÙ, ÐÏ- ÌÕÞÁÅÍÙÅ ÏÔ ÄÁÔÞÉËÁ:

while true do b:=random; OutputBit(b); od óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ (ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÍÅÅÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÕÌØ) É ÉÍÅÅÔ ÔÁÍ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÏ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÇÕÔ ÐÏ- ÑŒÌÑÔØÓÑ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ (ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÎÏŒÙÈ ÂÉÔÏŒ ÎÅ ŒÙÄÁčÔ).

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ A ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÔÉÐÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÕÀ ÎÁ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒÁÈ É ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÕÀ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ:

a(x) = Pr[ŒÙÈÏÄ A ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ x]

æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁÄÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÔÁË. ëÁÖÄÏÍÕ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍÕ ÁÌÇÏ- ÒÉÔÍÕ A ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Ā ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ � (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ) Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ �. éÍÅÎÎÏ, Ā(!) ÅÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÉÔÏŒ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ, ÅÓÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏŒ ÞÌÅÎÙ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! (ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ŒÙÚÏŒ b := random ÂÅÒčÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÂÉÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ !). äÌÑ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÊ ŒÙÛÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, Ā(!) = !.

ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ a(x) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÅÒÁ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ �_x ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ Ā (ÇÄÅ �_x ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ÓÌÏŒÏ x).

87 îÁÊÄÉÔÅ Ā É a ÄÌÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ A, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÞÁÔÁÅÔ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ (É ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏŒ).

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÏÐÉÛÅÍ ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍ ÕËÁ- ÚÁÎÎÏÇÏ ŒÉÄÁ.

Theorem 66. [monotsm-crit1] ðÕÓÔØ A | ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÉÄÁ, a | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÅÍÕ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ:

(Á) a(x) ⩾ 0 ÐÒÉ ŒÓÅÈ x;

(Â) a(�) = 1 (ÚÄÅÓØ � ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏŒÏ); (Œ) a(x) ⩾ a(x0) + a(x1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x; (Ç) ÆÕÎËÃÉÑ a ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ.

ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÓÎÉÚÕ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÁÓØ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 4.1 (Ó. 72) ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ÓÌÏŒÁÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ: ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ a(x) = lim_i a(x; i), ÇÄÅ a | ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ, a(x; i) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ x É ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ i, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ (ÉÌÉ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍ ÓÉÍŒÏÌÏÍ −∞) É ÎÅ ÕÂÙŒÁÅÔ ÐÏ i.

◁ ðÅÒŒÙÅ ÔÒÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÏÞÅŒÉÄÎÙ: (Á) œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ŒÓÅÇÄÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ.

(Â) a(�) = 1, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÌÀÂÏÇÏ ŒÙÈÏÄÁ. (Œ) a(x) ⩾ a(x0) + a(x1), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÂÙÔÉÑ ĂÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÐÏÑŒÉÌÏÓØ x0Ą É ĂÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÐÏÑŒÉÌÏÓØ x1Ą ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÙ É ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÓÏÂÙÔÉÑ ĂÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÐÏÑŒÉÌÏÓØ xĄ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÕÎËÔÁ (Œ) ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÂÙÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ: ÒÁÚÎÏÓÔØ

a(x) − a(x0) − a(x1)

ÅÓÔØ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÐÏÑŒÉÔÓÑ ÓÌÏŒÏ x É ÂÏÌØÛÅ ÎÉËÁËÉÈ ÂÉÔÏŒ ÎÅ ÐÏÑŒÉÔÓÑ.

(Ç) þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÓÎÉÚÕ ÆÕÎËÃÉÉ a, ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÕÍÅÔØ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÐÒÉ- ÂÌÉÖÅÎÉÑ ÓÎÉÚÕ Ë a(x) ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x. âÕÄÅÍ ÍÏÄÅÌÉÒÏŒÁÔØ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ A ÄÌÑ ŒÓÅÈ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏŒ. œÒÅÍÑ ÏÔ ŒÒÅÍÅÎÉ ÂÕÄÕÔ ÏÂÎÁÒÕÖÉŒÁÔØ- ÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ ÐÏÑŒÌÅÎÉÅ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÓÌÏŒÁ x, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ �, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎËÃÉÑ Ā ÒÁŒÎÁ x ÉÌÉ ËÁËÏÍÕ-ÎÉÂÕÄØ ÐÒÏÄÏÌÖÅ- ÎÉÀ ÓÌÏŒÁ x. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ a(x) ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÍÅÒÅ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, É Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÉÓËÏÍÏÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ a(x; i) ÍÙ ÂÅÒčÍ ÍÅÒÕ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÎÙÈ Ë ÛÁÇÕ i. ▷ æÕÎËÃÉÉ a, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÅ ÎÁ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒÁÈ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ É ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (Á) { (Ç) ÔÅÏÒÅÍÙ 66, ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍÉ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕ- ÍÅÒÁÍÉ ÎÁ ÄÅÒÅŒÅ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ. œÁÖÎÏ ÎÅ ÓÍÅÛÉŒÁÔØ ÉÈ Ó ÒÁÎÅÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁŒÛÉÍÉÓÑ ÐÏÌÕÍÅÒÁÍÉ ÎÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ (ÉÌÉ ÎÁ ÓÌÏŒÁÈ ËÁË ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÁÈ): ÐÒÅÖÎÉÅ ÐÏÌÕÍÅÒÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÏŒÁÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÙÄÁŒÁÌÉ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÞÉÓÌÏ (ÉÌÉ ÓÌÏŒÏ) É ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÌÉÓØ.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÏÌÕÍÅÒÁÍÉ ÎÁ ÄÅÒÅŒÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (Á) { (Œ); ÕÓÌÏŒÉÅ (Ç) ŒÙÄÅÌÑÅÔ ÉÚ ÎÉÈ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕ.

88 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÍÅÒÙ ÎÁ ÄÅÒÅŒÅ (ÆÕÎËÃÉÉ ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ (Á) { (Œ)) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÔ ÍÅÒÁÍ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ) ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ � ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. îÁÊÄÉÔÅ ÍÅÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÌÏŒÁ x ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ. [ïÔŒÅÔ: ÅÓÌÉ a | ÐÏÌÕÍÅÒÁ ÎÁ ÄÅÒÅŒÅ, ÔÏ ÍÅÒÁ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁŒÎÁ ÐÒÅÄÅÌÕ ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÐÏ n ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

¸_n = ∑ {a(y)|y ÅÓÔØ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ x ÄÌÉÎÙ n}:

úÄÅÓØ ¸_n ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÐÒÉ n ⩾ l(x) É ÒÁŒÎÏ a(x) ÐÒÉ n = l(x).]

89 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÙ ÎÁ ÄÅÒÅŒÅ ÓÕÍÍÁ ∑ x a(x) ÍÏ- ÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ. [õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÐÉÒÕÀÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÂÉÔÙ ÎÁ ŒÙÈÏÄ.]

œÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ 66 ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

Theorem 67. [monotsm-crit2] œÓÑËÁÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÁ ÎÁ ÄÅÒÅŒÅ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ.

◁ éÄÅÀ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÇËÏ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ŒÙÄÅÌÅÎÉÑ ÍÅÓÔÁ, ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 40 (Ó. 75). éÚÍÅÎÅÎÉÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÅÐÅÒØ ÚÁÐÒÏÓÙ ÎÏÓÑÔ ÉÅÒÁÒÈÉÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ. äŒÅ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ (ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÕÓÌÏŒÎÏ ÎÁÚÙŒÁÔØ 0 É 1) ÔÒÅÂÕÀÔ ŒÙÄÅÌÉÔØ ÉÍ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ � (ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÏÔÒÅÚËÏÍ [0; 1]), ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÍÅÒÙ ÚÁÐÒÁÛÉŒÁÅÍÙÈ ÉÍÉ ÏÂÌÁÓÔÅÊ ÕŒÅÌÉÞÉ- ŒÁÀÔÓÑ ÓÏ ŒÒÅÍÅÎÅÍ, ÎÏ Œ ÓÕÍÍÅ ÎÉ Œ ËÁËÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÀÔ ÅÄÉÎÉÃÙ.

œ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÊ ÅÓÔØ ÐÏ ÄŒÁ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ (Œ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ 0 ÅÓÔØ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅ- ÎÉÑ 00 É 01, Œ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ 1 ÅÓÔØ ÄŒÁ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ 10 É 11), ËÏÔÏÒÙÅ ÔÒÅÂÕÀÔ ŒÙÄÅÌÅÎÉÑ ÉÍ ÍÅÓÔÁ ŒÎÕÔÒÉ ÏÂÌÁÓÔÉ, ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÊ ÄÌÑ ŒÓÅÊ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÈ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÒÁ- ÓÔÕÔ ÓÏ ŒÒÅÍÅÎÅÍ, ÎÏ Œ ÓÕÍÍÅ ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÀÔ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÊ ŒÓÅÊ ÏÒÇÁÎÉÚÁÃÉÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÅÝč ÂÏÌÅÅ ÍÅÌËÉÈ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÊ 000, 001 É ÔÁË ÄÁÌÅÅ: Œ ÐÒÅÄÅÌÅ ËÁÖÄÏÅ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ x ÔÒÅÂÕÅÔ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÐÌÏÛÎÏÇÏ) ÕÞÁÓÔËÁ, ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒ a(x), ÇÄÅ a | ÚÁÄÁÎÎÁÑ ÐÏ- ÌÕÍÅÒÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÄÎÁÖÄÙ ŒÙÄÅÌÅÎÎÁÑ ÌÀÂÏÍÕ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÀ ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁŒÓÅÇÄÁ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÚÁ ÎÉÍ É ÐÅÒÅÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÏÊ ŒÙÄÅÌÅÎÉÑ ÍÅÓÔÁ É ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ ÔÁËÏŒÏ: ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏŒ ÐÏÐÁÄÁÅÔ Œ ÏÂÌÁÓÔØ, ŒÙÄÅÌÅÎÎÕÀ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÀ x, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÙÈÏÄ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó x (ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏŒ).

ðÒÅÄÓÔÁŒÉŒ ÓÅÂÅ ÏÐÉÓÁÎÎÕÀ ÓÉÔÕÁÃÉÀ, ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÓÕÝÅ- ÓÔŒÉÍÏ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÍÙ ÐÒÉŒÅÄčÍ ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ (ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂSSÑÓÎÑÑ ÓÍÙÓÌ ÅÇÏ ÜÔÁÐÏŒ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÍÅÔÁÆÏÒÙ).

ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ a | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÁ ÎÁ ÄÅÒÅŒÅ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÐÏ i ÆÕÎËÃÉÑ ⟨x; i⟩ → a(x; i), ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÅÓÔØ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÄŒÏÉÞÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, lim_i a(x; i) = a(x) É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÆÕÎËÃÉÑ x → a(x; i) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÍÅÒÏÊ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ŒÙÄÅÌÑÀÝÉÊ ÍÅÓÔÏ (ËÌÁÄÏŒÝÉË, ÍÅÎÅÄÖÅÒ ÐÁÍÑÔÉ) ÍÏÖÅÔ ÎÁÌÏÖÉÔØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ:

• ÚÁÐÒÁÛÉŒÁÅÍÙÅ ÒÁÚÍÅÒÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÄŒÏÉÞÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ (ÉÍÅÔØ ŒÉÄ k=2^n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÃÅÌÙÈ k É n);

• ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÐÏÄÁÔØ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÚÁ- ÐÒÏÓÙ;

• ÚÁÐÒÏÓÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ (ÚÁÐÒÏÓ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÒÁÚÄÅÌÅÎÉÑ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÓÕÍÍÙ ÚÁÐÒÏÓÏŒ ÅÇÏ ÞÁÓÔÅÊ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. âÕÄÅÍ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ËÏÒÒÅËÔÉÒÏŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ a ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÙ (ÎÅ ÍÅÎÑÑ ÓÁÍ«ÏÊ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÐÏÌÕÍÅÒÙ). óÎÁÞÁÌÁ ÄÏÂØčÍÓÑ, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ÄŒÏÉÞÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÚÁÍÅÎÉŒ a(x; i) ÎÁ ÂÌÉÖÁÊÛÅÅ ÓÎÉÚÕ ÄŒÏÉÞÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ 2^i (ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÎÁ ÎÕÌÉ).

úÁÔÅÍ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ŒÔÏÒÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÐÏÌÏÖÉŒ a(x; i) = 0 ÄÌÑ ÓÌÏŒ x ÄÌÉÎÙ ÂÏÌØÛÅ i.

îÁËÏÎÅÃ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÔÒÅÔØÅÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ, ŒÙÐÏÌÎÉŒ ÚÁÍÅÎÕ

a(x; i) := max (a(x; i); a(x0; i) + a(x1; i))

ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÕÂÙŒÁÎÉÑ ÄÌÉÎ ÓÌÏŒ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÑ a(x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕ- ÍÅÒÏÊ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÔÁËÉÅ ÚÁÍÅÎÙ ÓÏÈÒÁÎÑÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ a(x; i) ⩽ a(x). ìÅÇËÏ ÐÒÏ- ŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏÌÕÍÅÒÙ (ÐÒÅÄÅÌÙ lim_i a(x; i) ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ x) ÐÒÉ ÎÁÛÅÊ ËÏÒÒÅËÃÉÉ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ.

ìÅÍÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

óÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ ÕÄÏÂÎÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ, ŒŒÅÄÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÅÎÉÊ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÏÌÕÍÅÒÕ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÄŒÏÉÞÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ĂÐÒÏÓÔÏÊĄ ÐÏÌÕÍÅÒÏÊ.

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ĂÐÒÏÓÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍĄ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ Œ �. (îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌ Œ � ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÉÄÁ �_z, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ z. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÐÒÉÎÁÄ- ÌÅÖÎÏÓÔØ Ë ËÏÔÏÒÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÂÉÔÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.)

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ĂÐÒÏÓÔÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍĄ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A_x, ÉÎÄÅËÓÉÒÏŒÁÎ- ÎÏÅ ÄŒÏÉÞÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ x, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÐÕÓÔÙ, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_{x0} É A_{x1} ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_x.

äÌÑ ÔÁËÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÆÕÎËÃÉÑ x → —(A_x), ÇÄÅ — | ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ �, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÏÌÕÍÅÒÏÊ.

ìÅÍÍÁ 2. äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÏÌÕÍÅÒÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÓÔÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. îÁÞÎčÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÐÕÓÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ É ÐÏÓÔÅÐÅÎ- ÎÏ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÑ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏŒÁ-ÉÎÄÅËÓÁ. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ŒÎÕÔÒÉ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_x ÎÁÊÔÉ ÄŒÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_{x0} É A_{x1} ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÍÅÒ (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ÍÅÒ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÍÅÒÙ ÏÂSSÅÍÌÀÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ. ìÅÍÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÐÒÏÓÔÁÑ ÐÏÌÕÍÅÒÁ b(x) É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÅÊ ÐÒÏÓÔÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ B_x. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÔÁËÖÅ ÐÒÏÓÔÁÑ ÐÏÌÕÍÅÒÁ c, ÐÒÉÞčÍ c(x) ⩾ b(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÏÓÔÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ C_x, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏÌÕÍÅÒÅ c, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ C_x ⊃ B_x ÐÒÉ ŒÓÅÈ x.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ðÏŒÔÏÒÉÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍÙ 2, ÔÏÌØËÏ ÔÅÐÅÒØ ŒÎÕ- ÔÒÉ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÅÓÔØ ÄŒÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, É ÎÁÄÏ ÕŒÅ- ÌÉÞÉÔØ ÉÈ ÍÅÒÙ ÄÏ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÏÓÔÁŒÉŒ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ É ÎÅ ŒÙÊÄÑ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ. ìÅÍÍÁ 3 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÌÅÍÍ 2 É 3 ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÐÏ ÔÁÂÌÉÃÁÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÒÏ- ÓÔÙÈ ÐÏÌÕÍÅÒ ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÒÏÓÔÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ.

âÕÄÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÌÅÍÍÕ 3 ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ Ë ÐÒÏÓÔÙÍ ÐÏÌÕÍÅÒÁÍ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÍÓÑ ÆÉËÓÁÃÉÅÊ i = 0; 1; 2; : : : Œ a(x; i). ðÏÌÕÞÉÍ ÄŒÕÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ U(x; i), ÐÒÉ ÜÔÏÍ

• ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U(x; i) (ÓÐÉÓÏË ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÎÅÇÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ) ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔ- ÍÉÞÅÓËÉ ÐÏ x É i;

• ÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U(x; i) ÒÁŒÎÁ a(x; i) (É ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë a(x) ÐÒÉ i → ∞);

• ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ x É i ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U(x0; i) É U(x1; i) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U(x; i);

• U(x; i) ⊂ U(x; i + 1) ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ x É i.

ôÅÐÅÒØ ÉÓËÏÍÙÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÐÏÌÕÍÅÒÕ a, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁË: ÓÔÒÏÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U(x; i) ÐÒÉ ŒÓÅÈ x É i É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÚÁÐÒÁÛÉŒÁÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÂÉÔÙ, ÚÁÐÉÓÙŒÁÑ ÉÈ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !. ëÁË ÔÏÌØËÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ! ∈ U(x; i) ÄÌÑ ËÁËÉÈ-ÔÏ x É i, ŒÙÄÁčÍ ÎÁ ŒÙÈÏÄ ÅÝč ÎÅ ŒÙÄÁÎÎÙÅ ÂÉÔÙ ÓÌÏŒÁ x.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ! ÏËÁÚÁÌÁÓØ Œ U(x; i), ÔÏ ÏÎÁ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Œ U(y; i) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ y ÓÌÏŒÁ x, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ! ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Œ U(x; i) É U(x^′; i) ÄÌÑ ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÙÈ ÓÌÏŒ x É x^′ (ÓÌÏŒ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÎÁÞÁÌÁÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ). ðÏÜÔÏÍÕ ÕÖÅ ŒÙÄÁÎÎÙÅ ÎÁ ŒÙÈÏÄ ÂÉÔÙ ÎÅ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ĂÏÔÚÙŒÁÔØĄ.

óÌÏŒÏ x ÉÌÉ ÅÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÐÏÑŒÉÔÓÑ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÔÁËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÀ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U(x; i) ÐÒÉ i = 0; 1; 2; : : :; ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÅÌ ÍÅÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U(x; i), Á ÜÔÏÔ ÐÒÅÄÅÌ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó a(x), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. ▷

ôÅÏÒÅÍÙ 66 É 67 ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÙ ÎÁ ÄÅÒÅŒÅ ÍÏÖÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ŒÅÒÏ- ÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ.

óÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÉÄÁ ŒÙÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, ËÏÔÏ- ÒÙÅ ÐÏÞÔÉ ÎÁŒÅÒÎÏ ŒÙÄÁÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÉÔØ ËÏÎÅÞ- ÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ). éÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÏÌÕÍÅÒÙ, ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉ- ÍÙÍÉ ÍÅÒÁÍÉ. ôÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ŒÅÒÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ:

Theorem 68. [monotsm-semi-measure] (Á) ðÕÓÔØ — | ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ �. ôÏÇÄÁ ÆÕÎËÃÉÑ p, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ p(x) = —(�_x), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÏÊ, ÐÒÉÞčÍ p(x) = p(x0) + p(x1) ÄÌÑ ŒÓÅÈ x.

(Â) åÓÌÉ ÄÌÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÙ p ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ p(x) = p(x0)+p(x1) ÐÒÉ ŒÓÅÈ x, ÔÏ ÏÎÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÍÅÒÕ ÎÁ �.

◁ (Á) åÓÌÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ¸ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏ, É a_n | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ë ÎÅÍÕ Ó ÏÛÉÂËÏÊ 1=n, ÔÏ b_n = a_n − 1=n ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅÍ ÓÎÉÚÕ Ó ÏÛÉÂËÏÊ 2=n. œÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ b_n ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ (ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÅÊ), ÎÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ c_n = max(b_0; b_1; : : : ; b_n)

ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÂÕÄÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÓÔÒÅ- ÍÑÝÅÊÓÑ Ë ¸. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ

ÓÎÉÚÕ. ðÒÏŒÏÄÑ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x, ÍÙ ÕÂÅÖÄÁÅÍÓÑ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÍÅÒÁ ÚÁÄÁčÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÕ. ðÏÓËÏÌØËÕ �_x ÅÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ �_{x0} É �_{x1}, ÔÏ p(x) = p(x0) + p(x1) (ÁÄÄÉÔÉŒÎÏÓÔØ ÍÅÒÙ).

(Â) ðÕÓÔØ p | ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ p(x) = p(x0) + p(x1) ÐÒÉ ŒÓÅÈ x. ðÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÄÌÉÎÅ x, ËÁË ÎÁÊÔÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ë p(x) Ó ÌÀÂÏÊ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ. äÌÑ ÐÕÓÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ p(�) ÒÁŒÎÏ 1 ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ. åÓÌÉ ÍÙ ÕÖÅ ÕÍÅÅÍ ÎÁÈÏÄÉÔØ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë p(x) ÓŒÅÒÈÕ É ÓÎÉÚÕ Ó ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ, Á ÈÏÔÉÍ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÄÌÑ p(x0) É p(x1), ÔÏ ÎÁÄÏ ÖÄÁÔØ, ÐÏËÁ ÓÕÍÍÁ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÒÁÓÔÕÝÉÈ ÎÉÖÎÉÈ ÏÃÅÎÏË ÄÌÑ p(x0) É p(x1) ÎÅ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔÓÑ Ë (ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ) ŒÅÒÈÎÅÊ ÏÃÅÎËÅ ÄÌÑ p(x). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ŒÅÒÈÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ p(x1) ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÁÔØ, ŒÙÞÉÔÁÑ ÉÚ ŒÅÒÈÎÉÈ ÏÃÅÎÏË ÄÌÑ p(x) (ËÏÔÏÒÙÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ) ÎÉÖÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ p(x0). ▷

üÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÎÕÖÅÎ ÄÁÔÞÉË ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÙÄÁčÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ, ÒÁÓÐÒÅÄÅÌčÎÎÕÀ ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ p (ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÙÄÁŒÁÅÍÁÑ ÄÁÔÞÉËÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ x, ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÒÁŒÎÁ p(x)). ôÏÇÄÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 67 É 68 ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÄÁÔÞÉË ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ ÉÍÅÅÔ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÊ ÄÁÔÞÉË, Á ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÉÍÅÅÔ ÎÕÖÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÅÒ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÊ É ÑŒÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ, ÞÅÍ ÄÁÎÁ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 67. á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÚÏÂØčÍ ÏÔÒÅÚÏË [0; 1] ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ ÄÌÉÎÏÊ p(0) É p(1). ðÅÒŒÕÀ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁÚÏÂØčÍ ÅÝč ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ ÄÌÉÎÏÊ p(00) É p(01), ŒÔÏÒÕÀ | ÎÁ ÞÁÓÔÉ ÄÌÉÎÏÊ p(10) É p(11) É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÄŒÏÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ z ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ı_z ÄÌÉÎÏÊ p(z); ÏÔÒÅÚËÉ ı_z ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ z ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1].

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÒÏÓÁÅÔ ÞÅÓÔÎÕÀ ÍÏÎÅÔÕ É ÐÏÌÕ- ÞÁÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ¸ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏŒ. üÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÄŒÏÉÞÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ¸). ðÁÒÁÌ- ÌÅÌØÎÏ Ó ÐÏÌÕÞÅÎÉÅÍ ¸ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÝÅÔ ÔÁËÉÅ z, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ¸ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ŒÎÕÔÒÉ ı_z (É ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÎÁ ÏÓÎÏŒÅ ÕÖÅ ÉÍÅÀÝÅÊÓÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ¸ É Ï ÇÒÁÎÉÃÁÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ı_z, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ Ó ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ).

œÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÏŒÁ z ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌÁÍÉ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ (ÞÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÂÉÔÏŒ ÞÉÓÌÁ ¸ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÔÅÍ ÄÌÉÎÎÅÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ z). ïÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌÁÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÉÔÏŒ, ËÏÔÏÒÁÑ ŒÙÄÁčÔÓÑ ÎÁ ŒÙÈÏÄ.

œÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÜÔÏÔ ÍÏÖÅÔ ÄÁÔØ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ¸ ÓÏŒÐÁÄčÔ Ó ËÏÎÃÏÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏŒ ı_z, ÎÏ ÔÁËÉÈ ËÏÎÃÏŒ ÓÞčÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É ŒÅÒÏ- ÑÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ÒÁŒÎÁ 0. œÙÈÏÄ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ z ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ¸ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ŒÎÕÔÒÉ ı_z, ÔÁË ÞÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÅ.

çÏŒÏÒÑ ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÏÐÉÓÁÎÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ T ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÉÔÏŒ ¸ Œ ŒÙÈÏÄÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÉÔÏŒ ˛ = T (¸) ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÕÀ ÍÅÒÕ Œ ÍÅÒÕ p.

(îÉÞÅÇÏ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏÇÏ Œ ÜÔÏÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÎÅÔ. åÓÌÉ Õ ŒÁÓ ÅÓÔØ ÄÁÔÞÉË ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÒÁŒ- ÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ ÎÁ [0; 1] ÞÉÓÅÌ, Á ÎÕÖÎÏ ÉÍÉÔÉÒÏŒÁÔØ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀ ÍÏÎÅÔÕ, ÇÄÅ 0 É 1 ÉÍÅÀÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, ÓËÁÖÅÍ, 2=3 É 1=3, ÔÏ ÎÁÄÏ ÓÒÁŒÎÉÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÔÏÞËÕ Ó ÇÒÁÎÉÃÅÊ 2=3. äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ŒÔÏÒÏÇÏ ÂÉÔÁ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁÄÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÏÔ- ÒÅÚËÏŒ [0; 2=3] É [2=3; 1] ÓÎÏŒÁ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÎÅÒÁŒÎÙÅ ÞÁÓÔÉ Œ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ 2 : 1. òÏŒÎÏ ÜÔÏ É ÄÅÌÁÅÔÓÑ Œ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ.)

þÔÏÂÙ ÐÏÎÑÔØ ÓŒÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒ-

ÔÉÎ-ìčÆÁ) ÐÏ ÒÁÚÎÙÍ ÍÅÒÁÍ, ÐÏÌÅÚÎÏ ÉÚÕÞÉÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ T ÂÏÌÅÅ ŒÎÉÍÁÔÅÌØÎÏ. åÇÏ ÕÄÏÂÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÁË: ÎÁÒÑÄÕ Ó ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÏÔÒÅÚËÏŒ ı_z ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ I_z ÄÌÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, I_z | ÏÔÒÅÚÏË, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÊ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ ÎÁ z (ÐÌÀÓ ËÏÎÃÙ).

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T : � → � ÔÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÁË: ÓÌÏŒÏ y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ T (¸), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏŒÏ x, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ¸, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÒÅÚÏË I_x ÌÅÖÉÔ ŒÏ ŒÎÕ- ÔÒÅÎÎÏÓÔÉ ÏÔÒÅÚËÁ ı_y.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U : � → �, ÐÏÍÅÎÑŒ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÍÅÓÔÁÍÉ: ÓÌÏŒÏ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ U(˛), ÅÓÌÉ ˛ ÉÍÅÅÔ ÎÁÞÁÌÏ y, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ı_y ÌÅÖÉÔ ÓÔÒÏÇÏ ŒÎÕÔÒÉ I_x.

èÏÞÅÔÓÑ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ T É U ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÂÒÁÔÎÙ É ÏÓÕÝÅÓÔŒÌÑÀÔ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÄŒÏÉÞÎÏÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1] Ë ÅÇÏ ĂÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ÐÏ ÍÅÒÅ pĄ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÞÉÓÌÁ ÉÚ ı_z ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁ z, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. ïÄÎÁËÏ ÐÒÉ ÂÕËŒÁÌØÎÏÍ ÐÏÎÉÍÁÎÉÉ ÜÔÏ ÎÅŒÅÒÎÏ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÄŒÏÉÞÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÓÏÚÄÁÀÔ ÎÅÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔØ ÐÒÉ ÄŒÏÉÞÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, É ŒÔÏÒÁÑ ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÉÑ, ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ Ë ÅÇÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÀ ÐÏ ÍÅÒÅ p, ÔÁËÖÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÎÃÙ ÏÔÒÅÚËÏŒ ı_z ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÑÍ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÏŒ ı_z ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÕÀ ÄÌÉÎÕ (ÔÏÇÄÁ ÃÅÌÙÊ ËÏÎÕÓ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ). œÏÚÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎËÒÅÔÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÍÅÒÕ (ÔÏÇÄÁ ÃÅÌÙÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ).

îÏ Œ ÏÓÔÁÌØÎÏÍ, ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÜÔÉÈ ÐÒÏÂÌÅÍ, ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÕÀ ÍÅÒÕ Œ ÍÅÒÕ p. üÔÏ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÚÁÑŒÌÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÕÔÏÞÎÑÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. íÙ ÕÖÅ ŒÉÄÅÌÉ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ T ÉÍÅÅÔ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ p. œ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ:

90 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ p-ÍÅÒÙ, Á ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ˛ ÉÍÅÅÔ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ p, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ U(˛) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1 É ÉÍÅÅÔ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ �. [õËÁÚÁÎÉÅ. œÓÑËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ŒÌÏÖÅÎÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ı; ÉÈ ÏÂÝÁÑ ÔÏÞËÁ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÁ; ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÄŒÏÉÞÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ, ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÄÌÑ U(˛) ÐÏÐÁÓÔØ Œ ÏÔÒÅÚÏË ı_z ÂÕÄÅÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ, Á ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÏÔÒÅÚÏË ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔØ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ŒÉÄÁ ı_z.]

üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ËÁË ÐÏÌÕÞÉÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÂÉÔÙ, ÉÍÅÑ ÄÁÔÞÉË Ó ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ p. íÏÄÅÌØÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ: Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÁÑ ÍÏÎÅÔÁ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÒÌÁ Œ 2=3, Á ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÂÒÏÓÉÔØ ÖÒÅÂÉÊ ÞÅÓÔÎÏ (ÞÔÏÂÙ ÏÂÁ ÉÇÒÏËÁ ÉÍÅÌÉ ÒÁŒÎÙÅ ÛÁÎÓÙ). œ ÜÔÏÍ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÂÅÚÏ ŒÓÑËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ: ÄÁÄÉÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÂÒÏÓÉÔØ ÍÏÎÅÔÕ ÐÏ ÒÁÚÕ, ÅÓÌÉ ÏÂÁ ÒÁÚÁ ÏÒčÌ ÉÌÉ ÒÅÛËÁ, ÔÏ ÎÉÞØÑ (É ÂÒÏÓÁÎÉÑ ÐÏŒÔÏÒÑÀÔÓÑ), ÅÓÌÉ ÏÒčÌ ÔÏÌØËÏ Õ ÏÄÎÏÇÏ, ÔÏ ÜÔÏÔ ÏÄÉÎ É ŒÙÉÇÒÁÌ. üÔÏÔ ÐÒÉčÍ ÄÁÖÅ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÒÌÁ (Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ).

õÓÌÏŒÉÅ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ: ÎÅ ÉÚ ŒÓÑ- ËÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÅ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ p(000 : : : 000) = 1 ÄÌÑ ÓÌÏŒÁ ÉÚ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÕÌÅÊ, Á ÎÁ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÏŒÁÈ p ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÔÁËÏÊ ÄÁÔÞÉË ÓÌÕ- ÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏŒ ÎÉËÁËÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ Œ ÓÅÂÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ, ÏÎ ÐÒÏÓÔÏ ŒÙÄÁčÔ ÎÕÌÉ, É Ó ÅÇÏ ÐÏÍÏÝØÀ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÓÄÅÌÁÅÛØ. ðÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÂÕÄÅÔ ÓÉÔÕÁÃÉÑ, ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÂÅÓËÏ-

ÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÍÅÒÕ (ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ! É ÞÉÓÌÏ ‹ > 0, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ p(x) ⩾ ‹ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ x ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ !). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ‹ ÄÁÔÞÉË ÄÁÓÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !, É ÐÏÔÏÍÕ ÐÏÑŒÉÔØÓÑ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.

îÁÓ, ÏÄÎÁËÏ, ÂÏÌØÛÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ËÌÁÓÓÁÍÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ (Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒ- ÔÉÎ-ìčÆÁ) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÅÒ.

Theorem 69. (Á) åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ¸ ÓÌÕÞÁÊÎÁ (Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ) ÐÏ ÒÁŒ- ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ˛ = T (¸) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ É ÓÌÕÞÁÊÎÁ (Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒ- ÔÉÎ-ìčÆÁ) ÐÏ ÍÅÒÅ p.

(Â) åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ˛ ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÐÏ ÍÅÒÅ p É ÎÅŒÙÞÉÓÌÉÍÁ, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ¸ = U(˛) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ, ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ, É T (¸) = ˛.

(óÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÞÁÓÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 99, Ó. 154.)

◁ (Á) óÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÄŒÏÉÞÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉÃ) É ÄÁÖÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (Á ËÏÎÃÙ ÏÔÒÅÚËÏŒ ı_z ŒÙÞÉÓÌÉÍÙ). úÎÁÞÉÔ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ˛ = T (¸) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ.

åÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ " > 0 ÐÏËÒÙŒÁÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ˛ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ �_u Ó ÓÕÍÍÏÊ p-ÍÅÒ ÍÅÎØÛÅ ", ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÏÔÒÅÚËÁÍ ı_u, ÚÁÍÅÎÉÔØ ÉÈ ÎÁ ÞÕÔØ ÂÏÌØÛÉÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÊ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÄŒÏÉÞÎÕÀ ÚÁÐÉÓØ ¸, ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ Ó ÍÁÌÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÄÌÉÎ. ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ¸ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ �_v Ó ÍÁÌÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÈ ÍÅÒ (ÉÎÔÅÒ- ŒÁÌ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ �_v , ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÕÍÍÁ ÍÅÒ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ). á ÜÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ Ï ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ ¸.

(Â) œ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÒÅÄÏÓÔÏÒÏÖÎÏÓÔÉ. ðÒÅ- ÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {˛} ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ p-ÍÅÒÕ, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ˛ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ. (îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ p ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ.) œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÍÅÒÁ {˛} ÂÏÌØÛÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ". ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ˛ Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1="). ðÕÓÔØ ÉÈ, ÓËÁÖÅÍ, k. õŒÅÌÉÞÉÍ " ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ "^′ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ k ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÉÍÅÌÉ ÍÅÒÕ ÂÏÌØÛÅ "^′. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛ«ÉÈ n (ÓËÁÖÅÍ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ N) ÉÍÅÅÔÓÑ ÒÏŒÎÏ k ÓÌÏŒ z ÄÌÉÎÙ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ p(z) > "^′. úÎÁÑ "^′ É N, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÁÊÔÉ ÜÔÉ ÓÌÏŒÁ, É ÐÏÔÏÍÕ ÏÂÒÁÚÕÅÍÙÅ ÉÍÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ŒÅÔŒÉ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ˛ ÎÅŒÙÞÉÓÌÉÍÁ, ÔÏ ÄÌÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÏŒ ı_z ÄÌÑ ÓÌÏŒ z, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÎÁÞÁÌÁÍÉ ˛, ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÉÍÅÀÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. üÔÁ ÔÏÞËÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ˛ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ (ÎÅŒÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ). äÁÌÅÅ ÚÁÍÅÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÏÞËÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄŒÏÉÞÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ (ÉÎÁÞÅ ˛ ÂÙÌÁ ÂÙ ÏÐÑÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ), É ÐÏÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ¸ = U(˛) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ É ˛ = T (¸).

ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ¸ ÓÌÕÞÁÊÎÁ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÎÁÍ ÄÁÀÔ Åč ÐÏËÒÙÔÉÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ ÍÁÌÏÊ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÜÔÉ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ ÎÁ ÐÒÑÍÕÀ É ÎÅÍÎÏÇÏ ÉÈ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ, Á ÚÁÔÅÍ ŒÚÑÔØ ÏÔÒÅÚËÉ ı_z, ÐÏÐÁŒÛÉÅ Œ ÜÔÉ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ.

óÒÅÄÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÓÌÏŒ z ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÞÁÌÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ˛, ÔÁË ËÁË ÄÌÉÎÙ ŒÌÏÖÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, Á ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ ÏÔËÒÙÔÙ É ÓÏÄÅÒÖÁÔ ¸ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ. ▷

ïÔÓÀÄÁ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕ- ÞÁÊÎÁ ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ, ÔÏ ÏÎÁ ÌÉÂÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ, ÌÉÂÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ ÐÏ ôØÀ- ÒÉÎÇÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ.

üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÐÏ ôØÀÒÉÎÇÕ ÄŒÕÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ¸; ˛ ∈ � ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ¸ ÓŒÏ- ÄÉÔÓÑ ÐÏ ôØÀÒÉÎÇÕ Ë ˛ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. óŒÏÄÉÍÏÓÔØ ¸ Ë ˛ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ ¸, ŒÙÚÙŒÁÑ ŒÎÅÛÎÀÀ ÐÒÏÃÅÄÕÒÕ (ĂÏÒÁËÕÌĄ) ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÂÉÔÏŒ ˛.) œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ T É U ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÀÔ ÓŒÏÄÉÍÏÓÔØ Œ ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ.

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ, ÂÙÌÉ ÎÁÚŒÁÎÙ ĂÐÒÁ- ŒÉÌØÎÙÍÉĄ Œ ÓÔÁÔØÅ [85] (Œ ÁÎÇÌÉÊÓËÏÍ ÐÅÒÅŒÏÄÅ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎ ÔÅÒÍÉÎ \proper").

œ ÓŒÑÚÉ Ó ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÁËÏÊ ŒÏÐÒÏÓ: Á ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉ ŒÏÏÂÝÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÎÉ ÐÏ ËÁËÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ? ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÎÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁÑ ÐÏ ôØÀÒÉÎÇÕ ÎÉËÁËÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ? (œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ŒÏÐÒÏÓÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅ- ÎÉÔØ ĂÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊĄ ÎÁ ĂŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊĄ; ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÜÔÏ ŒÓč ÒÁŒÎÏ.)

ðÏ ÜÔÏÍÕ ÐÏŒÏÄÕ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.

1. îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÎÉ ÐÏ ËÁËÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÄÅÆÅËÔÏŒ (ÒÁÚÄÅÌ 5.9, Ó. 152):

91 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x É ÌÀÂÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÙ P ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ y ÓÌÏŒÁ x, ÉÍÅÀÝÅÅ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÄÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÒÁÚÄÅÌÁ 5.9) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ P . [õËÁÚÁÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØ x ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÄÏÂÁŒÌÅ- ÎÉÅ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÂÉÔÁ ÕÍÅÎØÛÁÌÏ ÍÅÒÕ P ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ (ÓËÁÖÅÍ) Œ ÐÏÌÔÏÒÁ ÒÁÚÁ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÔÉ ÍÅÄÌÅÎÎÏ, Á ÍÅÒÁ ÕÂÙŒÁÔØ ÂÙÓÔÒÏ.] òÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÐÏÏÞÅÒčÄÎÏ ŒÓÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÅÒÙ (ËÁÖÄÕÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ), ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÎÉ ÐÏ ËÁËÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ.

ðÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÉÚÌÏÖÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÈ ĂÇÅÎÅÒÉÞÅÓËÉÈĄ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ � ÎÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ÌÀÂÙÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏÍ. úÎÁÍÅÎÉÔÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ âÜÒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ | ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ) ÎÅÐÕÓÔÏ (É ÄÁÖÅ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ).

92 äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ŒÚÑŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ É ÐÒÉÂÁŒÌÑÑ Ë ÎÅÍÕ ÆÒÁÇÍÅÎÔÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏÐÁÓÔØ ŒÎÕÔÒØ ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÏÔËÒÙÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÓÅ- ÍÅÊÓÔŒ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ) É ÏÔÂÅÒčÍ ÉÚ ÎÉÈ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÙÅ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÞčÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÙÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ âÜÒÁ ÉÍÅÅÔ ÎÅÐÕÓÔÏÅ (É ÄÁÖÅ ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏÅ) ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ. îÁÚÏŒčÍ ÜÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÇÅÎÅÒÉÞÅÓËÉÍÉ.

çÅÎÅÒÉÞÅÓËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ËÁË ĂÎÅ ÐÏÄÞÉÎÑÀÝÉÅÓÑ ÎÉËÁËÉÍ ÚÁËÏÎÁÍĄ, ÅÓÌÉ ÐÏÄ ÚÁËÏÎÏÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÐÒÏŒÅÒÑÅÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÚÁÐÒÅÝÁÀÝÅÅ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ Õ ÌÀÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

93 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÉËÁËÁÑ ÇÅÎÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÉ- ÌÅÎÎÏÍÕ ÚÁËÏÎÕ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ. [õËÁÚÁÎÉÅ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ ÂÏÌÅÅ N,

Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÌÑ ÅÄÉÎÉÃ ÂÏÌØÛÅ 99%, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÏÔËÒÙÔÙÍ É ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÙÍ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÓÌÏŒ Ó ÄÏÌÅÊ ÅÄÉÎÉÃ ÍÅÎÅÅ 1%.]

94 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÅÎÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ. [õËÁ- ÚÁÎÉÅ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÄÁÎÎÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ, ÜÆÆÅËÔÉŒ- ÎÏ ÏÔËÒÙÔÏ É ŒÓÀÄÕ ÐÌÏÔÎÏ.]

œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÇÅÎÅÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏ- ÌÁÇÁÅÔ ÎÉËÁËÏÊ ÍÅÒÙ.

95 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÅÎÅÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÎÉ ÐÏ ËÁËÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ. [õËÁÚÁÎÉÅ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÌÏÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÍÅÒÙ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÏÌÏŒÉÎÏË ËÁÖÄÏÇÏ ÉÎÔÅÒ- ŒÁÌÁ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÍÅÎØÛÕÀ (ÉÌÉ ÞÕÔÏ-ÞÕÔØ ÂÏÌØÛÕÀ) ÐÏ ÍÅÒÅ.]

ëÁË ÎÁÐÉÓÁÎÏ Œ ÓÔÁÔØÅ [85] (ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ ÐÏÓÌÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 4.4), ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÎÉ ÐÏ ËÁËÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ, ÎÏ ÔÁÍ ÎÅ ÕËÁÚÁÎÏ, Œ ËÁËÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔØ. óËÏÒÅÅ ŒÓÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÁŒÔÏÒÙ ÜÔÏÊ ÓÔÁÔØÉ ÉÍÅÌÉ Œ ŒÉÄÕ, ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ:

96 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÎÉ ÐÏ ËÁËÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ.

[õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÂÕÄÕÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÍÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏŒÁÔØ, ÞÔÏ ÉÈ ÍÅÒÙ ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙŒÁÀÔ. òÁÚÄÅÌÉÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ ÎÁ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÊ; i-Ñ ÉÚ ÎÉÈ ÂÕÄÅÔ ÏÔŒÅÞÁÔØ ÚÁ i-À ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÍÅÒÕ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÅ ÚÎÁÅÍ, ÉÍÅÅÍ ÌÉ ÍÙ ÄÅÌÏ Ó ÍÅÒÏÊ ÉÌÉ ÎÅÔ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ (Á ÎÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.]

2. óÌÏÖÎÅÅ | ÎÏ ÔÏÖÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ | ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÁ ÐÏ ôØÀÒÉÎÇÕ ÎÉËÁËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÚÁÒÁÎÅÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, Œ ËÁËÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÂÌÅÍÁ: Ë ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÓŒÏÄÉÔØÓÑ ÎÉËÁËÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ŒÙÄÁčÔ ÔÁËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ. (üÔÁ ËÏÎÓÔÒÕË- ÃÉÑ ÐÒÉŒÅÄÅÎÁ Œ ÓÔÁÔØÅ œØÀÇÉÎÁ [80].)

3. ëÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ ÄÁÌØÛÅ, Œ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÓŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÅÓÔØ ŒÓÅÇÄÁ (ŒÓÑËÁÑ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓŒÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ôØÀÒÉÎÇÕ Ë [gacs-reducibility-remark]ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ ÒÁŒ- ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ, ÔÅÏÒÅÍÁ 101, Ó. 159).

4. íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÕÀ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ ÒÁŒÎÏ- ÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ, ÎÏ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÎÉ ÐÏ ËÁËÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁ ÞčÔÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ ÐÏÍÅÓÔÉÍ ÇÅÎÅÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Á ÎÁ ÎÅÞčÔÎÙÈ | ÔÕ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒ- ÎÏÊ ÍÅÒÅ, Ë ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÁ ÓŒÏÄÉÔÓÑ.

(úÄÅÓØ ÎÁÄÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ, Á ÔÁËÖÅ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ ÐÏ ÍÅÒÅ P , ÔÏ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Åč ÞÌÅÎÏŒ Ó ÞčÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÓÌÕÞÁÊÎÁ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÅËÃÉÉ P ÎÁ ÜÔÉ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ.)

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÎÉ ÐÏ ËÁËÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ, Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ ÎÅÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÐÏ ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÕ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÏÂSSÅËÔÁÍ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 16.2). âÏÌÅÅ

ÔÏÇÏ, ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ, ÔÏ Åč ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ (ÚÁÄÁÞÁ 268, Ó. 388).

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÒÁÚÄÅÌÁ ÕËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÔÅÏÒÅÍ:

Theorem 70. [monotsm-anybits] ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÐÏÌÕÍÅÒÙ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓ- ÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ÒÁÓÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÁÈ (ŒÍÅÓÔÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÇÏ): ŒÓč ÒÁŒÎÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÐÏÌÕÍÅÒÁ ÂÕÄÅÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ.

◁ œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÀÂÏÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÏÖÎÏ ÉÍÉÔÉÒÏŒÁÔØ ÌÀÂÏÊ ÄÁÔÞÉË Ó ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁŒ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ ÄŒÕÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ.

äÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 66, ÇÄÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉŒÁÀÝÉÅÓÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÅÒÙ É ÐÏÔÏÍÕ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÂÌÉÖÁÔØ ÓÎÉÚÕ. ▷

5.2. îÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÌÕÍÅÒÁ ÎÁ ÄÅÒÅŒÅ

[monotmax]

Theorem 71. óÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒ ÎÁ ÄÅÒÅŒÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ) ÐÏÌÕÍÅÒÁ a: ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÙ a^′ ÎÁ ÄÅÒÅŒÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ a^′(x) ⩽ ca(x) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c É ÄÌÑ ŒÓÅÈ x.

◁ ëÁË É ÄÌÑ ÐÏÌÕÍÅÒ ÎÁ N (ÔÅÏÒÅÍÁ 41, Ó. 76), ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ A, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ŒÙÂÉÒÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, Á ÚÁÔÅÍ ÍÏÄÅÌÉ- ÒÕÅÔ ŒÙÂÒÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ. åÓÌÉ ÐÏÌÕÍÅÒÁ a^′ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ A^′, ÔÏ a^′(x) ⩽ (1=")a(x), ÇÄÅ " | ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ ŒÙÂÒÁÎ ÉÍÅÎÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ A^′. ▷ äÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÐÏÌÁÇÁÅÍ ŒÓÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉ- ÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÙ Œ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ a_0; a_1; : : :, Á ÚÁÔÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÐÏÌÕÍÅÒÕ a = ∑ i –_ia_i, ÇÄÅ –_i | ÒÑÄ Ó ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ É ÓÕÍÍÏÊ 1 (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, –_i = 2^{−i−1}).

ôÏÎËÏÓÔØ ÚÄÅÓØ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÐÏ- ÌÕÍÅÒ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ ÆÕÎËÃÉÀ u(i; x), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ: (1) ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÆÉË- ÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ i ÆÕÎËÃÉÑ u_i : x → u(i; x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÍÅÒÏÊ; (2) ÓÒÅÄÉ u_i ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ ŒÓÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÙ.

üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÌÉÂÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÑ ŒÓÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ (ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÅÔ ÒÁÎÅÅ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ), ÌÉÂÏ ÐÒÉÎÕÄÉÔÅÌØÎÏ ËÏÒÒÅËÔÉÒÕÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÌÉ ÐÏÌÕÍÅÒÙ. üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ ÐÏÌÕÍÅÒ ÎÁ N (ÒÁÚÄÅÌ 4.2, ÓÔÒÁÎÉÃÁ 76), É ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉŒÏÄÉÔØ ÄÅÔÁÌÉ. (óËÁÖÅÍ ÌÉÛØ, ÞÔÏ Œ ÓÌÕ- ÞÁÅ ÎÁÒÕÛÅÎÉÑ ÕÓÌÏŒÉÑ p(x) ⩾ p(x0) + p(x1) ÎÁÄÏ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÔØ p(x), ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÜÔÏ ÎÅ ÐÒÉŒÅÄčÔ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏ p(�) ÓÔÁÎÅÔ ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ.)

97 ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ.

(úÁÍÅÞÁÎÉÅ Œ ÓËÏÂËÁÈ: ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÄÁčÔ ÄÁÖÅ ÎÅÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÅ ÔÏÌØËÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÓÌÏŒÁ Ó ÎÁÞÁÌÏÍ x (ÔÏ ÅÓÔØ p(x)), ÎÏ É ŒÅÒÏÑÔ- ÎÏÓÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒÁ x, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÚÎÏÓÔØ p(x) − p(x0) − p(x1), ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ĂÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÊĄ ÍÁÛÉÎÙ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ.)

98 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓč ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÁÌ- ÇÏÒÉÔÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÙÄÁÀÔ ÎÁ ŒÙÈÏÄ (ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ) ÎÅ ÂÉÔÙ, Á ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ (ËÁÖÄÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÙÄÁčÔÓÑ ËÁË ÅÄÉÎÏÅ ÃÅÌÏÅ). ôÁËÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÓÎÉÚÕ ÍÅÒÁÍ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

99 (ðÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ.) ðÕÓÔØ m | ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÁ ÎÁ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Åč ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ 1 ÄÁčÔ ÁÐÒÉÏÒÎÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁ ÎÁÔÕ- ÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÇÌÁŒÙ 4, Á Åč ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÄÁčÔ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÕÀ ÎÁÍÉ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÍÅÒÕ ÎÁ ÄŒÏÉÞÎÏÍ ÄÅÒÅŒÅ.

æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÕ ÎÁ ÄÅÒÅŒÅ É ÏÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ Åč a(x). åč ÔÁËÖÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÐÏÌÕÍÅÒÏÊ ÎÁ ÄÅÒÅŒÅ. œÅÌÉÞÉÎÕ a(x) ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÚŒÁÔØ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÓÌÏŒÁ x (ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÄÅÒÅŒÁ), ÎÏ ŒÁÖÎÏ ÎÅ ÐÕÔÁÔØ Åč Ó ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÇÌÁŒÙ 4. œÅÌÉÞÉÎÕ

KA (x) = − log a(x)

ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÓÌÏŒÁ x. (úÄÅÓØ ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÏÐÁÓÁÔØÓÑ ÐÕÔÁÎÉÃÙ, ÔÁË ËÁË Œ ÇÌÁŒÅ 4 ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÉŒÏÄÉÌÏ Ë ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÅ ÎÁÉÍÅÎÏŒÁÎÉÅ ÉÚÌÉÛÎÅ.) òÁÚÌÉÞÎÙÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ ŒÙÂÏÒÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÐÏÌÕÍÅÒÙ ÐÒÉŒÏÄÑÔ Ë ÒÁÚÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÎÏ ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÁÄÄÉÔÉŒÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÅ ÐÏÌÕÍÅÒÙ ÎÁ ÄÅÒÅŒÅ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ).

œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÉÚÕÞÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. úÁÍÅÔÉÍ ÓÒÁÚÕ ÖÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÐÏ ÎÁÛÅÍÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÃÅÌÙÍ (É ÄÁÖÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ) ÞÉÓÌÏÍ. îÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈ ÎÁÓ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ŒÓč ÒÁŒÎÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÙ ĂÓ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)Ą, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÚÁÍÅÎÉÔØ − log a(x) ÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ a(x) > 2^{−n}. ôÕÔ ÅÓÔØ ÎÅÂÏÌØÛÁÑ ÔÏÎËÏÓÔØ: ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÓÔÒÏÇÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÂÙÌÁ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓŒÅÒÈÕ. œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÏÇÏŒÁÒÉŒÁÅÍ ÔÅ ÒÅÄËÉÅ ÓÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ ÜÔÏ ÏËÒÕÇÌÅÎÉÅ (ÉÌÉ ÅÇÏ ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ) ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ.

5.3. óŒÏÊÓÔŒÁ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ

[monotapr]

Theorem 72. [ka-properties]

(Á) KA (x) ⩽ l(x) + O(1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x; (Â) KA (x) ⩽ KP (x) + O(1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x;

(Œ) ÅÓÌÉ x_0; x_1; : : : | ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÓÌÏŒ (ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ), ÔÏ KA (x_i) = KP (x_i) + O(1) = KP (i) + O(1);

(Ç) KP (x) ⩽ KA (x) + 2 log l(x) + O(1); (Ä) ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, KP (x) ⩽ KA (x) + KP (l(x)) + O(1); (Å) É ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, KP (x|l(x)) ⩽ KA (x) + O(1);

(č) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Åč ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ.

(Ö) ÅÓÌÉ f : � → N_⊥ | ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ KP (f(x)) ⩽ KA (x)+ O(1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ (ÎÅ ÒÁŒÎÏ ⊥).

◁ (Á) æÕÎËÃÉÑ p(x) = 2^{−l(x)} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÏÊ, É ÐÏÔÏÍÕ p(x) ⩽ ca(x) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c, ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.

(Â) íÁÛÉÎÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÙÄÁÀÔ ÄŒÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ (ËÁË ÅÄÉÎÏÅ ÃÅÌÏÅ) É ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÔÓÑ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÍÁÛÉÎ, ŒÙÄÁÀÝÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÉÔÏŒ. ðÏÜÔÏÍÕ m(x) ⩽ ca(x), ÇÄÅ m | ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÇÌÁŒÙ 4, ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.

ðÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÐÏÌÕÍÅÒ. ðÏÌÏÖÉÍ m^′(x) ÒÁŒÎÙÍ ÓÕÍÍÅ m(y) ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÍ y ÓÌÏŒÁ x, ÇÄÅ m | ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÇÌÁŒÙ, ÎÁ ÓÌÏŒÁÈ ËÁË ÎÁ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÁÈ. (åÝč ÐÏÌÏÖÉÍ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ m^′(�) = 1.) ôÏÇÄÁ m^′ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÕÍÅÒÏÊ ÎÁ ÄÅÒÅŒÅ É ÐÏÔÏÍÕ m(x) ⩽ m^′(x) = O(a(x)).

(Œ) åÓÌÉ x_i | ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ, Á a | ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁ ÄÅÒÅŒÅ (ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÐÏÌÕÍÅÒÁ ÎÁ ÄÅÒÅŒÅ), ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ i → a(x_i) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÍÅÒÏÊ ÎÁ N. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÎÁ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ, Á ÓÏÂÙÔÉÑ Ăx_i ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁĄ ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÙ, É ÐÏÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ÉÈ ŒÅÒÏÑÔ- ÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÙ. ðÏÜÔÏÍÕ KP (i) ⩽ KA (x_i) + O(1).

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, KP (x_i) = KP (i) + O(1), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚ i ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÐÏÌÕÞÉÔØ x_i É ÎÁÏÂÏÒÏÔ; ÎÁËÏÎÅÃ, KA (x_i) ⩽ KP (x_i) + O(1) ÓÏÇÌÁÓÎÏ (Â).

(Ç) ðÕÓÔØ a | ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁ ÄÅÒÅŒÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ ÆÕÎË- ÃÉÀ u(x) = a(x)=l(x)^2. óÕÍÍÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ a(x) ÐÏ ŒÓÅÍ ÓÌÏŒÁÍ ÄÌÉÎÙ n ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉ ÓÌÏŒÁ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ∑ x u(x) = ∑ n ∑ l(x)=n

a(x) n^2 ⩽ ∑ n 1 n^2

= O(1);

ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.

(Ä) ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÏÌØËÏ ÎÁÄÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ u(x) = a(x)m(l(x)), ÇÄÅ m | ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁ N.

(Å) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ

u(x; n) = { a(x); ÅÓÌÉ l(x) = n;

0; ÅÓÌÉ l(x) ≠ n.

ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ n ÆÕÎËÃÉÑ x → u(x; n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÍÅÒÏÊ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÇÌÁŒÙ (ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1), ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ.

(č) äÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ (ÐÏ ÆÏÒÍÅ) ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÄÁÔÞÉËÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÐÅÞÁÔÁÅÔ ÏÄÉÎ ÚÁ ÄÒÕÇÉÍ ÂÉÔÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÐÏÌÕÍÅ- ÒÁ ÒÁŒÎÁ 1 ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÎÁÞÁÌÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, É ÐÏÔÏÍÕ ÁÐÒÉÏÒÎÙÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ (ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÁÐÒÉÏÒÎÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁ ÄÅÒÅŒÅ) ŒÓÅÈ Åč ÎÁÞÁÌ ÏÔÄÅÌÅÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ.

ïÂÒÁÔÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÏÖÎÅÅ. ðÕÓÔØ ÁÐÒÉÏÒÎÙÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ÎÁÞÁÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÂÏÌØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ " > 0. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B

ŒÓÅÈ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ a(x) > ". íÎÏÖÅÓÔŒÏ B ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÎÁÞÁÌÁ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !. ïÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÅÒÅŒÏÍ (ŒÍÅÓÔÅ Ó ÌÀÂÙÍ ÓÌÏŒÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÁ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÓÌÏŒ, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 1=" ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÓÏÂÙÔÉÑ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ É ÉÈ ÓÕÍ- ÍÁÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1). îÁËÏÎÅÃ, B ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ (ÓÔÒÏÑ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÓÎÉÚÕ Ë a(x), ÍÙ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉÍ ÌÀÂÏÅ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ a(x) > ").

üÔÉÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ÕÖÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ŒÙÞÉÓÌÉ- ÍÁ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÓÌÏŒ x_1; : : : ; x_N ÉÚ B. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÓÌÏŒ x_i ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ ÅÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ, ÌÅÖÁÝÉÅ Œ B. œÓÅ ÏÎÉ ÓÒÁŒÎÉÍÙ (ÉÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÚÁÍÅÎÉÔØ x_i ÎÁ ÄŒÁ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ É ÕŒÅÌÉÞÉÔØ N). ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏ x_i ŒÙÈÏÄÉÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ŒÅÔŒØ ÂÅÚ ŒÅÔŒÌÅÎÉÊ, É ÜÔÁ ŒÅÔŒØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B). ðÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÔÁËÉÈ ŒÅÔŒÅÊ (ÅÓÌÉ ÂÙ ! ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÌÁ ÎÉ ÞÅÒÅÚ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏŒ x_i, ÔÏ Åč ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÏÅ ÎÁÞÁÌÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÏÂÁŒÉÔØ Ë ÓÐÉÓËÕ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÓÌÏŒ É ÕŒÅÌÉÞÉÔØ N).

(Ö) ðÏÓÔÒÏÉÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÇÌÁŒÙ 4, ÐÒÉÍÅÎÑÑ f Ë ŒÙÈÏÄÕ ŒÅ- ÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÐÏÌÕÍÅÒÅ ÎÁ ÄÅÒÅŒÅ, É ÓÒÁŒÎÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ó ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÐÏÌÕÍÅÒÏÊ ÎÁ N (ÌÏÇÁÒÉÆÍ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁŒÅÎ KP +O(1)). ▷

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÐÏ ÓŒÏÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ ÏÔ ÕÖÅ ÚÎÁËÏÍÙÈ ÎÁÍ (ÏÂÙÞÎÏÊ É ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ) ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, Åč ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÓÔÒÕË- ÔÕÒÕ ÎÁÞÁÌ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ, É ÐÏÔÏÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ, ÎÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÜÔÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ, ÍÏÇÕÔ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ.

100 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ x ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ, Á ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ x^R (ÔÅ ÖÅ ÂÉÔÙ Œ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ) | ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ. (æÏÒÍÁÌØÎÏ: ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ c, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÎÁÊÄčÔÓÑ ÓÌÏŒÏ x Ó KA (x) < c É KA (x^R) > n.) [õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÌÏŒÏ x ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÅÄÉÎÉÃÙ, ÄÁÌØÛÅ ÉÄÕÔ ÏÄÎÉ ÎÕÌÉ.]

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅÔ ÓÍÙÓÌÁ (Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ É ÏÂÙÞÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ) ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÓËÁÖÅÍ, ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÌÉ ÇÒÁÆÁ.

áÐÒÉÏÒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ n ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÎÁÍ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(log n), ÎÏ ÚÄÅÓØ ŒÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÄ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ÓÔÏÉÔ ÉÍÅÎÎÏ ÄÌÉÎÁ ÓÌÏŒÁ, Á ÎÅ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÐÏÓËÏÌØËÕ, ÓËÁÖÅÍ, ÄÌÑ ÓÌÏŒ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, Á ÏÂÙÞÎÁÑ É ÐÒÅÆÉËÓÎÁÑ | ÎÅÔ.

101 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔÉ KS (x)−KA (x) É KA (x)−KS (x) ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÒÑÄËÁ log n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n (É ÄÌÑ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n). [õËÁÚÁÎÉÅ. KS (x) ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ KA (x), ÅÓÌÉ ŒÚÑÔØ ÓÌÏŒÏ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ. ïÂÒÁÔÎÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ KA (x) = l(x) + O(1) (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 5.6), Á ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÙŒÁÅÔ ÍÅÎØÛÅ ÄÌÉÎÙ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÎÁ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÄÌÉÎÙ, ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 38.]

102 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

KA (xy) ⩽ KP (x) + KA (y) + O(1);

ÇÄÅ xy | ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÌÏŒ x É y. úÄÅÓØ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÒÅÞØ ÉÄčÔ Ï ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÉ ÉÍÅÎÎÏ Œ ÔÁËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ: ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÒÕÇÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÜÔÏ ÎÅŒÅÒÎÏ. [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ U |

ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÇÌÁŒÙ 4, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉ- ÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÕ (ÎÁ ÓÌÏŒÁÈ ËÁË ÎÁ ÉÚÏÌÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÁÈ), Á V | ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÙ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÐÏÌÕÍÅÒÕ ÎÁ ÄÅÒÅŒÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÁÌ- ÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÎÁÞÁÌÅ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ËÁË U, Á ÐÏÓÌÅ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ ËÁË V (ÞÉÔÁÑ ÏÓÔÁÔÏË ŒÈÏÄÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÐÒÏÞÉÔÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ U, É ÄÏÂÁŒÌÑÑ ÂÉÔÙ Ë ÕÖÅ ŒÙÄÁÎÎÙÍ). þÔÏÂÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ KA (yx) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÍÅÓÔÁ ÎÅ ÉÍÅÅÔ, ÐÏÌÏÖÉÔÅ y = 0^n É x = 1.]

103 [increasing-apriory-complexity] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ KA (x0) É KA (x1) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ KA (x) + 1. (úÄÅÓØ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ KA (x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ËÁË − log a(x) ÂÅÚ ÏËÒÕÇÌÅÎÉÑ.) œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x É ÞÉÓÌÁ n ∈ N ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÓÌÏŒÏ y ÄÌÉÎÙ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KA (xy) ⩾ KA (x) + n.

(óÒ. ÔÅÏÒÅÍÕ 65 ÎÁ Ó. 110 É ÚÁÄÁÞÕ 34 ÎÁ Ó. 45; ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÎÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑ n É ÄÁÖÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ O(1).)

åÝč ÏÄÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÍÅÒÁ — ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ �. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c É ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ x ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

KA (x) ⩽ − log —(�_x) + c:

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁ ÄÅÒÅŒÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÍÅÒÙ — (É ÄÁÖÅ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕ- ÇÏÊ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÙ) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÒÏŒÁÎÉÑ É ÄÁčÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

íÙ ÏÂÒÁÝÁÅÍ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÜÔÏ (ÐÒÏÓÔÏÅ) ÓŒÏÊÓÔŒÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁ ÎčÍ ÏÓÎÏŒÁÎ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ: ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÐÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ — ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ Åč ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ x ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÇÄÁ ÒÁÚÎÉÃÁ − log —(�_x)−KA (x) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓŒÅÒÈÕ (ÓÎÉÚÕ ÏÎÁ ŒÓÅÇÄÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ Œ ÓÉÌÕ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ).

üÔÏÔ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÅŒÉÎÁ { ûÎÏÒÒÁ (ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ) É ÂÕÄÅÔ ÄÏËÁÚÁÎ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÅÊ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 5.6. îÏ ÐÒÅÖÄÅ ÎÁÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÒÁÚÄÅÌ 5.5), ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ � Œ ÓÅÂÑ (ÒÁÚÄÅÌ 5.4).

íÏÖÎÏ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏŒÁÔØ ÁÐÒÉÏÒÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ É ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓŒÅÒÈÕ ÆÕÎËÃÉÀ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÕÀ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ | ÐÏÄÏÂÎÏ ÔÏÍÕ, ËÁË ÜÔÏ ÓÄÅ- ÌÁÎÏ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 8 (Ó. 25) ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 56 (Ó. 98) ÄÌÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ:

Theorem 73. [ka-criterion] æÕÎËÃÉÑ KA ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÙ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓŒÅÒÈÕ ÆÕÎËÃÉÅÊ K Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ∑ x∈M 2^{−K(x)} ⩽ 1

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ M ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ.

◁ ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÏŒÁ x ∈ M ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ �_x ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁ- ÀÔÓÑ É ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ Œ ÎÉÈ Œ ÓÕÍÍÅ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ ÅÄÉÎÉÃÙ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓŒÅÒÈÕ ÆÕÎËÃÉÑ K, ÏÂÌÁ- ÄÁÀÝÁÑ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ ÐÏ- ÌÕÍÅÒÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙÌÁ ÂÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ (ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ) ÆÕÎËÃÉÉ 2^{−K} . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ 2^{−K} ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÍÅÒÏÊ, Åč ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÓÌÏŒÁÈ x, x0 É x1, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏ- ÒÑ, ÎÉËÁË ÎÅ ÓŒÑÚÁÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ Åč ÎÁÄÏ ÕŒÅÌÉÞÉÔØ | Œ ÔÏÊ ÍÅÒÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÏ ÎÅÉÚÂÅÖÎÏ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÏÌÏÖÉÍ a(x) ÒÁŒÎÙÍ ÔÏÞÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ ŒÓÅÈ ÓÕÍÍ ŒÉÄÁ ∑ y∈M 2^{−K(y)}

ÐÏ ŒÓÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ M ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÌÏŒÁ x. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2^{−K} , ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. ▷

5.4. œÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � → �

[tree-mappings] áÌÇÏÒÉÔÍÙ (ÍÁÛÉÎÙ), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ ÎÁÍÉ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ (ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÐÏÌÕÍÅÒÙ) ÎÁ ÄÅÒÅŒÅ, ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÞÁÓÔÅÊ: ÄÁÔÞÉËÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÇÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏŒ, É ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ŒÙ- ÈÏÄÎÙÅ ÂÉÔÙ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÜÔÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÉÚÕÞÉÍ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ ÜÔÕ ŒÔÏÒÕÀ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÕÀ, ŒŒÅÄÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ � (ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ) Œ ÓÅÂÑ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÅ ÎÁ ŒÓčÍ � (ÚÁÔÏ ÓÒÅÄÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÞÔÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÚÁÍÅÎÑÅÔ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÓÔØ).

5.4.1. îÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � → �

[tree-continuous] ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : � → �, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÅ ÎÁ ŒÓčÍ �. íÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÅÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÄŒÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ:

(1) ÏÎÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ: ÅÓÌÉ x ∈ � ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ y ∈ �, ÔÏ f(x) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ f(y);

(2) ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉ- ÎÅÎÉÅÍ (ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÏÂÝÉÍ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ) ÚÎÁÞÅÎÉÊ f(x) ÎÁ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÎÁÞÁÌÁÈ x ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ x ≼ y ÄÌÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ăx ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ yĄ; ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ x; y ∈ � ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ É ËÏÎÅÞÎÙÍÉ, É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍÉ. åÓÌÉ x ≼ y ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x, ÔÏ x = y. ôÒÅÂÏŒÁÎÉÅ (1) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÍÏÎÏÔÏÎ- ÎÏÓÔØ f Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ≼ ÎÁ �. ïÎÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f(x) ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÎÁÞÁÌÁÈ x ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÂÕÄÕÔ ÐÒÏÄÏÌÖÁÔØ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ; ÉÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ (ÔÏÞÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ Œ ÓÍÙÓÌÅ ≼-ÐÏÒÑÄËÁ) ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÀ (2) ÄÏÌÖÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó f(!).

104 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍÕ ÐÏÎÑÔÉÀ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÅÓÌÉ � ÓÎÁÂÄÉÔØ ÔÏÐÏÌÏÇÉÅÊ ÒÁÚÄÅ- ÌÁ 4.4.3 (Ó. 86). [õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÒ. ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ � Œ N_⊥ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÒÁÚÄÅÌÅ.]

ó ËÁÖÄÙÍ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ f : � → � ÓŒÑÖÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ �_f , ËÏÔÏÒÏÅ ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ÐÏÄÇÒÁÆÉËÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f; ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÁÒÙ ÓÌÏŒ ⟨x; y⟩, ÇÄÅ x; y ËÏÎÅÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ y ≼ f(x). éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅ- ÎÉÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ f ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ �_f ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ ÔÒÅÍÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

(1) ⟨x; �⟩ ∈ �_f ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x;

(2) ÅÓÌÉ ⟨x; y⟩ ∈ �_f , ÔÏ ⟨x^′; y^′⟩ ∈ �_f ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ x^′ ≽ x, y^′ ≼ y.

(3) ÅÓÌÉ ⟨x; y_1⟩ É ⟨x; y_2⟩ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ �_f , ÔÏ ÓÌÏŒÁ y_1 É y_2 ÓÒÁŒÎÉÍÙ (ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ).

ðÅÒŒÙÅ ÄŒÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÞÅŒÉÄÎÙ, ÔÒÅÔØÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÓÌÏŒÁ, ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÎÁÞÁÌÁÍÉ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÒÁŒÎÉÍÙ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÓŒÏÉÍÉ ÐÏÄÇÒÁÆÉËÁÍÉ.

Theorem 74. [continuous-graphs] óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ f → �_f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅÍ ÍÅÖÄÕ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ � → � É ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÐÁÒ ÓÌÏŒ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ (1) { (3).

◁ ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F ÐÁÒ ÓÌÏŒ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ (1) { (3). ôÒÅÂÏŒÁ- ÎÉÑ (1) { (3) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ y, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ⟨x; y⟩ ∈ F , ÎÅÐÕÓÔÏ É ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÓÌÏŒ. éÈ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ (ÔÏÞÎÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ) É ÂÕ- ÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ f(x). óŒÏÊÓÔŒÏ (2) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ x ≼ x^′ ŒÌÅÞčÔ f(x) ≼ f(x^′) (Ó ÒÏÓÔÏÍ x ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ y ÔÁËÖÅ ÒÁÓÔčÔ). ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÏÖÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ f(!) ËÁË ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ f(x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ x ≼ !. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÂÕÄÅÔ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ F → f ÏÂÒÁÔÎÏ Ë f → �_f . ▷

5.4.2. íÏÎÏÔÏÎÎÙÅ ÍÁÛÉÎÙ Ó ÎÅÂÌÏËÉÒÕÀÝÉÍ ÞÔÅÎÉÅÍ

îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : � → � ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ �_f ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. (œÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ŒÓÅÇÄÁ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÙ.)

æÏÒÍÁÌØÎÏ ÎÁÍ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÉËÁËÏÇÏ ĂÏÐÒÁŒÄÁÎÉÑĄ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, É ŒÓč ÓËÁ- ÚÁÎÎÏÅ ÄÁÌØÛÅ Œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ Ï ĂÍÁÛÉÎÎÏ-ÚÁŒÉÓÉÍÏÊĄ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÊ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÐÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ËÁËÏÍÕ ŒÉÄÕ ÍÁÛÉÎ (ÐÒÏÇÒÁÍÍ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.

âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ ÎÅÂÌÏËÉÒÕÀÝÅÅ ÞÔÅÎÉÅ ÓÏ ŒÈÏ- ÄÁ (ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÂÉÔ ÉÚ ÏÞÅÒÅÄÉ ŒÈÏÄÎÙÈ ÂÉÔÏŒ É ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÐÕÓÔÁ ÌÉ ÜÔÁ ÏÞÅÒÅÄØ). ôÁËÉÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉÓØ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 4.4.2, Ó. 85. îÏ ÔÅÐÅÒØ ÂÕ- ÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ ÓÔÒÏÉÔ ŒÙÈÏÄ ÐÏ ÂÉÔÁÍ, ÉÍÅÑ ËÏÍÁÎÄÕ OutputBit(b) Ó ÂÉÔÏŒÙÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏÍ.

œÙÈÏÄÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÁËÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ, É ÚÁŒÉÓÉÔ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔ ŒÈÏÄÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÉÔÏŒ (ÎÁÖÁÔÙÈ ËÌÁ- ŒÉÛ Ă0Ą É Ă1Ą), ÎÏ É ÏÔ ÍÏÍÅÎÔÏŒ ÎÁÖÁÔÉÑ ËÌÁŒÉÛ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÔÁËÏÊ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÎÅÔ (ÍÏÍÅÎÔÙ ÎÁÖÁÔÉÑ ËÌÁŒÉÛ ÍÏÇÕÔ ŒÌÉÑÔØ ÎÁ ÍÏÍÅÎÔÙ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÂÉÔÏŒ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ, ÎÏ ÎÅ ÎÁ ŒÙÈÏÄÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ). ëÏÒÒÅËÔÎÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÚÁÄÁčÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ � Œ ÓÅÂÑ.

Theorem 75. ëÏÒÒÅËÔÎÙÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÚÁÄÁÀÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ (Œ ÏÐÉÓÁÎÎÏÍ ŒÙ- ÛÅ ÓÍÙÓÌÅ); ŒÓÑËÏÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ.

◁ ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÒÒÅËÔÎÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ M É ÄŒÅ ŒÈÏÄÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ x É x^′, ÐÒÉÞčÍ x ≼ x^′. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ M(x) ≼ M(x^′), ÇÄÅ ÞÅÒÅÚ M(z) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ŒÙÈÏÄ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ M ÎÁ ŒÈÏÄÅ z (ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÉÊ, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÏÔ ÍÏÍÅÎÔÏŒ ŒÒÅÍÅÎÉ ÐÏÄÁÞÉ ÎÁ ŒÈÏÄ ÂÉÔÏŒ ÓÌÏŒÁ z). ðÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ x ÜÔÏ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÔÁË (ÐÏÓËÏÌØËÕ x = x^′). ðÕÓÔØ x ËÏÎÅÞÎÏ. ðÏÄÁÄÉÍ x ÎÁ ŒÈÏÄ É ÂÕÄÅÍ ÖÄÁÔØ, ÐÏËÁ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÎÅ ÐÏÑŒÉÔÓÑ M(x). üÔÏ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÄÏÌÖÎÏ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ, ÅÓÌÉ M(x) ËÏÎÅÞÎÏ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÍÙ ÐÏÄÁÄÉÍ ÎÁ ŒÈÏÄ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÅ ÓÉÍŒÏÌÙ ÉÚ x^′. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ M(x^′) ÎÅÉÚÂÅÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ M(x). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÕÞÁÊ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ M(x) ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ. åÓÌÉ ÖÅ M(x) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÂÉÔ M(x) Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÄÏÌÖÅÎ ÐÏÑŒÉÔØÓÑ ÐÏ- ÓÌÅ ÐÏÄÁÞÉ x ÎÁ ŒÈÏÄ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÄÁÔØ ÏÓÔÁÔÏË x^′ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ÔÏÔ ÖÅ ÂÉÔ ÄÏÌÖÅÎ ÐÒÉÓÕÔÓÔŒÏŒÁÔØ É Œ M(x^′), ÔÁË ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ M(x) = M(x^′).

óÔÏÌØ ÖÅ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ! ÚÎÁÞÅÎÉÅ M(!) ÅÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ M(x) ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ x ≼ !, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ ŒÈÏÄ ÐÏÄÁÎÏ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÉÔÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ÓÌÏŒ x; y, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ y ≼ M(x), ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ, ÔÁË ËÁË ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ, ÍÏÄÅÌÉÒÕÑ ÒÁÂÏÔÕ ÍÁÛÉÎÙ M ÎÁ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ŒÈÏÄÁÈ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁ- ÖÄÏÊ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ (Œ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ) ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ.

îÁÐÒÏÔÉŒ, ÐÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÍÁÛÉÎÕ M, ËÏÔÏÒÁÑ ËÏÒÒÅËÔÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔ ÅÇÏ. á ÉÍÅÎÎÏ, M ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÅÔ ÐÏÄÇÒÁÆÉË �_f É ÐÁÒÁÌ- ÌÅÌØÎÏ Ó ÜÔÉÍ ÞÉÔÁÅÔ ÂÉÔÙ ÓÏ ŒÈÏÄÁ. ëÁË ÔÏÌØËÏ Œ �_f ÏÂÎÁÒÕÖÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÁÒÁ ⟨x; y⟩, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ŒÈÏÄÁ, ÍÙ ŒÙÄÁčÍ ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÅ ÂÉÔÙ ÓÌÏŒÁ y (ÔÒÅÂÏŒÁ- ÎÉÑ (1) { (3) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉŒÁÀÝÉÅÓÑ ÓÌÏŒÁ y ÂÕÄÕÔ ÓÒÁŒÎÉÍÙ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÔÚÙŒÁÔØ ÂÉÔÙ Ó ŒÙÈÏÄÁ ÎÅ ÐÒÉÄčÔÓÑ). ▷

5.4.3. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ Ó ËÏÒÒÅËÔÎÙÍÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁÍÉ ËÁÖÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ, ÎÏ ÏÎÏ (ËÁË É ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍ) ÉÍÅÅÔ ŒÁÖÎÙÊ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏË: ÎÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÅÇÏ ÐÏ ÄÁÎÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ, ÂÕÄÅÔ ÌÉ ÏÎÁ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ËÁÖÄÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ Œ ËÏÒÒÅËÔÎÕÀ: ÎÁÄÏ ÐÅ- ÒÅÊÔÉ ÏÔ ÎÅč Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÐÁÒ, ĂÓËÏÒÒÅËÔÉÒÏŒÁÔØĄ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É ÚÁÔÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ. íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÜÔÏ ÏÐÉÓÙŒÁÔØ ÐÏÄÒÏÂÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÄÌÑ ÎÁÓ | ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÍÏÔÉŒÉÒÏŒËÁ ÐÏÎÑÔÉÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, Á ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅÍ Ï ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ.

Theorem 76. [monot-enumerable] óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ÔÒÏÅË ⟨n; x; y⟩ (ÇÄÅ n | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, Á x É y | ÓÌÏŒÁ) Ó ÔÁËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

(1) ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ n ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_n = {⟨x; y⟩ | ⟨n; x; y⟩ ∈ U} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÇÒÁÆÉËÏÍ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ u_n : � → � (ÔÏ ÅÓÔØ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ (1) { (3) ÔÅÏÒÅÍÙ 74).

(2) ÓÒÅÄÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ u_n ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ŒÓÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � Œ ÓÅÂÑ.

◁ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ W ÔÒÏÅË ÔÏÇÏ ÖÅ ŒÉÄÁ, ÓÒÅÄÉ ÓÅÞÅÎÉÊ W_n ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ŒÓÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÁÒ ÓÌÏŒ. äÁÌÅÅ ÉÚÍÅÎÉÍ W , ĂÓËÏÒÒÅË- ÔÉÒÏŒÁŒĄ ŒÓÅ ÓÅÞÅÎÉÑ W_n. íÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÌÅ ËÏÒÒÅËÃÉÉ ÓÅÞÅÎÉÅ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏ- ÒÑÌÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ (1) { (3) (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÂÙÌÏ ÐÏÄÇÒÁÆÉËÏÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 74), ÎÏ ÞÔÏÂÙ ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÍÅÎÑÌÉÓØ.

ëÏÒÒÅËÃÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÔÁÐÏŒ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÕÓÔÒÁÎÑÀÔÓÑ ĂÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÑĄ, Á ÚÁÔÅÍ ŒÏÓ- ÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ĂÐÒÏÂÅÌÙĄ. ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÄŒÅ ÐÁÒÙ ⟨x_1; y_1⟩ É ⟨x_2; y_2⟩, Œ ËÏÔÏÒÙÈ x_1 ÓÒÁŒÎÉÍÏ Ó x_2, Á y_1 ÎÅ ÓÒÁŒÎÉÍÏ Ó y_2. (ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Œ ÐÏÄÇÒÁÆÉËÅ ÔÁËÉÈ ÐÁÒ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.) ðÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÑ ÕÓÔÒÁÎÑÀÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ: ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÀÔÓÑ ÐÁÒÙ, ÐÒÏÔÉ- ŒÏÒÅÞÁÝÉÅ ÒÁÎÅÅ ÐÏÑŒÉŒÛÉÍÓÑ (É ÎÅ ŒÙÂÒÏÛÅÎÎÙÍ). ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ŒÏÓÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÐÒÏÂÅÌÙ: ÄÏÂÁŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ÐÁÒÙ ŒÉÄÁ ⟨x; �⟩; ÅÓÌÉ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÅÓÔØ ÐÁÒÁ ⟨x; y⟩, ÔÏ ÄÏÂÁŒÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ŒÓÅ ÐÁÒÙ ⟨x^′; y^′⟩ Ó x^′ ≽ x É y^′ ≼ y. œÏÓÐÏÌÎÅÎÉÅ ÐÒÏÂÅÌÏŒ ÔÁËÖÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ; ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÁÛÉÍ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑÍ. ▷

üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ŒÙÞÉÓÌÉ- ÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ � Œ ÓÅÂÑ, ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÏ ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ.

5.5. íÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ

[monotone-complexity] ðÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÏÐÉÓÁÎÉÑ (ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒÏŒ) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ D : � → �. íÏ- ÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÓÌÏŒÁ x ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ ÓÐÏÓÏÂÅ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÄÌÉÎÁ ÓÌÏŒÁ y, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ x ≼ D(y). ïÎÁ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ KM_D(x).

(üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÂÅÚÏ ŒÓÑËÉÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ É ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ x, ÎÏ ÍÙ ÓÌÅÄÕÅÍ ÔÒÁÄÉÃÉÉ É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÌÉÛØ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÏÇÏŒÏÒÅÎÏ ÏÓÏÂÏ.)

105 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÁ ÐÒÅÄÅÌÕ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ Åč ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ.

Theorem 77. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ D : � → �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KM_D ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ D^′ : � → � ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c, ÞÔÏ

KM_D(x) ⩽ KM_D′ (x) + c

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x.

◁ ðÕÓÔØ U | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÒÏÅË, ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ÐÏÄÇÒÁÆÉËÉ ŒÙÞÉÓÌÉ- ÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ É ÔÏÌØËÏ ÏÎÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 76, Ó. 129). ðÕÓÔØ D_n | ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÓÅÞÅÎÉÀ U_n. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D ÆÏÒÍÕÌÏÊ

D(n̂z) = D_n(z);

ÇÄÅ n̂ | ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ ÞÉÓÌÁ n (ÓËÁÖÅÍ, ÅÇÏ ÄŒÏÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ Ó ÕÄŒÏÅÎÎÙÍÉ ÃÉ- ÆÒÁÍÉ, ÚÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÅÄÕÅÔ 01), Á z | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ �. œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÐÏÄÇÒÁÆÉËÁ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÁÒ ⟨n̂u; v⟩, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ⟨n; u; v⟩ ∈ U. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ É ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D^′ ÉÍÅÅÔ ÎÏÍÅÒ n (ÐÏÄÇÒÁÆÉË D^′ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó U_n), ÔÏ KM_D(x) ⩽ KM_D′ (x) + l(n̂) ÐÒÉ ŒÓÅÈ x. ▷ ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÍÙ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ĂÍÏÎÏÔÏÎÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑĄ (ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ D, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ) É ÍÏ- ÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÓÌÏŒÁ x ÎÁÚÙŒÁÅÍ KM_D(x). ïÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ: KM (x).

Theorem 78. (Á) íÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ: KM (x) ⩽ KM (y) ÐÒÉ x ≼ y;

(Â) ÆÕÎËÃÉÑ KM ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓŒÅÒÈÕ; (Œ) KM (x) ⩽ l(x) + O(1); (Ç) KM (x) ⩽ KP (x) + O(1); (Ä) KA (x) ⩽ KM (x) + O(1);

(Å) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Åč ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ;

(č) ÅÓÌÉ f : � → � | ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ KM (f(x)) ⩽ KM(x) + O(1) (ÓËÒÙ- ÔÁÑ Œ O(1) ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÍÏÖÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ f, ÎÏ ÎÅ ÏÔ x);

(Ö) ÅÓÌÉ f : � → N_⊥ | ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ KP (f(x)) ⩽ KM(x) + O(1) (ÓËÒÙÔÁÑ Œ O(1) ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÍÏÖÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ f, ÎÏ ÎÅ ÏÔ x).

ðÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ ÓÒÁŒÎÉÔØ ÜÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÔÅÏÒÅ- ÍÁ 72, Ó. 123). ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ (ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (Ä)), ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ. œ ÞÁÓÔÎÏ- ÓÔÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ KP (x|l(x)) ⩽ KM (x) + O(1) É KP (x) ⩽ KM (x) + KP (l(x)) + O(1). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÓÌÏŒ ÐÒÅ- ÆÉËÓÎÁÑ É ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1) | É ÐÏÔÏÍÕ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÎÁÈÏÄÑÝÅÊÓÑ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ: ÅÓÌÉ x_0; x_1; : : : | ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÏ KM (x_i) = KA (x_i) + O(1) = KP (x_i) + O(1).

◁ õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (Á) ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ D(u) ≽ y, ÔÏ É D(u) ≽ x ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ x ÓÌÏŒÁ y. íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÔØ ÎÅ ÓÁÍÏ ÓÌÏŒÏ, Á ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÅÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ, É ÐÒÉ ÕÄÌÉÎÅÎÉÉ ÓÌÏŒÁ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÕÓÌÏÖÎÑÅÔÓÑ (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ).

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (Â) ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ: ÐÏÄÇÒÁÆÉË ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍ.

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ (Œ), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � → �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ D(x) = x ÐÒÉ ŒÓÅÈ x ∈ �, ŒÙÞÉÓÌÉÍÏ.

þÔÏÂÙ ÓÒÁŒÎÉÔØ KM É KP (ÐÕÎËÔ (Ç) ÔÅÏÒÅÍÙ), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ŒÙ- ÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � → N_⊥ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÄÅÌÁÔØ Œ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � → � (ÏÔÏÂÒÁÚÉŒ N_⊥ Œ �: ÜÌÅÍÅÎÔ ⊥ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔ Œ ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏŒÏ). âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÅÓÌÉ D | ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÊ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ KP , ÔÏ ÅÇÏ ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ � → �, ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÉŒ ÐÕÓÔÙÍ ÓÌÏŒÏÍ ÎÁ ÔÅÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÈ, ÇÄÅ D ÎÅ ÂÙÌ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ, É ÐÒÏÄÏÌÖÉŒ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ.

äÌÑ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ KM É KA (ÐÕÎËÔ (Ä) ÔÅÏÒÅÍÙ) ÎÁÄÏ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ, Ó ÞÅÇÏ ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÌÉ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ: ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÞÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÅÄ- ÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÄÁÔÞÉË ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏŒ, Ë ŒÙÈÏÄÕ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ � Œ ÓÅÂÑ. ðÕÓÔØ D | ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÊ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏ- ÓÔÏÉÔ Œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ D Ë ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏŒ. îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÁ Åč ŒÙÈÏÄÅ ÐÏÑŒÉÔÓÑ ÓÌÏŒÏ x ÉÌÉ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÅÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ŒÅ- ÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2^{−l(y)} ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ y, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ D(y) ≽ x, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÁÔÞÉË ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏŒ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 2^{−l(y)} ŒÙÄÁÓÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÕÀÓÑ ÎÁ y, Á ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ D ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÄÁÓÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÕÀÓÑ ÎÁ x. (ðÏÄÒÏÂÎÅÅ Ï ÓÒÁŒÎÅÎÉÉ KM É KA ÓÍ. ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 80 É Åč ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÅ.)

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (Å) Œ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÐÒÑÍÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅ- ÏÒÅÍÙ 72, Á Œ ÄÒÕÇÕÀ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÉÍÅÀÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � → �, ÒÁŒÎÏÅ ! ÎÁ ŒÓÅÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÈ.

œ ÐÕÎËÔÅ (č) ÄÏÐÕÓÔÉÍ É ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ f(x) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ (ÅÓÌÉ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ ÜÔÏÇÏ ÉÚ- ÂÅÖÁÔØ, ÔÏ ÎÁÄÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÎÁÞÁÌ f(x)). äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ (ÉÓÐÏÌØ- ÚÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ) ÓÐÏÓÏÂÁ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f.

îÁËÏÎÅÃ, Œ ÐÕÎËÔÅ (Ö) ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÄÌÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ É f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÏÐÉÓÁÎÉÑ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÒÏ ÁÐÒÉÏÒÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. ▷ 106 [prefix-monotone] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ KM (xy) ⩽ KP (x) + KM (y) + O(1) (ÚÄÅÓØ xy | ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÑ ÓÌÏŒ x É y). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, KM (xy) ⩽ KP (x) + l(y) + O(1). [õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D_p É ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D_m. ôÅÐÅÒØ ÐÏÌÏÖÉÍ D^′(uv) = D_p(u)D_m(v) (ËÏÇÄÁ D_p ÐÒÏÞÉÔÁÅÔ ŒÓč, ÞÔÏ ÚÁÈÏÞÅÔ, ÎÅÐÒÏÞÉÔÁÎÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ŒÈÏÄ ÄÌÑ D_m).]

107 [kp-km] ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ KM (y) Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÁ ĂÕÓÌÏŒÎÕÀĄ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KM (y|x), ÏÐÒÅÄÅÌÉŒ Åč ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÐÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ x ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ; ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ ÓÍ. Œ ÇÌÁŒÅ 6).

108 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (č) ÏÓÔÁčÔÓÑ ŒÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ KM ÎÁ KA (Œ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÑÈ). [õËÁÚÁÎÉÅ: ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ Ë ŒÙÈÏÄÕ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÁ- ÛÉÎÙ; ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÏŒÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÈÕÖÅ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÊ.]

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ É ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÍ (ÈÏÔÑ, ÎÁ ÎÁÛ ŒÚÇÌÑÄ, ÍÅÎÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ) ÏÂÒÁÚÏÍ. œÏÔ ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÞÅÒÅÚ � ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ. îÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ĂÂÙÔØ ÓÒÁŒÎÉÍÙÍĄ: x ÓÒÁŒÎÉÍÏ Ó y, ÅÓÌÉ x ≼ y ÉÌÉ y ≼ x. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ D ⊂ � × � ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÄÌÑ ŒÓÅÈ x_1; x_2; y_1; y_2

⟨x_1; y_1⟩ ∈ D; ⟨x_2; y_2⟩ ∈ D É (x_1 ÓÒÁŒÎÉÍÏ Ó x_2) ⇒ (y_1 ÓÒÁŒÎÉÍÏ Ó y_2)

äÁÌÅÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ y ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ x, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ⟨x; y⟩ ∈ D, É ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÇÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ.

109 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÐÏÄÈÏÄ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ŒÅÌÉÞÉÎÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÏÔÌÉÞÁ- ÀÝÅÊÓÑ ÏÔ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ ÎÁÍÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ. [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÄÇÒÁ- ÆÉË ŒÓÑËÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � → � ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Œ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ÓÍÙÓÌÅ. îÁÐÒÏÔÉŒ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ D ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÔÏ ÐÏÓÌÅ ĂŒÏÓÐÏÌÎÅÎÉÑ ÐÒÏÂÅÌÏŒĄ (ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 76) ÏÎÏ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÐÏÄÇÒÁÆÉË ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ.]

óÒÁŒÎÉŒÁÑ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÏÂÙÞÎÏÊ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÇÄÅ ÒÏÌØ D ÉÇÒÁÀÔ ÇÒÁÆÉËÉ ŒÓÅÈ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÐÏ ŒÔÏÒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ), ÍÏÖÎÏ ÕŒÉÄÅÔØ ÏÔÌÉÞÉÑ ÍÅÖÄÕ KS É KM . œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ: ÐÒÉ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ x ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÁÒÙ ⟨x; y⟩ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ y; ÎÕÖÎÏ ÌÉÛØ, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ÜÔÉ y ÂÙÌÉ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÂÙÌÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÎÁÞÁÌÁÍÉ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÏÄÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ. úÁ ÓÞčÔ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ- ÓÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÜÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÓÅÍ ÎÁÞÁÌÁÍ ÄÁÎÎÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (ÓËÁÖÅÍ, 0^n ÉÍÅÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË KS (0^n) = KS (n) ÍÏÖÅÔ ÄÏÓÔÉÇÁÔØ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ n).

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÙ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÅÍ É ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ y, ÔÏ ÓÒÁŒÎÉÍÙÅ Ó x ÓÌÏŒÁ ÍÏÇÕÔ ÏÐÉÓÙŒÁÔØ ÌÉÛØ ÓÌÏŒÁ, ÓÒÁŒÎÉÍÙÅ Ó y. úÁ ÓÞčÔ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔÓÑ. üÔÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÈÏÒÏÛÏ ŒÉÄÎÏ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÍ Ï ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÓÌÏŒÁÈ (ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ): ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÐÒÅÆÉËÓÎÕÀ, É ÒÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ ÎÅÊ É ÏÂÙÞÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÐÏÒÑÄÏË O(log n) ÄÌÑ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n.

óÕÍÍÉÒÕÑ ÜÔÉ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ (É ŒÓÐÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ É ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, É ÏÂÙÞÎÁÑ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔØ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(log n) ÄÌÑ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n), ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÁËÏÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ:

Theorem 79. [km-ks-difference] òÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ KS (x) É KM (x) ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ O(log n) ÄÌÑ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n É ÍÏÖÅÔ ÄÏÓÔÉÇÁÔØ log n − O(1) Œ ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ ÄÌÑ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n ÐÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ n.

íÙ ŒÅÒÎčÍÓÑ Ë ŒÏÐÒÏÓÕ Ï ÓŒÑÚÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Œ ÇÌÁŒÅ 6. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÐÒÉŒÅÄčÍ (ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ) ÌÉÛØ ÏÄÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ:

Theorem 80. [gacs-difference] œÅÌÉÞÉÎÁ KM (x) − KA (x) ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓŒÅÒÈÕ.

œÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ É ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ KM (x), É ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ KA (x) ŒÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : � → �. úÁÔÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÌÏŒÁ x ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ. òÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ KA É KM ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÍÅÒÁ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ, Á ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÍÅÒÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ ŒÉÄÁ �_y, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÐÒÏÏÂÒÁÚÅ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ KA_f ⩽ KM_f , É ÒÁÚÎÉÃÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ĂÒÁÚÒÅÖÅÎÎÙÊĄ. œÏÐÒÏÓ Œ ÔÏÍ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÄÌÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ.

ïÄÎÁËÏ ÜÔÏÇÏ ÍÁÌÏ. œÓÐÏÍÎÉÍ ÍÅÔÁÆÏÒÕ Ó ŒÙÄÅÌÅÎÉÅÍ ÍÅÓÔÁ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1] ÓÞčÔÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ËÌÉÅÎÔÏŒ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁÈ ÔÅÏÒÅÍ 40 (Ó. 75) É 52 (Ó. 91). òÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÎÁ N ÔÁËÖÅ ŒÏÚÎÉËÁÌÁ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Œ ÏÄÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÌ ÏÂÝÉÊ ÒÁÚÍÅÒ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ, Á Œ ÄÒÕÇÏÍ ÓÌÕÞÁÅ | ÄÌÉÎÁ

ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÕÞÁÓÔËÁ). ïÄÎÁËÏ ÔÏÇÄÁ ÚÁ ÓÞčÔ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÓÐÏÓÏÂÕ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÕÄÁŒÁÌÏÓØ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÌÉÛØ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ.

ôÅÐÅÒØ ÚÁÄÁÞÁ ÕÓÌÏÖÎÑÅÔÓÑ ÚÁ ÓÞčÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÌÉÅÎÔÙ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÙ Œ ÉÅÒÁÒÈÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÔÉÐÁ ÄÅÒÅŒÁ. éÚ-ÚÁ ÜÔÏÇÏ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÕÖÅÓÔÏÞÅÎÉÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÊ (ÕÞčÔ ÌÉÛØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÕÞÁÓÔËÁ ÐÁÍÑÔÉ, Á ÎÅ ÏÂÝÅÇÏ Åč ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ) ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë Â«ÏÌØÛÉÍ ÐÏÔÅÒÑÍ ÐÁÍÑÔÉ.

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÁŒÔÏÒÁÍ ËÎÉÇÉ ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÈÏÒÏÛÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ Œ (ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÏÍ) ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÉÚ ÓÔÁÔØÉ ðÉÔÅÒÁ çÁÞÁ [17], ÞÔÏÂÙ ÉÚÌÏÖÉÔØ ÅÇÏ ÐÒÏÓÔÏ É ÐÏÎÑÔÎÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÏÔÓÙÌÁÔØ ÞÉÔÁÔÅÌÅÊ Ë ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ.

[á ŒÓč-ÔÁËÉ ÖÁÌØ, ÞÔÏ. . . ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ?!]

110 [km-ka-relation] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ KM (x) ⩽ KA (x) + O(log KA (x)). [õËÁÚÁÎÉÅ. œÅÒÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: KM (x| KA (x)) ⩽ KA (x) + O(1). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ KA (x) = k, ÔÏ x ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÐÏÐÁÄčÔ Œ ÒÁÓÔÕÝÅÅ ÄÅÒÅŒÏ ÓÌÏŒ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎÅÅ k + 1. üÔÏ ÄÅÒÅŒÏ Œ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÉÍÅÅÔ ÛÉÒÉÎÕ (ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ) ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{k+1}, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2^{k+1} ÒÁ- ÓÔÕÝÉÍÉ ŒÅÔŒÑÍÉ, ÓÌÅÄÑ ÚÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÄÅÒÅŒÁ. ðÏÄÒÏÂÎÏ ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 102, Ó. 164.]

5.6. ôÅÏÒÅÍÁ ìÅŒÉÎÁ { ûÎÏÒÒÁ

[monotlev] ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÙ p ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ KA (x) ⩽ − log p(x) + O(1). ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ, ÔÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ KA , ÎÏ É ÄÌÑ (ŒÏÏÂÝÅ, ÇÏŒÏÒÑ ÂÏÌØÛÅÊ) ŒÅÌÉÞÉÎÙ KM .

Theorem 81. [monotlev-upper-bound] ðÕÓÔØ — | ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏ- ÓÔÅÊ ÎÁ � É p(x) = —(�_x). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c, ÞÔÏ

KM (x) ⩽ − log p(x) + c

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x.

◁ éÄÅÀ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ ÔÁË: ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ KM É KA ŒÏÚÎÉËÁ- ÅÔ ÉÚ-ÚÁ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ŒÙÄÅÌÉÔØ ÓÐÌÏÛÎÙÅ ÕÞÁÓÔËÉ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1] ÐÏ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÀ. á ÜÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ÚÎÁÅÍ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÕÖÅ ÐÒÅÄSSÑŒÌÅÎÎÙÈ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÊ ŒÏÚÒÁ- ÓÔÕÔ, Á ËÁËÉÅ ÎÅÔ, É ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÚÁÒÅÚÅÒŒÉÒÏŒÁÔØ ÍÅÓÔÏ. îÏ ËÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÐÏÌÕÍÅÒÁ, Á ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÍÅÒÁ, ÔÏ ÔÁËÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÎÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ.

åÓÌÉ ÜÔÉ ÏÂSSÑÓÎÅÎÉÑ ÎÅÐÏÎÑÔÎÙ, ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÐÕÓÔÉÔØ | ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ ÉÚÌÏÖÉÍ ÆÏÒ- ÍÁÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÄŒÏÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÒÅÚÏË ı_x | ÞÁÓÔØ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1], ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÍÕÀ ÐÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ:

• ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ ı_x ÒÁŒÎÁ p(x);

• ı_� = [0; 1] (ÇÄÅ � | ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏŒÏ);

òÉÓ. 12. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÏÔÒÅÚËÏŒ ı_x. [monotlev-pict1]

• ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÏÔÒÅÚÏË ı_x ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓŒÏÅÊ ÔÏÞËÏÊ ÎÁ ı_{x0} (ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ) É ı_{x1} (ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ).

(óÍ. ÒÉÓÕÎÏË 12.)

íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÒÁŒÎÉŒÁÔØ ÏÔÒÅÚËÉ ı_x Ó ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÄÌÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ: ÞÅÒÅÚ I_x ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÏÔÒÅÚÏË, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÚÁÐÉÓÉ ÞÉÓÅÌ ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ ÎÁ x. ïÔÒÅÚËÉ ŒÉÄÁ I_x ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÄŒÏÉÞÎÙÍÉ.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G ŒÓÅÈ ÐÁÒ ÓÌÏŒ ⟨x; y⟩, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ (ÄŒÏÉÞÎÙÊ) ÏÔÒÅ- ÚÏË I_x ÌÅÖÉÔ ÓÔÒÏÇÏ ŒÎÕÔÒÉ ÏÔÒÅÚËÁ ı_y. íÎÏÖÅÓÔŒÏ G ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÑ p ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÈÏÄÉÔØ ËÏÎÃÙ ÏÔÒÅÚËÏŒ ı_y Ó ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ, É ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ (ÉÌÉ ÍÅÎØÛÅ) ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÔÏ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÜÔÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔ- ÓÑ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓŒÏÊÓÔŒÏ ⟨x; y⟩ ∈ G ÓÏÈÒÁÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ x ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ (ÏÔÒÅÚÏË I_x ÓÔÁÎÅÔ ÍÅÎØÛÅ) ÉÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ y ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÎÁÞÁÌÏ (ÏÔÒÅÚÏË ı_y ÓÔÁÎÅÔ ÂÏÌØÛÅ). åÓÌÉ ⟨x; y_1⟩ ∈ G É ⟨x; y_2⟩ ∈ G, ÔÏ ÏÔÒÅÚËÉ ı_{y1} É ı_{y2} ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÕÀ ŒÎÕÔÒÅÎÎÀÀ ÔÏÞËÕ (ÏÎÉ ÏÂÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔ I_x), É ÐÏÔÏÍÕ ÓÌÏŒÁ y_1 É y_2 ÓÒÁŒÎÉÍÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 74 (Ó. 128) ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � Œ ÓÅÂÑ, ÐÏÄÇÒÁÆÉË ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÅÎ G. éÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÅÇÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒÁ D Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ KM_D(y) ÅÓÔØ ÍÉÎÕÓ ÄŒÏÉÞÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÄÌÉÎÙ ÓÁÍÏÇÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÄŒÏÉÞÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ, ÌÅÖÁÝÅÇÏ ÓÔÒÏÇÏ ŒÎÕÔÒÉ ı_y. ïÓÔÁčÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ (ÓÔÒÏÇÏ) ŒÎÕÔÒÉ ÌÀÂÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÌÉÎÙ h ÅÓÔØ ÄŒÏÉÞÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÍÅÎÅÅ h=4, É ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÓÔØÀ. ▷

111 ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÏ ŒÅÒÎÏ. [õËÁÚÁÎÉÅ: ÐÕÓÔØ u | ÓÔÅÐÅÎØ ÄŒÏÊËÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ h=4 ⩽ u < h=2. ôÏÇÄÁ ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ h ÄÏÌÖÅÎ ÐÅÒÅÓÅÞØÓÑ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Ó ÔÒÅÍÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ ÄÌÉÎÙ u, É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÎÕÔÒÉ ÓÅÂÑ ÓÒÅÄÎÉÊ ÉÚ ÎÉÈ.]

ôÅÏÒÅÍÁ 81 ÌÅÖÉÔ Œ ÏÓÎÏŒÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÃÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÏÎ ÐÒÉÍÅÎÑÌÓÑ á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÙÍ É ÅÇÏ ÕÞÅÎÉËÁÍÉ ÄÌÑ ÒÕÓÓËÉÈ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÎÙÈ ÔÅËÓÔÏŒ). þÉÔÁÑ ÔÅËÓÔ ÂÕ- ËŒÁ ÚÁ ÂÕËŒÏÊ, ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÔÏÒ ÐÙÔÁÅÔÓÑ ÕÇÁÄÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÂÕËŒÕ, ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÑ ÓŒÏÀ ÄÏÇÁÄËÕ Œ ŒÉÄÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ŒÓÅÈ ÂÕËŒÁÈ ÁÌÆÁŒÉÔÁ. úÁÔÅÍ ÏÔËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÂÕËŒÁ É Ë ÏÃÅÎËÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÏÂÁŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ − log p, ÇÄÅ p | ÐÒÉÐÉÓÁÎ- ÎÁÑ ÜÔÏÊ ÂÕËŒÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ (ÅÓÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎ- ÔÁÔÏÒÁ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÅÒÈÎÅÊ ÏÃÅÎËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ: Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÔÏÒ ÚÁÄÁčÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÍÅÒÕ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÂÕËŒ (Œ ÆÏÒÍÅ ÕÓÌÏŒÎÙÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÂÕËŒÙ ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ), É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÅËÓÔÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÌÏÇÁ- ÒÉÆÍÁ ÜÔÏÊ ÍÅÒÙ.

ëÏÎÅÞÎÏ, ÐÒÉ ÒÅÁÌØÎÏÍ ÐÒÏŒÅÄÅÎÉÉ ÔÁËÉÈ ÏÐÙÔÏŒ ÎÅÐÒÁËÔÉÞÎÏ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ ÕËÁÚÁÎÉÑ ŒÅ- ÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÂÕËŒ ÁÌÆÁŒÉÔÁ; ÒÁÚÕÍÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ËÁËÉÍ-ÔÏ ËÌÁÓÓÏÍ ÐÒÅÄÓËÁ- ÚÁÎÉÊ ÔÉÐÁ ĂÂÕËŒÁ á Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 0;5, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÇÌÁÓÎÙÅ ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÙ É Œ ÓÕÍÍÅ 0;3,

ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÂÕËŒÙ ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÙĄ. ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝč, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓËÏÒÅÅ ÏÃÅÎËÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ ÖÉÚÎÅÎÎÏÇÏ ÏÐÙÔÁ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÔÏÒÁ; ÎÉÞÅÇÏ ÕÄÉ- ŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÞÔÏ ÎÕÌØ, ÅÓÌÉ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÔÏÒ ÚÎÁÅÔ ÔÅËÓÔ ÎÁÉÚÕÓÔØ (É ŒÏÏÂÝÅ ÏÃÅÎËÁ ÍÏÖÅÔ ÕÍÅÎØÛÉÔØÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁËÏÍ Ó ÔÅËÓÔÁÍÉ ÔÏÇÏ ÖÅ ÁŒÔÏÒÁ).

ôÅÐÅÒØ ŒÓč ÇÏÔÏŒÏ ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ (Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ) Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ; ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁ, ÅÓÌÉ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ÄÌÑ Åč ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ. œÏÔ ÔÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉ- ÒÏŒËÁ: ÐÕÓÔØ — | ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ � ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ É p(x) = —(�_x).

Theorem 82 (ìÅŒÉÎÁ { ûÎÏÒÒÁ). [levin-schnorr1] ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ∈ � ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ — ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

− log p(x) − KM (x) ⩽ c

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c É ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ x ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !.

◁ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÞÁÓÔÅÊ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÄÁÎ- ÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÒÁÚÎÏÓÔØ − log p(x) − KM (x) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÔÏ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {!} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ).

ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ c. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ ÓÌÏŒÁ x, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚÎÏÓÔØ − log p(x) − KM (x) ÂÏÌØÛÅ c. (üÔÕ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÄÅÆÅËÔÏÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ, ÎÏ ÎÕÖÎÏ ÂÙÔØ ÏÓÔÏÒÏÖÎÙÍ | ÜÔÏ ÓÌÏŒÏ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÅÔÓÑ ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÈÏÔÑ É ÂÌÉÚËÉÈ, ÎÏ ŒÓč ÖÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÍÙÓÌÁÈ; ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÏÐÉÓÁÎ Œ ÇÌÁŒÅ 16.) íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ D_c.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ D_c ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ p ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ, Á KM ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓŒÅÒÈÕ, ÒÁÚ- ÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ).

ìÅÍÍÁ 1. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÞÁÌÏ ÐÒÉÎÁÄ- ÌÅÖÉÔ D_c, ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2^{−c} (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÎÁÍÉ ÍÅÒÙ —).

îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÜÔÁ ÌÅÍÍÁ ŒÅÒÎÁ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÍÅÒÁ — Œ 2^c ÒÁÚ ÍÅÎØÛÅ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÎÁ � (Á ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ Œ ÓÕÍÍÅ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÙ). âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÓÓÕÖÄÁÔØ ÔÁË.

òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÅÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ �_x ÐÒÉ x ∈ D_c. œ ÜÔÏÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÏÓÔÁŒÉÔØ ÌÉÛØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ x ∈ D_c, ÔÏ ÅÓÔØ ÔÅ x, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÉËÁËÉÅ ÎÁÞÁÌÁ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ D_c. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÂÕÄÕÔ x_0; x_1; : : :. (íÙ ÎÅ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÂÕÄÅÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÂÙÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ.)

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x_i ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ p_i (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ: x_i ≼ D(p_i), ÇÄÅ D : � → � | ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ). ôÏÇÄÁ l(p_i) = KM (x_i) < − log p(x_i) − c. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ p_i ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ (ÉÎÁÞÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ x_i ÂÙÌÉ ÂÙ ÓÒÁŒÎÉÍÙ). ðÏÜÔÏÍÕ ∑ i 2^{−l(pi)} ⩽ 1 (ËÁË ÓÕÍÍÁ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÈ ÍÅÒ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ �_{pi} ). óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ p(x_i) Œ 2^c ÒÁÚ ÍÅÎØÛÅ, ÏÔËÕÄÁ É ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ÎÁÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÐÏËÒÙÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÉÚ ÌÅÍÍÙ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ c. ðÏÜÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ (Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅ- ŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ) ÕËÁÚÁÔØ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {!} ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ Ó ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ —-ÍÅÒÏÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2^{−c}, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ ÉÚ D_c.

ôÕÔ, ÐÒÁŒÄÁ, ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ. äÌÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÉÚ D_c ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2^{−c} (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ), Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÒÅÂÕÅÔ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ ÍÅÒ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÌÁ 2^{−c}. üÔÕ ÐÒÏÂÌÅÍÕ ÎÅÌØÚÑ ÒÅÛÉÔØ, ÏÓÔÁŒÉŒ Œ D_c ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÔÏÞËÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÖÅÔ ÕÖÅ ÎÅ ÂÙÔØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ. œÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

ìÅÍÍÁ 2. œÓÑËÏÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ x_0; x_1; : : : ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ Œ ÐÅ- ÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÓÌÏŒ, ÓÏÈÒÁÎÉŒ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ∪_i�_{xi} . üÔÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ (ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÐÅÒŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÍÏÖÎÏ ŒÙÞÉ- ÓÌÉÍÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ Œ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÔÏÒÏÇÏ).

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÒÁÎÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏ- ÇÏ ÓÌÏŒÁ, ÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ŒÙÂÒÏÓÉÔØ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ É ÔÁË ÐÏËÒÙÔ). åÓÌÉ ÖÅ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏŒÏ y, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ (ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÙÍ) ÎÁÞÁÌÏÍ ÒÁÎÅÅ ÒÁÓ- ÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x, ÔÏ ÎÕÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÄÏÂÁŒÌÑÅÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ �_y \ �_x Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ É ÚÁÍÅÎÉÔØ y ÎÁ ÓÌÏŒÁ, ÚÁÄÁÀÝÉÅ ÜÔÉ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ. ìÅÍÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðÏÓÌÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ 2 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÓÌÏŒ; ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÓÌÏŒÁ ÕÖÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ D_c, ÎÏ ÜÔÏ É ÎÅ ŒÁÖÎÏ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÚÁÄÁÀÔ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ É ÞÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1) ÉÍÅÅÔ —-ÍÅÒÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{−c}.

äÌÑ ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÅŒÉÎÁ { ûÎÏÒÒÁ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ, ÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔÉ (ÍÅÖÄÕ ÍÉÎÕÓ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ÍÅÒÙ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ) ÄÌÑ Åč ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÎÅ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÙ. éÄÅÀ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÁË: ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÁÌÏÇÏ ÐÏ ÍÅÒÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÂÌÁÇÏÐÒÉÑÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (ÄÁÀÝÉÊ ÍÁÌÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÉÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÁÍ).

âÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ. ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÍÕ (ÐÏ ÍÅÒÅ —) ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ U. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ c ÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ �_{x0} ; �_{x1} ; : : :, ÉÍÅÀÝÉÍÉ ÓÕÍÍÁÒÎÕÀ ÍÅÒÕ ÍÅÎØÛÅ 2^{−c}. åÓÌÉ ÕŒÅÌÉÞÉÔØ ÍÅ- ÒÙ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ Œ 2^c ÒÁÚ, ÔÏ ÉÈ ÓÕÍÍÁ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. ðÒÉÍÅÎÉŒ Ë ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ p_i = 2^c—(�_{xi} ) ÔÅÏÒÅÍÕ 53 (Ó. 94), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ÓÐÏ- ÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ i ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ − log —(�_{xi} ) − c + 2. ëÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÜÔÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ Ó ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ i → x_i ÄÁčÔ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D_c, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ

KP^′_{Dc} (x_i) ⩽ − log —(�_{xi} ) − c + 2:

(éÎÄÅËÓ c Õ D_c ÐÏÄÞčÒËÉŒÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓč ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ c.) íÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÒÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ ÍÉÎÕÓ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ÍÅÒÙ É ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ŒÅÌÉËÁ (ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÎÁÐÉÓÁÎÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ c), ÔÏ ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÂÕÄÅÔ ŒÅÌÉËÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ Ó ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ. îÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÏÐÉÓÁÎÉÑ Œ ÏÄÉÎ.

ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ĉu ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ ÓÌÏŒÁ v, ÅÓÌÉ u ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ ÓÌÏŒÁ v ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ D_c. úÄÅÓØ ĉ | ÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ c ÄÌÉÎÙ O(log c). äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ D ÕÖÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ŒÅÒÎÏÅ ÐÒÉ ŒÓÅÈ c:

KP^′_D(x_i) ⩽ − log —(�_{xi} ) − c + O(log c) ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ KP^′_D(x_i) ÎÁ KM (x_i) É ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ Õ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ x_i (ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ c) ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÍÉÎÕÓ ÌÏÇÁ- ÒÉÆÍÏÍ ÍÅÒÙ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ c − O(log c). äÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ U ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÎÁÞÁÌÏ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ c, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÍÉÎÕÓ ÌÏÇÁ- ÒÉÆÍÏÍ ÍÅÒÙ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ.

ôÅÏÒÅÍÁ ìÅŒÉÎÁ { ûÎÏÒÒÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ▷ [äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÓŒÅÒÈÕ Œ ÏÄÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ É ÓÎÉÚÕ Œ ÄÒÕÇÏÍ - œ èÏÒÏÛÏ ÂÙ ŒÓÔÁŒÉÔØ ÓÀÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ.]

ðÒÉŒÅÄčÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ûÎÏÒÒÁ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÎÅÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ. œÏÔ ÞÔÏ ÅÝč ÉÚ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ:

Theorem 83. [levin-schnorr2] œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KM (x) ÎÁ ÁÐÒÉÏÒÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KA (x).

◁ áÐÒÉÏÒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔÉ ÔÏÌØËÏ ÕŒÅÌÉÞÉÔÓÑ; ÏÓÔÁčÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÅÒŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÌÑ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔÉ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÌÅÍÍÙ 1, ÞÔÏ ∑ i 2^{− KA (xi)} ⩽ 1, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÁÐÒÉÏÒÎÙÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÉÎÔÅÒ- ŒÁÌÏŒ �_{xi} . ▷

Theorem 84. [levin-schnorr3] œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KM (x) ÎÁ ÐÒÅÆÉËÓÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KP (x).

◁ úÄÅÓØ, ÎÁÐÒÏÔÉŒ, ÍÙ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, Á ÎÅ ÕÍÅÎØÛÁÅÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÏÍÎÅÎÉÑ ŒÙÚÙŒÁÅÍ ÌÉÛØ ŒÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÅÍÙ. îÏ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÍÙ ËÁË ÒÁÚ É ÐÏÌÕÞÁÌÉ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ▷

éÍÅÎÎÏ ÔÁËÏÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÓÅÊÞÁÓ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁÎčÎ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉ- ÍÅÒ, [38]). œÓč ÖÅ ÁŒÔÏÒÁÍ ËÁÖÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ (ÉÌÉ ÁÐÒÉÏÒÎÕÀ) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÉ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÎÏÓÔØ, Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÉÄčÔ ÒÅÞØ Œ ËÒÉÔÅÒÉÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ: ÓËÁÖÅÍ, ÄÌÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ ŒÅÌÉÞÉÎÁ − log —(�_x) ÅÓÔØ ÄÌÉÎÁ ÓÌÏŒÁ x, Á ÐÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÐÒÅŒÙÛÁÔØ ÄÌÉÎÕ (ÎÁ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ÐÏÒÑÄËÁ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÄÌÉÎÙ), ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 57, ÓÍ. 99.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÕÓÉÌÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

Theorem 85. [levin-schnorr4] åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ (Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒ- ÔÉÎ-ìčÆÁ) ÐÏ ÍÅÒÅ —, ÔÏ ŒÅÌÉÞÉÎÁ − log p(x) − KM (x) ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÄÌÑ Åč ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ÎÏ É ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.

◁ œÓÐÏÍÎÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ: Œ ÎčÍ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒ x_i ÓÔÒÏÉÌÓÑ ÂÅÓÐÒÅ- ÆÉËÓÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÌÏŒÏ x_i ÉÍÅÌÏ ÏÐÉÓÁÎÉÅ p_i, ÐÒÉÞčÍ ÄÌÉÎÁ p_i (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ x_i ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÐÏÓÏÂÅ ÏÐÉÓÁÎÉÑ) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÌÁ − log —(�_{xi} ) − c. þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÕÖÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ

ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ (ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ i) ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÓÌÏŒÁ p_i Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÐÉÓÁÎÉÊ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÌÏ- ŒÁ x_i, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÉÎÁ ÐÅÒŒÙÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÕ ÍÅÒÙ ŒÔÏÒÙÈ, ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÌÏÓØ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 81 (Ó. 134).

âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ KM (xy) ⩽ KP (x) + KM (y|x) (ÚÁÄÁÞÁ 107) É ÒÅÌÑÔÉŒÉÚÏŒÁÎÎÙÍ ŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 81, ÕÔŒÅÒÖÄÁÀÝÉÍ, ÞÔÏ KM (y|x) ⩽ − log —_x(�_y) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÍÅÒ, (ŒÙÞÉÓÌÉÍÏ) ÚÁŒÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ ÐÁÒÁÍÅ- ÔÒÁ x. ðÒÉ ÜÔÏÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ —_x ÎÕÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÍÅÒÕ, ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÕÀ ÎÁ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÈ ÓÌÏŒÁ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ —_x(�_y) = —(�_{xy})=—(�_x).

äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ (ËÏÇÄÁ − log —(�_x) = l(x)) ŒÓč ÕÐÒÏÝÁÅÔÓÑ É ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÏ p_iz ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ ÓÌÏŒÁ x_iz ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ z. ▷ íÙ ÐÒÉŒÅÌÉ ÄÏŒÏÄÙ Œ ÐÏÌØÚÕ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÚÁÃÉÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁÃÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÉÍÅÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÆÅËÔ: Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÓÌÕ- ÞÁÊÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÐÅ- ÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÉÎÄÅËÓÏŒ (É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÍÅÒÙ), ÐÏÎÑÔÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÔÁËÏŒÙÍ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÍÏÖÎÏ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ, ÓÄÅÌÁŒ ÅÇÏ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÙÍ.

ðÕÓÔØ F | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, Á ! | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕ- ÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ. þÅÒÅÚ !(F ) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÕÖÅÎÉÅ ! ÎÁ F , ÔÏ ÅÓÔØ ÄŒÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÏÅ ÂÉÔÁÍÉ !_i ÐÒÉ i ∈ F (Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÏŒ).

ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÍÅÒÁ — ÎÁ �. äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F É ÓÌÏŒÁ Z, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÁ ÞÉÓÌÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ F , ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÏÂÙÔÉÅ !(F ) = Z. åÇÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ —_{F;Z}.

112 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÁ (Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ —, ÔÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÅ c, ÞÔÏ

KP (F; !(F )) ⩾ − log —_{F;!(F )} − c

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F .

[õËÁÚÁÎÉÅ. íÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÇÄÅ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÆÉË- ÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ c, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^{−c}, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÓÕÍÍÕ ÁÐÒÉÏÒÎÙÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ŒÓÅÈ ÐÁÒ F; Z, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2^{−c}.]

(úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ F | ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË, ÔÏ F ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ !(F ), ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÐÒÅÖÎÅÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ.)

óÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ, ÎÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ ÅÇÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÅÊ ŒÓÅ ÉÎÄÅËÓÙ.

113 [levin-schnorr-subset] ðÕÓÔØ F_0 ⊂ F_1 ⊂ F_2 ⊂ : : : | ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ÄÁÀÝÉÈ ŒÓč N. åÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! É ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

KP (F_i; !(F_i)) ⩾ −log—_{Fi;!(Fi)} − c

ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ i, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÁ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ ÐÏ ÍÅÒÅ —.

[õËÁÚÁÎÉÅ: ÕÄÏÂÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÔØ ÉÎÄÅËÓÙ É ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ F_i | ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ. äÁ- ÌÅÅ ÎÕÖÎÏ ÐÏŒÔÏÒÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÅŒÉÎÁ { ûÎÏÒÒÁ, ÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ ÎÕÖÎÙÈ ÄÌÉÎ (ÉÚÍÅÌØÞÁÑ ÎÅÆÏÒÍÁÔÎÙÅ).]

éÚ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÄŒÕÍÅÒÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÉÔÏŒ (ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ Z^2 → {0; 1}) ÓÌÕÞÁÊÎÁ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ (ŒÓÅ ÂÉÔÙ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÎÕÌÉ É ÅÄÉÎÉÃÙ ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÙ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ËŒÁÄÒÁÔ N × N Ó ÃÅÎÔÒÏÍ Œ ÎÁÞÁÌÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ (ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÎÅÞčÔÎÙÈ N) ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ N^2 − O(1).

óÌÕÞÁÊ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ ÚÁÓÌÕÖÉŒÁÅÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÉÓÁÔØ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÉ ŒÓÅÈ ÄÏ- ËÁÚÁÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÔÅÏÒÅÍ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ (ÞÅÒÅÚ (!)_n ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !, ÉÍÅÀÝÉÊ ÄÌÉÎÕ n):

Theorem 86. [levin-schnorr-uniform]

(Á) ïÃÅÎËÁ ÓŒÅÒÈÕ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

KA (x) ⩽ KM (x) + O(1) ⩽ l(x) + O(1);

(Â) ëÒÉÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ: ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÁ (Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ) ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ Åč ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ:

KA ((!)_n) = KM ((!)_n) + O(1) = n + O(1);

(Œ) äÌÑ ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÙÈ (Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ) ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÅÊ ÒÁÚÎÏÓÔØ n − KM ((!)_n) É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ n − KA ((!)_n) ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.

(Ç) ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÁ (Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ) ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ KP ((!)_n) ⩾ n − c ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c É ÄÌÑ ŒÓÅÈ n.

(Ä) ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÁ (Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ) ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ KP (F; !(F )) ⩾ |F | − c ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c É ÄÌÑ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ F .

éÍÅÅÔÓÑ ÅÝč ÏÄÉÎ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅ- ÒÙ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÎÔÅÒÅÓÅÎ ÔÅÍ, ÞÔÏ Œ ÎčÍ ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÏÂÙÞÎÏÊ ËÏÌ- ÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (É ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÉÌÉ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ). äÁÖÅ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÂÙÌ ÎÁÊÄÅÎ ÔÏÌØËÏ ÎÅÄÁŒÎÏ (ÓÍ. [50]), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉÍ ÚÁÎÉÍÁÌÉÓØ ÅÝč Œ ËÏÎÃÅ 1960-È ÇÏÄÏŒ É ÐÏÄÏÛÌÉ Ë ÎÅÍÕ ÏÞÅÎØ ÂÌÉÚËÏ (ÓÍ. [85,47]), Á ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔÏ É ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ É ÎÅ ŒÙÈÏÄÉÔ ÉÚ ËÒÕÇÁ ÉÄÅÊ, ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ.

Theorem 87. [miller-yu-martin-lof] ðÕÓÔØ f : N → N | ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ É ÒÑÄ ∑ 2^{−f(n)} ÓÈÏÄÉÔÓÑ. ðÕÓÔØ ! | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ (Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ) ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ôÏÇÄÁ

KS ((!)_n|n) ⩾ n − f(n) − O(1)

(ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÊÄčÔÓÑ c, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ KS ((!)_n|n) ⩾ n − f(n) − c).

◁ ðÕÓÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ c ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÅ n, ÞÔÏ KS ((!)_n|n) < n − f(n) − c:

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ËÁËÏŒÏ ÂÙ ÎÉ ÂÙÌÏ c, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÐÏËÒÙÔÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÉÎÔÅÒ- ŒÁÌÏÍ �_x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (x|n) < n − f(n) − c;

ÇÄÅ n | ÄÌÉÎÁ x. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÔÁËÉÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{n−f(n)−c}, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÈ ÓÕÍ- ÍÁÒÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{−f(n)}2^{−c} ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ n É ÎÅ ÂÏÌÅÅ

2^{−c} ( ∑ n 2^{−f(n)} )

ÄÌÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ŒÓÅÈ ÄÌÉÎ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ: ŒÙÂÉÒÁÑ ÎÕÖÎÏÅ c, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÍÅÒÙ. úÎÁÞÉÔ, ÏÎÁ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ∑ 2^{−f(n)} ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ; ÜÔÏ ÎÅ ŒÁÖÎÏ, ÔÁË ËÁË ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÌÀÂÕÀ ŒÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ.) ▷

éÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ÐÏ ÒÁŒ- ÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ) ÏÂÙÞÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n − 2 log n − O(1) ÉÌÉ ÄÁÖÅ n − log n − 2 log log n − O(1), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÑÄÙ ÓÈÏÄÑÔÓÑ.

þÅÍ ÍÅÎØÛÅ ÆÕÎËÃÉÑ f, ÔÅÍ ÂÌÉÖÅ ÒÑÄ Ë ÒÁÓÈÏÄÑÝÅÍÕÓÑ É ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔÅÌØ- ÎÙÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ f ÏÎÏ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ.

Theorem 88. [miller-yu-proper] óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ f : N → N, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ∑ n 2^{−f(n)} < ∞, Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! É ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

KS ((!)_n|n) ⩾ n − f(n) − c;

ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÁ (Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ) ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ.

◁ îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (ÔÏ ÅÓÔØ ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑÓÑ Œ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ) ÉÍÅÅÔ ĂÐÒÏÓÔÙÅĄ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÒÉÔÅÒÉÊ ĂÐÒÏÓÔÏÔÙĄ (ÔÏÞÎÅÅ, ÆÕÎËÃÉÀ f) ÎÁÍ ÐÒÅÄÓÔÏÉÔ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÓÁÍÉÍ.

ëÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ? ðÕÓÔØ, ÓËÁÖÅÍ, Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÄÌÉÎ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ". ðÕÓÔØ F | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÄÁÀÝÉÈ ÉÈ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ (ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ �_u ÐÒÉ u ∈ F ). òÁÓÓÏÒÔÉÒÕÅÍ ÓÌÏŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ) ÐÏ ÄÌÉÎÁÍ É ÐÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÓÕÍÍÁÒÎÕÀ ÍÅÒÕ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÓÌÏŒÁÍ ÄÌÉÎÙ n. œÙÂÅÒÅÍ ÆÕÎËÃÉÀ f ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÁ ÍÅÒÁ ÂÙÌÁ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÁ 2^{−f(n)}. ôÏÇÄÁ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ∑ n 2^{−f(n)} ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ". ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, Œ F ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÎÏ 2^{n−f(n)} ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n É ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÉÓÁÎÏ (ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ n É ÄÒÕÇÉÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÈ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ) ÓŒÏÉÍ ÎÏÍÅÒÏÍ, ÔÒÅÂÕÀÝÉÍ n − f(n) ÂÉÔÏŒ, ÞÔÏ ÄÁčÔ ŒÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÌÏŒ ÉÚ F . ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÓÑËÁÑ ÐÏËÒÙÔÁÑ ÎÁÛÉÍÉ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË Œ F .

ëÁË ÜÔÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Œ ÎÁÛÅÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ? òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÄÌÉÎ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ", É ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ f Ó ∑ n 2^{−f(n)} ⩽ ". äÁÌÅÅ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ËÁË-ÔÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ " Œ ÏÄÎÕ.

âÕÄÅÍ ÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ c = 0; 1; 2; : : : ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏËÒÙÔÉÅ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÍÅÒ ÍÅÎØÛÅ 2^{−3c} É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏ ÎÅÍÕ ÆÕÎËÃÉÀ f ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, Á ÚÁÔÅÍ ÕÍÅÎØÛÉÍ Åč ÎÁ 2c. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ c ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f_c, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ∑ n 2^{−fc(n)} < 2^{−c}

(ŒÍÅÓÔÏ 2^{−3c} ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ 2^{−c}, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÕÍÅÎØÛÉÌÉ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ 2c), É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ F_c, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ 2^{n−fc(n)−2c} ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n, ÐÒÉÞčÍ ÌÀÂÁÑ ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË Œ F_c.

äÁÌÅÅ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ f(n) ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

2^{−f(n)} = ∑ c 2^{−fc(n)};

ÔÏÇÄÁ ∑ n 2^{−f(n)} = ∑ n ∑ c 2^{−fc(n)} = ∑ c ∑ n 2^{−fc(n)} ⩽ ∑ c 2^{−c} ⩽ 1;

É ÐÒÉ ÜÔÏÍ f(n) ⩽ f_c(n) ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ n É c. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F_c ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ (ÜÔÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ), É ÐÏÔÏÍÕ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ x ÄÌÉÎÙ n Œ F_c ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÏ (ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ n É c) ÓŒÏÉÍ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ Œ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ n − f_c(n) − 2c ÂÉÔÏŒ:

KS (x|n; c) ⩽ n − f_c(n) − 2c + O(1);

ÏÔËÕÄÁ KS (x|n) ⩽ n − f_c(n) − 2c + O(log c) < n − f(n) − c

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ∈ F_c ÄÌÉÎÙ n (ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛ«ÉÈ c).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ! | ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. éÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ c) ÉÍÅÅÔ ÎÁÞÁÌÏ Œ F_c; ÅÓÌÉ n | ÄÌÉÎÁ ÜÔÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ (É c ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÅÌÉËÏ), ÔÏ KS ((!)_n|n) < n − f(n) − c;

ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ.

üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÅÝč ÎÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ | Œ ÎÅÊ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎË- ÃÉÑ f ÂÙÌÁ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË F_c ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÌÉÛØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ (É ÎÉ Œ ËÁËÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÂÙÔØ ÕŒÅÒÅÎÙ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÅ ÓÌÏŒ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÕÄÅÔ). œÓÐÏÍÎÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ, É Œ ÜÔÉÈ ÐÏËÒÙÔÉÑÈ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÄÉÎ ÂÏÌØÛÏÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ �_z ÎÁ ÍÎÏÇÏ ÍÁÌÅÎØËÉÈ �_{zt}, ÅÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ t ŒÚÑÔØ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. úÁ ÓÞčÔ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ f_c | ÎÁÄÏ ÄÏÇÏŒÏÒÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ÒÁÚÒÅÛčÎÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ŒÙÄÁŒÁÅÍÏÇÏ ÐÒÉ ÐÅÒÅÞÉ- ÓÌÅÎÉÉ ÓÌÏŒÁ ÒÁÓÔčÔ ÓÏ ŒÒÅÍÅÎÅÍ. ôÏÇÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÙÄÁŒÁÅÍÙÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n ÑŒÌÑÅÔÓÑ

ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ n, ÔÁË ËÁË ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÐÏÑŒÌÑÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÁÒÁÎÅÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ. üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ c, É ÔÏÇÄÁ ÓÕÍÍÁ ∑ c 2^{−fc(n)} ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ ÐÏ n.

îÁËÏÎÅÃ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÅÝč ÓÏŒÓÅÍ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ: ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ ÆÕÎËÃÉÀ f Ó ÎÁÔÕ- ÒÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ Åč ÅÝč ÏËÒÕÇÌÉÔØ. ▷

äŒÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÍÅÓÔÅ ÄÁÀÔ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÙÞÎÁÑ (Á ÎÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÉÌÉ ÐÒÅÆÉËÓÎÁÑ) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. üÔÏÔ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÉÍÅÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ĂÚÁÐÁÓĄ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÕÓÌÏŒÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS ((!)_n|n) ÎÁ ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÕÀ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔØ KS ((!)_n) ÉÌÉ ÎÁ ÕÓÌÏŒÎÕÀ ÐÒÅÆÉËÓÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KP ((!)_n|n).

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉ ÔÁËÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÕŒÅÌÉÞÉÔÓÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÁÄÁÐÔÁÃÉÉ ÔÒÅ- ÂÕÅÔ ÌÉÛØ ÔÅÏÒÅÍÁ 88. œÁÒÉÁÎÔ Ó ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ: ÎÁÄÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A É ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ A ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ KP (x|A) ⩽ log_2 |A|+O(1) (ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÏÅ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÌÏŒÁÍÉ ÄÌÉÎÙ log_2 |A|). îÅÍÎÏÇÏ ÓÌÏÖÎÅÅ ÕÄÁÌÉÔØ ÕÓÌÏŒÉÅ n (ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÏÊ, ÎÅ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÏŒÏ x ∈ F_c, ÉÍÅÀÝÅÅ ÄÌÉÎÕ n, ÎÁÄÏ ÚÁÄÁŒÁÔØ ÎÅ ÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ F_{c;n} ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F_c, Á ÎÏÍÅÒÏÍ ŒÏ ŒÓčÍ F_c (ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÏÍ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÄÌÉÎ). óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÞÉÓÌÏ ÂÉÔÏŒ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ, ÅÓÔØ

log(|F_{c;0}| + |F_{c;1}| + : : : + |F_{c;n}|);

É ŒÓč ÂÕÄÅÔ Œ ÐÏÒÑÄËÅ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÞÌÅÎ |F_{c;n}| ÂÏÌØÛÅ ŒÓÅÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ŒÍÅÓÔÅ ŒÚÑÔÙÈ (ÔÏÇÄÁ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÊ ÎÏÍÅÒ ÕŒÅÌÉÞÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ ÄŒÁ ÒÁÚÁ ÏÔ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÞÌÅÎÏŒ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÔÉÞØ ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÉčÍÏÍ (ÚÁÍÅÎÑÑ ËÏÒÏÔËÏÅ ÓÌÏŒÏ ÎÁ ŒÓÅ ÅÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÌÉÎÙ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ c, ÔÏ ÅÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÅ c ÏÓÔÁčÔÓÑ, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ÓÔÒÁÛÎÏ (Œ ÉÔÏÇÅ ÏÎÏ ÄÁčÔ ŒËÌÁÄ O(log c)).

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:

Theorem 89. [miller-yu-criterion] óÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! (Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒ- ÔÉÎ-ìčÆÁ) ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÒÑÄÁ ∑ n 2^{−f(n)} ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ

KS ((!)_n) ⩾ n − f(n) − O(1):

üÔÏÔ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÐÒÏÓÔÕÀ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ É ÉÍÅÎÎÏ ÅÇÏ ÏÂÙÞÎÏ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ĂÔÅÏÒÅÍÏÊ íÉÌÌÅÒÁ { àĄ.

îÅÄÏÓÔÁÔËÏÍ ÜÔÏÇÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÏ, ÞÔÏ Œ ÎčÍ ÅÓÔØ ËŒÁÎÔÏÒ ÐÏ f. é ÈÏÔÑ ÜÔÏÔ ËŒÁÎÔÏÒ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÓÔÁŒÉÔØ (ÎÁÊÄčÔÓÑ f, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÔŒÅÒÇÎÕÔØ ŒÓÅ ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ; ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÏŒÁ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 88), ŒÓč ÒÁŒÎÏ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ËÁË-ÎÉÂÕÄØ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ f. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÎÏ ÔÏÇÄÁ ÓÎÏŒÁ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÕÐÏÍÉÎÁÔØ ÐÒÅÆÉËÓÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ:

Theorem 90. [miller-yu-prefix] ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ (Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

KS ((!)_n) ⩾ n − KP (n) − O(1):

◁ åÓÌÉ ÒÑÄ ∑ n 2^{−f(n)} ÓÈÏÄÉÔÓÑ (ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f), ÔÏ KP (n) ⩽ f(n)+O(1).

ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÅ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁ ! ÓÉÌØÎÅÅ, ÞÅÍ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 89.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÓÔÁčÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Œ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ: ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ c ÎÁÊÄčÔÓÑ n, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ KS ((!)_n) < n − KP (n) − c;

ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 87, ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

KS (x) < l(x) − KP (l(x)) − c

(ÚÄÅÓØ l(x) | ÄÌÉÎÁ x), ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. œ ÏÓÔÁÌØÎÏÍ ÆÕÎËÃÉÑ KP ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÈÕÖÅ ÆÕÎËÃÉÉ f, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙÌÁ Œ ÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ. ▷

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ É Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ KS ((!)_n) ÎÁ KS ((!)_n|n) (ÇÏÄÉÔÓÑ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ).

114 õÂÅÄÉÔÅÓØ Œ ÜÔÏÍ.

115 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 88 ÎÅÌØÚÑ ÐÏÌÏÖÉÔØ f(n) = 2 log n. [õËÁÚÁÎÉÅ. éÚ ÔÅ- ÏÒÅÍÙ 87 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ KS ((!)_n) ⩾ n − log n − 2 log log n − O(1). ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÂÁŒÉÔØ Åč ÏÞÅÎØ ÒÅÄËÉÍÉ ÎÕÌÑÍÉ ÎÁ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÅÓÔÁÈ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ KS ((!)_n) ⩾ n − 2 log n − O(1), ÎÏ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ ÎÉËÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ Ó ŒÙÞÉÓÌÉÍÏ ÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÒÑÄÏÍ ∑ 2^{−f(n)}.]

œÓč ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅ ÏÔŒÅÞÁÅÔ ÎÁ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ: Á ÎÅÌØÚÑ ÌÉ ŒÏÏÂÝÅ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÆÕÎËÃÉÉ f É ÐÏÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ KS ((!)_n) ÂÙÌÏ ÂÏÌØÛÅ n − O(1) (ËÁË ÄÌÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ)?

ôÁËÏÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÁÍÙÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ, ÎÏ, ËÁË ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÚÁÍÅÔÉÌ íÁÒÔÉÎ-ìčÆ, ÎÉÞÅÇÏ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ: Œ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÏÌÖÎÙ ŒÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ ŒÓÅ ÇÒÕÐÐÙ ÃÉÆÒ, ÎÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ n ËÏÎÞÁÅÔÓÑ ÎÁ k ÎÕÌÅÊ, ÔÏ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n − k + 2 log k + O(1) (ÄÌÑ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ÞÉÓÌÁ k ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ 2 log k ÂÉÔÏŒ), É ÒÁÚÎÉÃÁ Ó ÄÌÉÎÏÊ ÂÕÄÅÔ k − 2 log k − O(1).

íÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ÎÅÉÚÂÅÖÎÕÀ ÒÁÚÎÉÃÕ ÍÅÖÄÕ ÄÌÉÎÏÊ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ (ÓÍ. [85,47]):

Theorem 91. [martin-lof-oscillations-bound] îÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ∈ � ÐÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ n ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

KS ((!)_n) ⩽ n − log n + c:

◁ äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ŒÙÄÅÌÉÍ ÓÒÅÄÉ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÞÁÓÔØ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÕÀ 1=n ÏÔ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Õ ÌÀÂÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÙÌÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁÞÁÌ É ÞÔÏÂÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒ ÂÙÌÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ.

ðÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ? òÑÄ ∑ 1=n ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÅÇÏ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÇÒÕÐÐ, Œ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÍÍÁ ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÌÏŒ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÐÏËÒÏÅÍ ŒÓÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Œ ÏÄÉÎ ÓÌÏÊ (ËÁÖÄÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ

ÎÁÞÁÌÏ ÉÚ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ) | ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÄÌÉÎ, ÐÏËÒÙŒÁÑ ÅÝč ÎÅ ÐÏËÒÙÔÙÅ ÓÌÏŒÁ. (óÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÅÓÔØ ÐÒÏÂÌÅÍÁ Ó ÏËÒÕÇÌÅÎÉÅÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ 2^n=n | ÎÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÏ É ÐÏÓÌÅ ÏËÒÕÇÌÅÎÉÑ ÒÑÄ ÂÕÄÅÔ ÒÁÓÈÏÄÉÔØÓÑ.)

ìÀÂÏÅ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ n ÚÁÄÁčÔÓÑ (ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ n) ÓŒÏÉÍ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍÅÅÔ n − log n ÂÉÔÏŒ. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÇÏ ÕÓÌÏŒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n−log n+O(1). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÎÕÍÅÒÏŒÁÔØ ŒÓÅ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÐÏÄÒÑÄ, ÔÏ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÊ ÎÏÍÅÒ ÎÅ ÓÉÌØÎÏ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔÓÑ (ÞÉÓÌÏ ŒÙÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒ ÒÁÓÔčÔ ÐÏÞÔÉ ËÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ Ó ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ 2, É ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÓÌÏŒ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ ÉÈ ÞÉÓÌÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ O(1) ÒÁÚ).

ïÔÓÀÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ. ▷ 116 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÅÒÎÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c, ÎÏ É ÄÌÑ ŒÓÅÈ c (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ).

[õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÒÑÄ ∑ 2^{−f(n)} ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÅÍÎÏÇÏ ÕŒÅÌÉÞÉÔØ ÆÕÎËÃÉÀ f, ÓÏÈÒÁÎÉŒ ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ: ÎÁÊÄčÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ g, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ g(n) − f(n) → ∞ É ÒÑÄ ∑ 2^{−g(n)} ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.]

117 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 91 (Œ ŒÁÒÉÁÎÔÅ Ó ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ) ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ f, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÑÄ ∑ 2^{−f(n)} ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ.

œ ÓÔÁÔØÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ [47] ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ (ÓÏ ÓÓÙÌËÏÊ ÎÁ ÅÇÏ ÎÅÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÎÕÀ ÒÁÂÏÔÕ) ÐÒÉŒÏÄÉÔÓÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ó ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ f Ó ÒÁÓÈÏÄÑÝÉÍÓÑ ÒÑÄÏÍ. üÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (ÔÁËÖÅ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ É ÓÏ ÓÓÙÌËÏÊ ÎÁ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ) ÐÒÉŒÅÄčÎ É Œ ÏÂÚÏÒÅ [85]. [ëÁË ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÎÅÑÓÎÏ.]

ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 87 ÐÒÉŒÅÄÅÎÏ Œ ÓÔÁÔØÅ [47] Œ ÎÅÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÏÍ ŒÁÒÉÁÎÔÅ:

118 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÁ (Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ), Á ÆÕÎËÃÉÑ f ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ É ÒÑÄ ∑ 2^{−f(n)} ŒÙÞÉÓÌÉÍÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ KS ((!)_n|n) ⩾ n − f(n) ÄÌÑ ŒÓÅÈ n, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. [õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ ÒÑÄ ŒÙÞÉ- ÓÌÉÍÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, Á ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, ÔÏ ÈŒÏÓÔÙ ÒÑÄÁ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÐÏËÒÙÔÉÊ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÍÅÒÙ.]

á ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ ÂÏÌØÛÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ (ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÙÈ) ÏÔÒÅÚËÏŒ, Á ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÉÈ ÞÉÓÌÁ? œ ÔÏÊ ÖÅ ÓÔÁÔØÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ ÐÒÉŒÏÄÑÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ:

119 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ (ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ! ÎÁÊÄčÔÓÑ c, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ KS ((!)_n|n) ⩾ n − c ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ n.

[õËÁÚÁÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ c ÎÁÊÄčÔÓÑ N, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÄÌÉÎÙ n ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ n − c. äÌÑ ÄÁÎÎÙÈ c É N ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÍÅÎØÛÅ 2^{−c}; Ó ÒÏÓÔÏÍ N ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÓÔčÔ É ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÏ N ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2^{−c} ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ.]

120 åÓÌÉ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c, ÞÔÏ KS ((!)_n|n) ⩾ n− c ÐÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ n, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÁ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ (ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ). [õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ ! ÐÏËÒÙÔÁ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ Ó ÏÂÝÅÊ ÍÅÒÏÊ ÍÅÎØÛÅ 2^{−c}, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ Åč ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ (ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÄÌÉÎÅ) ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ ÓÒÅÄÉ ÓÌÏŒ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÐÏÐÁÄÁÀÝÉÈ Œ ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ 2 log c + n − c ÂÉÔÏŒ.]

121 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ ÕÓÉÌÉÔØ, ÚÁÍÅÎÉŒ ÕÓÌÏŒ- ÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁ ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÕÀ KS ((!)_n)

[õËÁÚÁÎÉÅ: ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÚÁÄÁÞÅÊ 6 ÉÌÉ, ÞÔÏ ÅÝč ÐÒÏÝÅ, ÚÁÄÁÞÅÊ 39.] ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÎÏÊ ÍÅÒÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅÓÑ Œ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. (åÓÌÉ ÂÙ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÂÙÌÏ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÎÕÌÅŒÙÍ, ÎÏ É ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÂÙ ËÒÉ- ÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ | ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË.)

óÒÁŒÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÄÁŒÎÏ ŒÙÑÓÎÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ | ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ 0^′. ôÁËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ Ă2-ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉĄ (Á ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÂÅÚ ÏÒÁËÕÌÁ, ÎÁÚÙŒÁÀÔ Ă1-ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉĄ). óÍ. [51,62].

5.7. óÌÕÞÁÊÎÏÅ ÞÉÓÌÏ �

[chaitin-omega] éÎÔÅÒÅÓÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ m | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÁ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÎÁ- ÐÒÉÍÅÒ, m(x) = 2^{− KP (x)} ÉÌÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ ÁÌ- ÇÏÒÉÔÍÁ, ÓÍ. ÇÌÁŒÕ 4). ç. þÅÊÔÉÎ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÞÉÓÌÏ � = ∑ n m(n)

(ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ÏÂÝÅÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÉÌÉ ÓÕÍÍÏÊ ÎÁÉÍÅÎÅÅ ÓÈÏÄÑÝÅÇÏÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÓÎÉÚÕ ÒÑÄÁ) É ÓÄÅÌÁÌ ÔÁËÏÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ:

Theorem 92. [omega-is-random] äŒÏÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÞÉÓÌÁ � ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ íÁÒ- ÔÉÎ-ìčÆÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ � ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ËÏÎËÒÅÔÎÏÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÙ, ÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÓÔÁčÔÓÑ ŒÅÒÎÙÍ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÔÁËÏÍ ŒÙÂÏÒÅ.

◁ ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÐÅÒŒÙÅ n ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÚÎÁËÏŒ ÞÉÓÌÁ �. ïÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÞÉÓÌÏ �_n, ËÏÔÏÒÏÅ ÅÓÔØ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÓÎÉÚÕ Ë � Ó ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{−n} âÕÄÅÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÓÎÉÚÕ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë m(0); m(1); : : : ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ, ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÄÏÂÁŒÌÑÑ ŒÓč ÎÏŒÙÅ m(i), ÐÏËÁ ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Œ ÓÕÍÍÅ ÎÅ ÄÁÄÕÔ ÂÏÌØÛÅ �_n −2^{−n}. (ôÁËÏÅ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÓÌÕÞÉÔÓÑ, ÔÁË ËÁË ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ÒÁŒÎÁ � É ÓÔÒÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ ŒÙÂÒÁÎÎÏÊ ÎÁÍÉ ÇÒÁÎÉÃÙ.) óÏÓÔÁŒÉÍ ÓÐÉÓÏË ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ i, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ Œ ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÅ (Ó ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÏÃÅÎËÏÊ ÄÌÑ m(i)).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÐÉÓËÅ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ i, Õ ËÏÔÏÒÙÈ m(i) ⩾ 2·2^{−n} (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÓÌÉ ÂÙ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÙÌÏ ÐÒÏÐÕÝÅÎÏ, ÔÏ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ÂÙÌÁ ÂÙ ÂÏÌØÛÅ 2^{−n}), É ÐÏÔÏÍÕ ŒÓÅ i Ó KP (i) < n−c (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c, ÚÁŒÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÆÕÎËÃÉÉ m, ÎÏ ÎÅ ÏÔ n). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ŒÈÏÄÑÝÅÅ Œ ÜÔÏÔ ÓÐÉÓÏË, ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n − c. úÎÁÞÉÔ, É ÓÁÍ ÜÔÏÔ ÓÐÉÓÏË, É ÞÉÓÌÏ �_n, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÜÔÏÔ ÓÐÉÓÏË ÐÏÓÔÒÏÅÎ, ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n−c^′ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ c^′ É ÄÌÑ ŒÓÅÈ n. ïÓÔÁčÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ Ó ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÙ 84 É 86). ▷ íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÒÁÚÕ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒ- ÔÉÎ-ìčÆÁ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÂÙÞÎÏÊ ÍÅÒÙ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ), ÅÓÌÉ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅ- ŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ ÎÁÌÉÞÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ " > 0 ŒÙÄÁčÔ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ËÏÎÃÁÍÉ É ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ".

122 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÚÎÁËÏŒ Œ ÄŒÏÉÞÎÏÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÉ.

123 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ËŒÁÄÒÁÔ (ÓÉÎÕÓ, ÜËÓÐÏÎÅÎÔÁ) ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÌÕÞÁÅÎ. [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÏÏÂÒÁÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ, É ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅË- ÔÉŒÉÚÉÒÏŒÁÔØ.]

124 œÓÅÇÄÁ ÌÉ ÓÕÍÍÁ ÄŒÕÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÓÌÕÞÁÊÎÁ? [õËÁÚÁÎÉÅ: ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ĂÚÁŒÉÓÉÍÙĄ.]

óÌÕÞÁÊÎÏÅ ÞÉÓÌÏ � (ÔÏÞÎÅÅ, ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÐÅ- ÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÙ) ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÒÁÚÎÙÍÉ ÏÓÏÂÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ŒÙÄÅÌÑÀÝÉÍÉ ÅÇÏ ÓÒÅÄÉ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ÏÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ ÓÎÉÚÕ (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÓÎÉÚÕ ÞÉÓÅÌ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÓÞčÔÎÏ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ). éÚ ÜÔÏÇÏ ŒÙÔÅËÁÀÔ É ÄÒÕÇÉÅ ÌÀÂÏÐÙÔÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁËÏÅ:

125 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ¸ | ÌÀÂÏÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓÎÉÚÕ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÔÏ ¸ + � | ÓÌÕÞÁÊÎÏ.

126 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÄŒÕÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ. [õËÁÚÁ- ÎÉÅ: ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÎÏÊ ÍÅÒÙ.]

[úÄÅÓØ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÐÒÏ ÓŒÏÄÉÍÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÐÏ óÏÌÏŒÅÀ, Åč ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ É Ô.Ð. | ÅÓÌÉ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ.]

[� ËÁË ÏÒÁËÕÌ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÒÁÚÒÅÛÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ | Á ÞÔÏ ÅÝč ÍÏÖÎÏ ÐÒÏ ÎÅÇÏ ÓËÁÚÁÔØ? ëÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÞÉÓÌÁ � ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÒÁÚÎÙÈ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÏÐÉÓÁÎÉÑ? ÓŒÏÄÑÔÓÑ ÄÒÕÇ Ë ÄÒÕÇÕ?]

þÉÓÌÏ � ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n, ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÅÎÎÙÈ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 15 (Ó. 32). íÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÅÓÔØ É ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÓŒÑÚØ.

Theorem 93. [chaitin-finite-infinite] ðÕÓÔØ �_n | ÄŒÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÅ ÉÚ ÐÅÒŒÙÈ n ÂÉÔÏŒ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ÞÉÓÌÁ �. ôÏÇÄÁ �_n ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 15: ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÐÏÌÕÞÅÎ ÉÚ �_n ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ n É ÎÁÏÂÏÒÏÔ (Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ | Ó ÐÏÐÒÁŒËÏÊ O(log n) Œ ÚÎÁÞÅÎÉÉ n).

◁ ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÏ �_n ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÞÉÓÌÏ T , ÂÏÌØÛÅÅ B (n − O(log n)). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÏÛÁÇÏŒÏÇÏ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ ÓÎÉÚÕ Ë � É ÏÂÏÒŒčÍ ÅÇÏ, ËÏÇÄÁ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔ �_n (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÅÒŒÙÅ n ÂÉÔÏŒ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÐÏÌÕÞÁÔ ÏËÏÎÞÁ- ÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ). ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÓÌÕÞÉÔÓÑ ÎÁ ÛÁÇÅ T ; ÞÉÓÌÏ T ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÎÁÊÔÉ ÐÏ �_n. ðÕÓÔØ t > T ; ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ t ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÏÌÅÅ n − O(log n). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÚÎÁÑ t É n, ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ t ÛÁÇÏŒ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ É ÎÁÊÔÉ �_n, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÅ- ÆÉËÓÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n − O(1) (ÔÅÏÒÅÍÁ 92), Á ÚÎÁÞÉÔ, ÏÂÙÞÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n − O(log n).

ôÅÐÅÒØ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÚÎÁÑ B (n) É n, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ �_{n−O(log n)}. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÄÅÌÁÅÍ B (n) ÛÁÇÏŒ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÓÎÉÚÕ Ë �. îÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ Œ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÍ

ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÓÎÉÚÕ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ n − O(log n) ÚÎÁËÏŒ ÂÕÄÕÔ ĂÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÙÍÉĄ (ÔÏ ÅÓÔØ ÂÕÄÕÔ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÚÎÁËÁÍÉ ÞÉÓÌÁ �). åÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÄŒÏÉÞÎÁÑ ÄÒÏÂØ ˛ ÉÚ 2^{n−O(log n)} ÚÎÁËÏŒ, ÒÁÚÄÅÌÑÀÝÁÑ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÏÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ É ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ �. üÔÁ ÄÒÏÂØ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ n − O(log n); Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÚÎÁÑ ˛, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ B(n) | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏŒ, ÐÏÓÌÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ë � ŒÐÅÒŒÙÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔ ÇÒÁÎÉÃÕ ˛. ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ Œ O(log n) ÜÔÉ ÄŒÁ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÁÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ. ▷ ïÔÓÀÄÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÚÎÁÎÉÅ n + O(log n) ÂÉÔÏŒ Œ ÞÉÓÌÅ ! ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÔŒÅÔÉÔØ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÉ ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n. ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÊ ŒÏÐÒÏÓ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÏÐÒÏÓ Ï ŒÙŒÏÄÉÍÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ ÄÌÉÎÙ n, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎ Œ ÔÁËÏÍ ŒÉÄÅ, ÔÏ | ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÍ ÈÕÄÏÖÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ŒÏÏÂÒÁÖÅÎÉÉ | ÍÏÖÎÏ, ÓÌÅÄÕÑ þÅÊÔÉÎÕ, ÎÁÚŒÁÔØ ÞÉÓÌÏ � ĂÞÉÓÌÏÍ ÍÕÄÒÏÓÔÉĄ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÏÂÏ ŒÓčÍ ÎÁ ÓŒÅÔÅ.

5.8. üÆÆÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ èÁÕÓÄÏÒÆÁ

[monothaus] œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÐÏÎÑÔÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ èÁÕÓÄÏÒÆÁ (ÞÁÓÔÏ ÕÐÏÍÉÎÁÅÍÏÅ Œ ÓŒÑÚÉ Ó ĂÆÒÁËÔÁÌÁÍÉĄ). åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÔÁË. ðÕÓÔØ ¸ > 0 | ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ¸-ÎÕÌÅŒÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ " > 0 ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ÓÞčÔÎÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ I_k Ó ∑ k —(I_k)^ff < ":

üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔ, ÞÔÏ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÙÄÅÌÅÎ ËÌÁÓÓ ĂÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒĄ Ó ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ ÎÁ ÎÉÈ ÍÅÒÏÊ —. íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÓÌÕ- ÞÁÅÍ A ⊂ �, ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ �_x, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÌÏŒÁ x. íÅÒÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ �_x ÒÁŒÎÁ 2^{−l(x)}.

îÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ:

(1) ðÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ¸-ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ¸-ÎÕÌÅŒÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ. (2) ðÒÉ ¸ = 1 ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÂÙÞÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. (3) ðÒÉ ¸ > 1 ÌÀÂÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ � ÑŒÌÑÅÔÓÑ ¸-ÎÕÌÅŒÙÍ (ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ 2^n ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ 2^n ÓÌÏŒÁÍ ÄÌÉÎÙ n, É ÓÕÍÍÁ ¸-ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÉÈ ÍÅÒ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ ÐÒÉ n → ∞).

(4) åÓÌÉ 0 < ¸ < ¸^′, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ¸-ÎÕÌÅŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ É ¸^′-ÎÕÌÅŒÙÍ (ÍÅÒÁ —(I) ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ I ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1, É ÐÏÔÏÍÕ —(I)^ff > —(I)^{ff′} ).

127 ðÒÅÄÌÏÖÉÔÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ¸-ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÄÌÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÒÑÍÏÊ É ÐÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ [0; 1] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ¸-ÎÕÌÅŒÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏ- ÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÚÁÐÉÓÅÊ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ¸-ÎÕÌÅŒÙÍ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ. [õËÁÚÁÎÉÅ: ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÉ ÎÁ ÐÒÑÍÏÊ, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÏÌÏŒÉÎÙ, ÞÅÔŒÅÒÔÉ É Ô.Ð., ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ËÌÁÓÓÁ ÎÕÌÅŒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.]

éÚ ÎÁÛÉÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ⊂ � ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÇÒÁÎÉÃÁ d ∈ [0; 1] Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÐÒÉ ¸ > d ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ¸-ÎÕÌÅŒÙÍ, Á ÐÒÉ ¸ < d | ÎÅÔ. (ðÒÉ ¸ = d ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÕÌÅŒÙÍ, Á ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÂÙÔØ.) üÔÁ ÇÒÁÎÉÃÁ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A.

128 ëÁÎÔÏÒÏŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ŒÙÂÒÏÓÉÔØ ÉÚ ÎÅÇÏ ÓÒÅÄÎÀÀ ÔÒÅÔØ (1=3; 2=3), Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ŒÙÂÒÏÓÉÔØ ÓÒÅÄÎÀÀ ÔÒÅÔØ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ËÏÍÐÁËÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÅ � É ÉÍÅÀÝÅÅ ÈÁÕÓ- ÄÏÒÆÏŒÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ log_3 2.

[õËÁÚÁÎÉÅ. œÅÒÈÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ŒÓÅ ÏÔÒÅÚËÉ, ÏÓÔÁŒÛÉÅÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÛÁÇÕ | ÔÏÞÎÅÅ, ÎÅÍÎÏÇÏ Â«ÏÌØÛÉÅ ÉÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ. þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÉÖÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (1) Œ ÓÉÌÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ; (2) ÏÔ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÏÔÒÅÚËÁÍ; (3) ÅÓÌÉ ÏÔÒÅÚÏË ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó ŒÙÂÒÏÛÅÎÎÙÍ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏÍ (ÓÒÅÄÎÅÊ ÔÒÅÔØÀ), ÎÏ ÃÅÌÉËÏÍ ÅÇÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ, ÔÏ ÏÔÒÅÚÏË ÍÏÖÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ, ÏÔÒÅÚÁŒ ËÒÁÊ; 4) ÅÓÌÉ ÏÔÒÅÚÏË ÃÅÌÉËÏÍ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ŒÙÂÒÏÛÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ, ÔÏ ÜÔÏÔ ÏÔÒÅÚÏË ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÔÏÔ, ÓÒÅÄÎÅÊ ÔÒÅÔØÀ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌ ÂÙÌ; (5) ÅÓÌÉ ÏÓÔÁÌÉÓØ ÔÏÌØËÏ ĂÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅĄ ÏÔÒÅÚËÉ, ÔÏ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÄŒÏÉÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅŒÁ, ÏÔËÕÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÃÅÎËÁ ÎÁ ÓÕÍÍÕ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÉÈ ÍÅÒ.]

129 ðÒÅÄÌÏÖÉÔÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ (R^3 ) ÐÏ èÁÕÓÄÏÒÆÕ. ïÂSSÑÓÎÉÔÅ, ÐÏÞÅÍÕ ÍÅÒÁ ÔÅÌ ÒÁŒÎÁ 3, ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔÅÊ | 2, ÌÉÎÉÊ | 1, Á ÔÏÞÅË | 0. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÔ 0 ÄÏ 3.

ôÅÐÅÒØ ÐÏÎÑÔÎÏ, ËÁËÉÍ ÂÕÄÅÔ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÐÏÎÑÔÉÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (cÍ. [74,63]). âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ � ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ¸-ÎÕÌÅŒÙÍ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ¸ > 0), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÍÕ " > 0 ÕËÁÚÙŒÁÅÔ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÍÍÁ ¸-È ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÍÅÒ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ".

ëÁË É Œ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ÐÒÉ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÉ ¸ (É ÐÒÉ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÉ A) ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ. ðÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÎÉÃÁ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ (ËÁË É ÄÌÑ ÎÕÌÅŒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ) ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÄÁÌØÛÅ:

Theorem 94. [effective-hausdorf] ðÒÉ ÌÀÂÏÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÍ ¸ > 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁÉ- ÂÏÌØÛÅÅ ÐÏ ŒËÌÀÞÅÎÉÀ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ¸-ÎÕÌÅŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

◁ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ ÇÌÁŒÅ 3. óÞčÔÎÏÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ¸-ÎÕÌÅŒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÈ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ¸-ÎÕÌÅŒÙÍ; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÜÆÆÅË- ÔÉŒÎÏ ¸-ÎÕÌÅŒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ¸-ÎÕÌÅŒÙÍ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÒÉ ÒÁÃÉ- ÏÎÁÌØÎÏÍ (É ÄÁÖÅ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÍ) ¸ ÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÔØ ŒÓÅ ÜÆÆÅË- ÔÉŒÎÏ ¸-ÎÕÌÅŒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (ÔÏÞÎÅÅ, ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÐÏËÒÙÔÉÑ) | ÎÁÄÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ŒÓÅ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËÏÒÒÅËÔÉÒÕÑ ÉÚÌÉÛÎÉÅ ÍÅÒÙ ÐÒÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. ▷ óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ (á. èÏÄÙÒÅŒ) ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ (ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÊ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ¸), ÎÏ ÌÀÂÏÐÙÔÅÎ ÓÁÍ ÐÏ ÓÅÂÅ. ðÕÓÔØ ¸ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.

Theorem 95. îÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ¸-ÎÕÌÅŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ¸ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ ÓÎÉÚÕ.

◁ ðÕÓÔØ ¸ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ ÓÎÉÚÕ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÓč ÂÏÌÅÅ É ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë ¸ Ó ÎÅÄÏÓÔÁÔËÏÍ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ Ë ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ (ÓÕÍÍÁ ¸-ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÍÅÒ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÈ ÉÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÍÅÎØÛÅ ") ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÏÓÌÁÂÅŒÁÀÔ, É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ĂÓÎÑÔØ Ó ÐÏÌËÉĄ (ËÁË ÇÏŒÏÒÉÌÉ ÐÒÏ ÆÉÌØÍÙ ŒÏ ŒÒÅÍÑ ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÉ) É ÐÒÏÐÕÓÔÉÔØ ÎÁ ŒÙÈÏÄ ÚÁÂÒÁËÏŒÁÎÎÙÅ ÒÁÎÅÅ, Á ÎÙÎÅ ÐÒÉÚÎÁÎÎÙÅ ÂÅÚÏÐÁÓÎÙÍÉ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ. ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑÍ ÄÌÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ¸, ÔÏ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÌÀÂÏÊ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÊ ÉÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÐÕÝÅÎ.

îÁÐÒÏÔÉŒ, ÐÕÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ¸-ÎÕÌÅŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÅÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍ. åÇÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÉÖÎÉÈ ÏÃÅÎÏË ÎÁ ¸. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ " ŒÙÄÁÌ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÍÍÁ ˛-ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÍÅÒ ÂÏÌØÛÅ ", ÔÏ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ: ŒÙÂÒÁÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ˛ ÍÅÎØÛÅ ¸. ðÒÏÂÕÑ ÒÁÚÎÙÅ ˛, ÒÁÚÎÙÅ " É ÒÁÚÎÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÃÅÎÏË ÓÎÉÚÕ ÄÌÑ ¸.

ïÓÔÁčÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÏÃÅÎËÉ ÍÏÇÕÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÏ ÐÏÄÈÏÄÉÔØ Ë ¸. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË É ÞÔÏ ÏÎÉ ÍÅÎØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ¸^′ < ¸. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÓÑËÏÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ¸-ÎÕÌÅŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÕÄÅÔ É ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ¸^′-ÎÕÌÅŒÙÍ, ÞÅÇÏ ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ, ËÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ ÄÁÌØÛÅ (ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÌÀÂÏÊ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 130, p. 152). ▷

ôÅÐÅÒØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÁÔØ ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. üÆÆÅËÔÉŒÎÏÊ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ⊂ � ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÏÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ŒÓÅÈ ¸, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆ- ÆÅËÔÉŒÎÏ ¸-ÎÕÌÅŒÙÍ. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÅ [0; 1] É ÎÅ ÍÅÎØÛÅ (ËÌÁÓÓÉÞÅ- ÓËÏÊ) ÈÁÕÄÏÒÆÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. (ðÅÒŒÏÎÁÞÁÌØÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÊ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÂÙÌÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÏ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ, ÓÍ. [43,44], ÇÄÅ ÕÓÔÁ- ÎÏŒÌÅÎÙ ÐÒÉŒÏÄÉÍÙÅ ÎÉÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ; ÏÂ ÜÔÏÍ ŒÁÒÉÁÎÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÍ. ÄÁÌÅÅ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 9.10.)

œ ÓŒÏč ŒÒÅÍÑ ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÞÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÂÙÔØ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ ÐÁÒÁ- ÄÏËÓÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÚÁŒÉÓÉÔ ÎÅ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÍÎÏÇÏ ÌÉ Œ ÎčÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, Á ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÉÅ ÜÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ | ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÉÌÉ ÎÅÔ. ðÏÄÏÂÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ É Ó ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÊ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔØÀ.

Theorem 96. [dimension-sup] üÆÆÅËÔÉŒÎÁÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁŒÎÁ ÔÏÞÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÈ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

(çÏŒÏÒÑ ÏÂ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÊ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÔÏÞËÉ ! ∈ �, ÍÙ ÉÍÅÅÍ Œ ŒÉÄÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÉÎÇÌÅÔÏÎÁ {!}.)

◁ ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÇÏ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ïÓÔÁčÔÓÑ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ÓÉÎÇÌÅÔÏÎÏŒ, ÏÂÒÁÚÏŒÁÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÍÅÎØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ r, Á r^′ ÂÏÌØÛÅ r (É ÔÏÖÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ), ÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÃÅÌÏÍ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ r^′. á ÜÔÏ ÓÒÁÚÕ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 94: ŒÓÅ ÓÉÎÇÌÅÔÏÎÙ ÌÅÖÁÔ Œ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÍ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ r^′-ÎÕÌÅŒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ É ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ r^′. ▷ ëÁË ÖÅ ÎÁÊÔÉ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÉÎÇÌÅÔÏÎÁ? ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.

Theorem 97. [hdim-formula] üÆÆÅËÔÉŒÎÁÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {!}, ÇÄÅ ! = !_0!_1!_2 : : :, ÒÁŒÎÁ

lim inf n→∞ KS (!_0!_1 : : : !_{n−1}) n : (œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÇÏŒÏÒÉÔÓÑ Ï ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÎÅ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏ: ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ŒÁÒÉÁÎÔÁÍÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË O(log n) ÄÌÑ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n, ÐÒÉ ÄÅÌÅÎÉÉ ÎÁ n É ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÏÎÁ ÉÓÞÅÚÁÅÔ.)

◁ îÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ÄŒÅ ÓÔÏÒÏÎÙ.

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÉÖÎÉÊ ÐÒÅÄÅÌ ÍÅÎØÛÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ r. îÁÄÏ ÐÒÏ- ŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {!} ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ r^′-ÎÕÌÅŒÙÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏ- ÇÏ r^′ > r.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ n, ÉÍÅÀÝÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ rn. ôÁËÉÈ ÓÌÏŒ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ O(2^{rn}). (õÓÌÏŒÉÅ ÐÒÏ ÎÉÖÎÉÊ ÐÒÅÄÅÌ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ n ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Œ ÞÉÓÌÅ ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ.) òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ �_z, ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÅ ÜÔÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ z. íÅÒÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ �_z Œ ÓÔÅÐÅÎÉ r^′ ÅÓÔØ 2^{−r′n}, É ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ r^′-ÍÅÒÁ ÒÁŒÎÁ 2^{(r−r′)n}, ÞÔÏ Ó ÒÏÓÔÏÍ n ÕÂÙŒÁÅÔ ËÁË ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÒÑÄ ∑ n 2^{(r−r′)n}

ÓÈÏÄÉÔÓÑ, É ÅÓÌÉ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ËÕÓÏË (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ N É ÂÏÌÅÅ), ÔÏ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ r^′-ÍÅÒÁ ÜÔÉÈ ÓÌÏŒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÄÅÌÁÎÁ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ (ŒÙÂÏÒÏÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ N). íÅÖÄÕ ÔÅÍ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ Ï ÎÉÖÎÅÍ ÐÒÅÄÅÌÅ ÏÓÔÁÔÏË ÂÕÄÅÔ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÐÏËÒÙŒÁÔØ !. œ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ.

îÁÐÒÏÔÉŒ, ÐÕÓÔØ {!} ÉÍÅÅÔ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ r ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÃÉÏ- ÎÁÌØÎÏÇÏ r. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÉÖÎÉÊ ÐÒÅÄÅÌ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÉÄčÔ ÒÅÞØ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ r.

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ " > 0 ÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, ÐÒÏ ËÏÔÏÒÕÀ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ! É ÓÕÍ- ÍÁ ÒÑÄÁ ÉÚ r-ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÄÌÉÎ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ". óÄÅÌÁÅÍ ÜÔÏ ÄÌÑ " = 1; 1=2; 1=4; : : : É ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÍÍÁ r-ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÄÌÉÎ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ É ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ! ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÙ ÎÁÛÌÉ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÏŒ x_0; x_1; : : : Ó ÔÁËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ: • ∑ 2^{−rl(xi)} < ∞;

• x_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ! ÐÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ i.

éÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ m(i) ⩾ c2^{−rl(xi)} ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ c É ŒÓÅÈ i (ÚÄÅÓØ m | ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÐÏÌÕÍÅÒÁ ÎÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÁÑ Œ ÇÌÁŒÅ 4). ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÌÏÇÁÒÉÆÍÁÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ

KP (x_i) ⩽ rl(i) + O(1):

ïÓÔÁčÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÙ x_i ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄ ÓÈÏÄÉÔÓÑ), ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ x_i ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÎÁÞÁÌ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! É ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ. (á ÔÁËÖÅ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÉÖÎÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ É ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ r, ÔÏ Åč ÎÉÖÎÉÊ ÐÒÅÄÅÌ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ r.) ▷

130 [any-hausdorff-dimension] œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ¸ ∈ [0; 1] ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (É ÄÁÖÅ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ) c ÜÆ- ÆÅËÔÉŒÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ¸. [õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÍÏÖÎÏ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÔØ, ÄÏÂÁŒÌÑÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÂÉÔÙ, É ÕÍÅÎØÛÁÔØ, ÄÏÂÁŒÌÑÑ ÎÕÌÅŒÙÅ ÂÉÔÙ.]

131 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ¸ ∈ [0; 1] ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ó (ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ) ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ¸. [õËÁÚÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÓÔÁÈ ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ.]

132 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÊ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉ- ÌÏÓØ ÂÙ, ÅÓÌÉ ŒÍÅÓÔÏ ÎÁÌÉÞÉÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ " ÐÏËÒÙÔÉÑ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÍÅÎØÛÅ " ÍÙ ÂÙ ÔÒÅÂÏŒÁÌÉ ÎÁÌÉÞÉÑ ÏÄÎÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÓÔÅÐÅÎÅÊ, ÎÏ ÐÏËÒÙŒÁÀÝÅÇÏ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ.

íÙ ŒÅÒÎčÍÓÑ Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ËÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÓŒÑÚÉ ÓÌÕ- ÞÁÊÎÏÓÔÉ Ó ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÍÉ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁÍÉ (ÒÁÚÄÅÌ 9.5 É ÄÁÌÅÅ). ôÁÍ ÖÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏŒÅÄÅÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 97 (ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ) ÎÁ ÑÚÙËÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ.

5.9. äÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ

[monotdef] ëÒÉÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ (Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ) ÐÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ P ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅ- ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅÌÉÞÉÎÕ

d_P (x) = − log_2 P (�_x) − KA (x):

îÁÚÏŒčÍ Åč ÄÅÆÅËÔÏÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÄŒÏÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÙ P . ïÂSSÑÓÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁÚŒÁÎÉÑ: ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÁ (Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÅÆÅËÔÙ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ Åč ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ.

óÌÏŒÁ ĂÄÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉĄ ÍÏÇÕÔ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÔØÓÑ Œ ÓÁÍÙÈ ÒÁÚÎÙÈ ÓÍÙÓÌÁÈ; ÎÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÇÌÁŒÅ 16 ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÄÅÆÅËÔÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ŒÎÕÔÒÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. îÏ Œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ÇÏŒÏÒÑ Ï ÄÅÆÅËÔÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ Œ ŒÉÄÕ ÉÍÅÎÎÏ ÆÕÎËÃÉÀ d_P , ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÕÀ ŒÙÛÅ.

[èÏÒÏÛÏ ÂÙ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÓÒÁŒÎÅÎÉÅ ÒÁÚÎÙÈ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, ŒËÌÀÞÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ìÅŒÉÎÁ { çÁÞÁ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÍÅÒ É ÔÁË ÄÁ- ÌÅÅ. ðÒÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÄÅÌ Œ ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÅ.]

ðÒÉŒÅÄčÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔ, ÞÔÏ P (�_x) > 0; ÅÓÌÉ P (�_x) = 0, ÔÏ ÄÅÆÅËÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ.

äÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ŒÓÅÇÄÁ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌÅÎ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 81). ëÒÉÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ (ÔÅÏÒÅÍÙ 83 É 85) ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìč- ÆÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÅÆÅËÔ ÉÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, Á ÄÌÑ ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÙÈ | ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÒÅ- ÄÅÌčÎÎÙÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÅÆÅËÔ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, ÎÏ ÎÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ðÏÞÅÍÕ ÔÁË ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ? îÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÄÁčÔ ÏÔŒÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

Theorem 98. [monotdef-conservation] ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÍÅÒÁ P . ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÅÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ y

ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ:

d_P (y) ⩾ d_P (x) − 2 log d_P (x) − c:

óÍÙÓÌ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ: ÌÀÂÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÄÅÆÅËÔÏÍ ÉÍÅÅÔ (ÐÏÞÔÉ ÓÔÏÌØ ÖÅ) ÂÏÌØÛÏÊ ÄÅÆÅËÔ. éÌÉ: ÌÀÂÏÅ ÎÁÞÁÌÏ (ËÏÎÅÞÎÏÊ) ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÍÁÌÙÍ ÄÅÆÅËÔÏÍ ÉÍÅÅÔ (ÐÏÞÔÉ ÓÔÏÌØ ÖÅ) ÍÁÌÙÊ ÄÅÆÅËÔ.

◁ äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÆÅËÔ ÂÏÌØÛÅ k. œÓÅ ÉÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S_k, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ P -ÍÅÒÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2^{−k}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÍÅÒÕ P_k ÎÁ �, ËÏ- ÔÏÒÁÑ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ ŒÎÅ S_k É Œ 2^k ÒÁÚ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ P ŒÎÕÔÒÉ S_k. (æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ÒÁŒÎÁ 2^kP (U ∩S_k)). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ P_k ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÏÊ Œ ÎÁÛÅÍ ÓÍÙÓÌÅ ÓÌÏŒÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÅÒÁ ŒÓÅÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÅ ÒÁŒÎÁ 1 (É ÄÁÖÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ ŒÙ- ÞÉÓÌÉÍÏÊ, Á ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ). îÏ P_k ŒÐÏÌÎÅ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÏÊ (ÏÓÔÁŒÛÕÀÓÑ ÄÏ 1 ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÞÉÔÁÅÍ ÍÅÒÏÊ ÐÕÓÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÓÕÍÍÕ ∑ k 1 2k^2

P_k;

ËÏÔÏÒÁÑ ÚÁÄÁčÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÕ S (ÄŒÏÊËÁ Œ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ÄÏÂÁ- ŒÌÅÎÁ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ∑ 1=2k^2 ÂÙÌÁ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ; ÍÅÒÕ ÐÕÓÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÎÁÄÏ ŒÎÏŒØ ÕŒÅÌÉÞÉÔØ). ðÒÉ ÜÔÏÍ

− log S(x) ⩽ − log P (x) − k + 2 log k + O(1)

ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ x, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÍÉ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÓÌÏŒÁ Ó ÄÅÆÅËÔÏÍ ÂÏÌØÛÅ k. ðÏ- ÓËÏÌØËÕ S ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÄÅÒÅŒÅ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)-ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

œ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÉ, ÞÔÏ ÄÅÆÅËÔ x ËÏÎÅÞÅÎ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ P (�_x) ≠ 0. îÏ ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ y ÍÅÒÁ P (�_y) ÔÁËÖÅ ÎÕÌÅŒÁÑ, É ÄÅÆÅËÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÅÎ. ▷

ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝč ÏÄÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÄÅÆÅËÔÁ, ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÉÚ ÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ: 133 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏŒ x0 É x1 ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÉÊ ÄÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ, ÞÅÍ ÓÁÍÏ x. (œÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÍÅÒÁ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÄÅÆÅËÔ, ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ.)

óÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÞÁÔØ Ó ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ É ÄÏÂÁŒÌÑÔØ Ë ÎÅÍÕ ÂÉÔ ÚÁ ÂÉÔÏÍ, ÎÅ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÑ ÄÅÆÅËÔÁ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÒÉÔÅÒÉÀ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (ÐÏ ŒÙÂÒÁÎÎÏÊ ÚÁÒÁÎÅÅ ÍÅÒÅ, ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÚÍÅÒÑÅÔÓÑ ÄÅÆÅËÔ)

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË ÐÏÎÑÔÉÅ ÄÅÆÅËÔÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÏ ÄÌÑ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÏŒ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ (Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚÎÙÈ ÍÅÒ.

ðÕÓÔØ P | ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ �, Á f : � → � | ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÒÁÚ ÍÅÒÙ P ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÅÒÕ Q ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ

Q(U) = P (f^{−1}(U))

ÐÒÉ U ⊂ �. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, Q | ÜÔÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ f(!), ÅÓÌÉ ! | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ Ó ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ P . œÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, Q ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÁ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ, ÔÏ ÅÓÔØ Œ ÎÁÛÅÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÅÒÏÊ, Á ÐÏÌÕÍÅÒÏÊ. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË É ÞÔÏ Q ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÅÒÏÊ. (œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁË ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, Q ÂÕÄÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÏÊ ÎÁ �.)

Theorem 99. [random-image] (Á) åÓÌÉ ! | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ ÍÅÒÅ P ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÏ Åč ÏÂÒÁÚ f(w) ÂÕÄÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ, ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ ÍÅÒÅ Q.

(Â) œÓÑËÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ ÍÅÒÅ Q ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ (ÒÁŒÎÁ f(!) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ ÍÅÒÅ P ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !).

(çÏŒÏÒÑ Ï ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ Œ ŒÉÄÕ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒ- ÔÉÎ-ìčÆÁ.)

óÍÙÓÌ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ ÔÁË. ðÕÓÔØ Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁ- ÛÉÎÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÄÁÔÞÉËÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏŒ É ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÜÔÉ ÂÉÔÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÇÏ ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ŒÙÈÏÄÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÂÉÔÙ, ŒÙÄÁŒÁÅÍÙÅ ÄÁÔÞÉËÏÍ, ÉÍÅÀÔ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ P , Á ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ÚÁÄÁčÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : � → �.

ëÁËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÇÕÔ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÔÁËÏÇÏ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÁ? ôÏÞÎÅÅ, ÐÒÏ ËÁËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÙ ÇÏÔÏŒÙ ÐÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÐÏÌÕÞÉÌÉÓØ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ? üÔÏ ÂÕÄÕÔ f-ÏÂÒÁÚÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÄÁÔÞÉËÁ, ÔÏ ÅÓÔØ (ÅÓÌÉ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÓÈÅÍÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ) ÏÂÒÁÚÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏ ÍÅÒÅ P ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÅÊ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ŒÓÀ ÜÔÕ ÍÁÛÉÎÕ (ÄÁÔÞÉË ÐÌÀÓ ÁÌÇÏÒÉÔÍ) ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÅÄÉÎÙÊ ÉÓÔÏÞÎÉË ÂÉÔÏŒ, ÒÁÓÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ ÐÏ ÍÅÒÅ Q; ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÐÏÄÈÏÄÅ ÎÁ Åč ŒÙÈÏ- ÄÅ ĂÍÏÇÕÔ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑĄ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÐÏ ÍÅÒÅ Q ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ôÁË ŒÏÔ, ÎÁÛÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ.

◁ ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ P -ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÉËÁËÉÍ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÓÌÏŒÏÍ z. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ, ÔÏ ÅÓÔØ Œ ÐÒÏÏÂÒÁÚ �_z \(�_{z0} ∪�_{z1}). ðÒÏÏÂÒÁÚ �_z ÅÓÔØ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ), ÐÒÏÏÂÒÁÚ �_{z0} ∪�_{z1} | ÔÁËÖÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÐÅÒŒÏÇÏ. îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÒÁÚÎÏÓÔÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ) ÎÅ ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ P ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÁËÏÊ ÏÂÝÅÊ ÌÅÍÍÙ:

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ P | ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ �, Á U ⊂ V | ÄŒÁ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÐÒÉÞčÍ P (V \ U) = 0. ôÏÇÄÁ V \ U ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ (ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÄÉÎ ÉÎÔÅÒŒÁÌ I ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ V (ÏÇÒÁÎÉÞÉŒ U ÜÔÉÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏÍ). ðÏ ÍÅÒÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ÏÂÎÁ- ÒÕÖÉŒÁÅÔÓÑ ŒÓč Â«ÏÌØÛÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ I, ŒÈÏÄÑÝÁÑ Œ U. ðÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÍÅÒÙ ÍÅÒÁ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÍÅÒÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ I, É ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÍÙ ÄÏÖÄčÍÓÑ ÍÏ- ÍÅÎÔÁ, ËÏÇÄÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÐÏ ÍÅÒÅ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ ", ËÁËÏÅ ÂÙ " > 0 ÎÁÍ ÂÙ ÎÉ ÚÁÄÁÌÉ. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

þÔÏÂÙ ÚÁŒÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÕÎËÔÁ (Á), ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÒÁÚ P -ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Q-ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÙÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ Œ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ Q-ÎÕÌÅŒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ. îÏ ÅÓÌÉ ÂÙ f(!) ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÐÏËÒÙÔØ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ

ÍÁÌÏÊ ÍÅÒÙ, ÔÏ ÂÅÒÑ f-ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, ÍÙ ÂÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÍÅÒÙ (ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÔËÒÙÔ É ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÉÍÅÅÔ ÔÕ ÖÅ ÍÅÒÕ). õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (Á) ÄÏËÁÚÁÎÏ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (Â), ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÄÅÆÅËÔÁ. ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ fi ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÐÏ ÍÅÒÅ Q. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÄÅÆÅËÔÙ Åč ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ. ôÅÐÅÒØ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÌÅÍÍÕ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÁÎÁÌÏÇ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÑ (Â) ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ:

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ u | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÄŒÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ Q(�_u) > 0. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄŒÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ v, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ u ≼ f(v) (u ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ f(v)) É d_P (v) ⩽ d_Q(u) + O(1).

(éÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ Œ O(1) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÓÌÏŒÁ u, ÎÏ ÍÏÖÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ f, P É Q.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ �_u ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f. üÔÏ | ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ �, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ F_u. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ P -ÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F_u (ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÎÁÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ) ÒÁŒÎÁ Q(u). åÓÌÉ ÄÅÆÅËÔ d_Q(u) ÍÁÌ, ÔÏ ÜÔÁ ÍÅÒÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÉÌØÎÏ ÍÅÎØÛÅ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒÁ u.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÁÐÒÉÏÒÎÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F_u, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ M ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÄÁÓÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ F_u, ÉÌÉ, ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÁÛÉÎÁ f ∘ M (Ë ŒÙÈÏÄÕ M ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ f) ÄÁÓÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÓÌÏŒÁ u. óÒÁŒÎÉŒÁÑ ÍÁÛÉÎÕ f ∘ M Ó ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÊ, ÚÁËÌÀÞÁ- ÅÍ, ÞÔÏ ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F_u ÌÉÛØ Œ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÒÁÚ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ ÁÐÒÉÏÒÎÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ u, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ 2^{dQ(u)} ÒÁÚ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ Q(u), ËÏÔÏÒÏÅ ÒÁŒÎÏ P -ÍÅÒÅ F_u. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÍÅÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F_u (ÁÐÒÉÏÒ- ÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A, É ÍÅÒÙ P ):

A(F_u) P (F_u)

⩽ O(2^{dQ(u)}):

íÎÏÖÅÓÔŒÏ F_u ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ (ÐÕÓÔØ ÎÅÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ) ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈ- ÓÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, É ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ �_v ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ: A(�_v) P (�_v)

⩽ O(2^{dQ(u)}):

ðÏÓËÏÌØËÕ �_v ⊂ F_u, ÔÏ f(v) ≽ u, Á ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÁčÔ ÏÃÅÎËÕ d_P (v) ⩽ d_Q(u) + O(1), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (Â) ÔÅÏÒÅÍÙ, ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÌÅÍÍÕ Ë ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÁÍ t_0; t_1; t_2; : : : ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ ÍÅÒÅ Q ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ fi (ÉÍÅÀÝÉÍ ÄÌÉÎÙ 0; 1; 2; : : :). éÈ Q-ÄÅÆÅËÔÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, É ÐÏ ÌÅÍÍÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ v_0; v_1; : : : ÓÌÏŒ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ P -ÄÅÆÅËÔÁÍÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f(v_i) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉ- ÅÍ t_i. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÏÂÙÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ó ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØÀ, ÍÏÖÎÏ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ v_i ŒÙÄÅÌÉÔØ ÌÉÂÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÒÁŒÎÙÈ ÓÌÏŒ, ÌÉÂÏ ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ ! (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ! ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ŒÓÅÈ ÞÌÅÎÏŒ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ).

œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ fi ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ, ÂÕÄÕÞÉ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ v, ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÓÒÅÄÉ v_i ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ. üÔÏ ÎÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÜÔÁ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ (ËÁË ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØ- ÎÕÀ Q-ÍÅÒÕ, ÎÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ! ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ P -ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÓÌÏŒÁ v (ÏÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÁË ËÁË P (�_x) > 0).

ïÓÔÁÌÏÓØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ŒÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ v_i ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ:

(1) ÌÀÂÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ! ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÌÏŒ v_i, Á ÉÈ P -ÄÅÆÅËÔÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 98 É P -ÄÅÆÅËÔÙ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ! ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, É ÐÏÔÏÍÕ ! ÑŒÌÑÅÔÓÑ P -ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ;

(2) ÐÏ ÒÁÎÅÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ Œ ÐÕÎËÔÅ (Á) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f(!) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ; (3) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f(!) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÎÁ- ÞÁÌØÎÙÍÉ ÏÔÒÅÚËÁÍÉ fi, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Õ ! ÂÙÌ ÂÙ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÉÍ Ó fi, É ÜÔÏÔ ÏÔÒÅÚÏË ÂÙÌ ÂÙ (Œ ÓÉÌÕ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ) ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚ- ËÏÍ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÁÌčËÉÈ v_i, ÏÂÒÁÚÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÀÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÏÅ ÏÂÝÅÅ ÎÁÞÁÌÏ Ó fi.

ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÕÎËÔÁ (Â) ÔÅÏÒÅÍÙ. ▷ 134 äÁÊÔÅ ÐÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (Â), ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÌÉÛØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÆ- ÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

[õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ " ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏËÒÙÔÉÅ Z_” ÎÁÉÂÏÌØÛÅÇÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ P -ÎÕÌÅŒÏ- ÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ P -ÍÅÒÙ ÍÅÎØÛÅ "; ÐÕÓÔØ F | ÚÁÍËÎÕÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÏËÁÚÁŒÛÉÈÓÑ ÎÅÐÏËÒÙÔÙÍÉ. œÓÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ F ÓÌÕÞÁÊÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ (ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ") ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÐÏËÒÙŒÁÔØ ÄÏ- ÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÏÂÒÁÚÕ F ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ Ó ÍÁÌÏÊ ÓÕÍÍÏÊ Q-ÍÅÒ.

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÌÏŒÏ x \ÏÓÏÂÙÍ", ÅÓÌÉ ÐÏËÒÙÔÉÅ Z_” ŒÍÅÓÔÅ Ó f-ÐÒÏÏÂÒÁÚÁÍÉ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ, ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ Ó x, ÐÏËÒÙŒÁÅÔ ŒÓč �. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÓÏÂÙÈ ÓÌÏŒ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ (ŒÓÑËÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÄÐÏËÒÙÔÉÅ Œ ÓÉÌÕ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ �, ÞÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÂÎÁÒÕÖÉŒÁÔØ ÏÓÏÂÙÅ ÓÌÏŒÁ). åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f(!) ÉÍÅÅÔ ÏÓÏÂÏÅ ÎÁÞÁÌÏ x, ÔÏ ! ÐÏÐÁÄÁÅÔ Œ Z_”, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÓÏÂÙÅ ÓÌÏŒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ Q-ÍÅÒÙ ÍÅÎÅÅ ". ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ŒÓÑËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ fi, ŒÓÅ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÏÓÏÂÙÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ F . œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÚ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ÎÁÞÁÌÏ fi ÄÌÉÎÙ k ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÓÏÂÙÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !_k, ËÏÔÏÒÁÑ ÌÅÖÉÔ Œ F É ÉÍÅÅÔ ÏÂÒÁÚ (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ, ÒÁÚ !_k ∈ F ), ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÊ Ó fi Œ ÐÅÒŒÙÈ k ÂÉÔÁÈ. œÙÂÅÒÅÍ ÉÚ !_1; !_2; : : : ÓÈÏÄÑÝÕÀÓÑ ÐÏÄÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ; Åč ÐÒÅÄÅÌ ! ÔÁËÖÅ ÌÅÖÉÔ Œ F (ÐÏÓËÏÌØËÕ F ÚÁÍËÎÕÔÏ), ÐÏÜÔÏÍÕ f(!) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ É ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó fi.]

135 äÏËÁÖÉÔÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÐÕÎË- ÔÁ (Á) ÔÅÏÒÅÍÙ: ÅÓÌÉ u É v | ÄŒÁ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒÁ, ÐÒÉÞčÍ u ≼ f(v), ÔÏ

d_Q(u) ⩽ d_P (v) + 2 log d_P (v) + O(1):

[õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÂÏÌØÛÉÍ Q-ÄÅÆÅËÔÏÍ ÐÏËÒÙŒÁÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÁ- ÌÏÊ Q-ÍÅÒÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÈ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÐÏËÒÙŒÁÀÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÁÌÏÊ P -ÍÅÒÙ É ÐÏÔÏÍÕ ÉÍÅÀÔ ÂÏÌØÛÏÊ P -ÄÅÆÅËÔ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅ- ÍÙ 98.]

äÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÉÍÅÅÔ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ. ðÒÉŒÅÄčÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉ- ÍÅÒÏŒ.

136 ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! | ÓÌÕÞÁÊÎÁ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅŒÏÊ ÍÅÒÙ (ŒÓÅ ÉÓÐÙÔÁÎÉÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ) Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÅÄÉÎÉÃÙ 1=3. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !^′, ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ! ÚÁÍÅÎÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÕÌÅÊ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÙ. [õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÔÏÞÅË, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ ÎÁ [0; 1], ÔÏÞÎÅÅ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏŒ, ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÈ Œ ÄŒÕÍÅÒÎÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ, ÓÔÒÏËÉ ËÏÔÏÒÏÊ | ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÄÒÏÂÉ. úÁÍÅÎÉÍ ÔÏÞËÉ, ÂÏÌØÛÉÅ 2=3, ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÙ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÎÁ ÎÕÌÉ. äÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅŒÏÊ ÍÅÒÅ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÅÄÉÎÉÃÙ 1=3, É ÞÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ ÜÔÏÊ ÍÅÒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÇÒÁÎÉÃÙ 1=2, ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ.]

137 òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÐÁÒÁÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁ � × �) É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ (Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ) ÐÁÒÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÙÊ ÞÌÅÎ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÁÒÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÂÕÄÅÔ ÓÌÕÞÁÅÎ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÐÒÏÅËÃÉÅÊ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÎÁ ÐÅÒŒÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ, É ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÏÌÕÞÁÔ- ÓÑ ŒÓÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ).

œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÐÁÒÙ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ (ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ ÐÁÒÁÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚ- ŒÅÄÅÎÉÅÍ ÄŒÕÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁÈ), ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÅ, ÉÚŒÅÓÔÎÏÅ ËÁË ÔÅÏÒÅÍÁ ìÁÍÂÁÌØÇÅÎÁ [28]:

[á ÇÄÅ ÉÍÅÎÎÏ Œ ÄÉÓÓÅÒÔÁÃÉÉ ìÁÍÂÁÌØÇÅÎÁ ÜÔÏ ÎÁÐÉÓÁÎÏ? ÔÁÍ ÍÎÏÇÏ ŒÓÅÇÏ, ÎÏ ÅÓÔØ ÌÉ ÜÔÏ Œ ÑŒÎÏÍ ŒÉÄÅ???]

ðÕÓÔØ P É Q | ÄŒÁ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ �. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ; ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁ � × � (ËÏÔÏÒÏÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ �, É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÎÁ ÎÅÇÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ).

Theorem 100. ðÁÒÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ⟨; ”⟩ ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ P × Q ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÄŒÁ ÕÓÌÏŒÉÑ:

(1) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ ÐÏ ÍÅÒÅ P ; (2) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ” ÓÌÕÞÁÊÎÁ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ ÐÏ ÍÅÒÅ Q.

çÏŒÏÒÑ Ï ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÐÏËÒÙÔÉÅ, ÔÅÐÅÒØ ÉÍÅÅÔ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÒÁËÕÌÁ (ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É ÎÅÓÌÕ- ÞÁÊÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÍÏÖÅÔ ÓÔÁÔØ ÂÏÌØÛÅ, Á ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ | ÍÅÎØÛÅ). õÓÌÏŒÉÅ ÐÒÏ ÏÒÁËÕÌ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ: ÐÁÒÁ ⟨; ⟩, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÐÏ ÍÅÒÅ P × P , ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÐÏ ÍÅÒÅ P .

íÏÖÎÏ ÅÝč ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ É ” ŒÈÏÄÑÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÕÓÌÏŒÉÅ (1) ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÕÓÉÌÉÔØ, ÒÁÚÒÅÛÉŒ ” Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÒÁËÕÌÁ. îÏ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ËÁÖÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ, ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ ÔÁË: ĂŒÙÂÒÁÔØ ÐÁÒÕ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÅÒŒÙÊ ÞÌÅÎ ÐÁÒÙ, Á ÚÁÔÅÍ, ÚÎÁÑ ÐÅÒŒÙÊ ÞÌÅÎ, ÓÌÕÞÁÊÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ŒÔÏÒÏÊĄ.

◁ äÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÁÒÙ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ (1) É (2).

(1) åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ É ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ ÍÁÌÏÊ P -ÍÅÒÙ, ÔÏ ÜÔÉ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ (ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÅ ÎÁ ŒÓč � ÐÏ ŒÔÏÒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ ÄÁÀÔ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÐÁÒÙ ⟨; ”⟩ ÔÏÊ ÖÅ ÍÅÒÙ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ P × Q).

(2) ðÕÓÔØ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ " ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ (Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ ) ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÍÁÌÏÊ Q-ÍÅÒÙ, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÅÅ ”. üÔÏÔ ÖÅ ÐÒÏÃÅÓÓ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÕÓÔÉÔØ É Ó ÌÀÂÙÍ ÄÒÕÇÉÍ ÏÒÁËÕÌÏÍ, É ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÐÏÒÏÖÄÁÔØ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÁËÕÌÁ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ (ÐÏ ÄÁÎÎÏÍÕ ") ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ (ÂÅÚ ÏÒÁËÕÌÁ) ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: Q-ÍÅÒÁ ÓÅÞÅÎÉÑ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÅÒŒÁÑ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÁ ÒÁŒÎÁ , ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ". ôÁËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÌÅÇËÏ ÐÅÒÅÄÅÌÁÔØ Œ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÏÂÝÅÊ ÍÅÒÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ", ÅÓÌÉ ÐÒÉÎÕÄÉÔÅÌØÎÏ ÕÒÅÚÁÔØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Œ ÌÀÂÏÍ ÓÅÞÅÎÉÉ ÍÅÒÁ ÂÙÌÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ " É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÅÞÅÎÉÑ, ÇÄÅ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ É ÔÁË ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ, ÎÅ ÍÅÎÑÌÉÓØ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ÓÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØÀ ÐÁÒÙ ⟨; ”⟩.

ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÁÒÁ ⟨; ”⟩ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ, ÔÏ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ (1) É (2). ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ Ó ÏÂÝÅÊ ÍÅÒÏÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ", ÐÏËÒÙŒÁÀÝÅÅ ⟨; ”⟩. ðÕÓÔØ U | ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÐÒÉ ËÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒŒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ x) ÓÅÞÅÎÉÅ U_x = {y|⟨x; y⟩ ∈ U} ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÂÏÌØÛÅ √ ". óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÅÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ, ÐÏ ÐÅÒŒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ) ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ √ " É ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÔÏÞËÉ ⟨; ”⟩, ÐÏËÒÙÔÏÊ ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ŒÅÒÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÄŒÕÈ: ÌÉÂÏ ÐÏ- ËÒÙÔÁ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÏÂÝÅÊ ÍÅÒÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ √ ", ÌÉÂÏ ⟨; ”⟩ ÐÏËÒÙÔÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ Œ -ÓÅÞÅÎÉÉ ÉÍÅÀÔ Q-ÍÅÒÕ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ √ ". œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ” ÐÏËÒÙÔÁ -ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ Q-ÍÅÒÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ √ ". èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁË ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ " É ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ, ÌÉÂÏ ” ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ . ðÅÒŒÏÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏŒÁÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ŒÓÅÈ " ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÐÅÒŒÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ( ÐÏËÒÙÔÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ); ŒÔÏÒÏÅ | ÅÓÌÉ ÐÒÉ ŒÓÅÈ " ÓÌÕÞÁÅÔÓÑ ŒÔÏÒÏÅ. îÏ ÞÔÏ ÄÅÌÁÔØ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ " ÓÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏ, Á ÐÒÉ ÄÒÕÇÉÈ | ÄÒÕÇÏÅ?

ôÕÔ ÐÏÍÏÇÁÅÔ ÔÁËÏÊ ÔÒÀË: ŒÙÐÏÌÎÉÍ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÄÌÑ " = 2^{−2k} ÐÒÉ ŒÓÅÈ k = 1; 2; 3; : : :. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ V (k) ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÐÏ ÐÅÒŒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÂÝÕÀ P -ÍÅÒÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{−k} = √ 2^{−2k}. ôÅÐÅÒØ ÅÓÔØ ÄŒÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ- ÓÔÉ: ÌÉÂÏ ÐÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ k ÜÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÐÏËÒÙŒÁÅÔ , ÌÉÂÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ k ÜÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÎÅ ÐÏËÒÙŒÁÅÔ .

œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ K ÏÂSSÅÄÉÎÉÍ ŒÓÅ ÓÅÍÅÓÔŒÁ V (k) ÐÒÉ k ⩾ K; ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ Ó ÍÅÒÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2 · 2^{−K} , É ÏÎÏ ÐÏËÒÙŒÁÅÔ ÕÖÅ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ K, ÔÁË ÞÔÏ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ.

œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÅÓÔØ ÓÐÏÓÏÂ (ÄÌÑ ŒÓÅÈ k, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ, ÐÕÓÔØ ÎÁÍ É ÎÅÉÚ- ŒÅÓÔÎÏÇÏ) ÐÏÌÕÞÉÔØ -ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÄÌÑ ”, ÉÍÅÀÝÅÅ ÍÁÌÕÀ ÍÅÒÕ, É ÐÏÔÏÍÕ ” ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ . ▷

[èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÏÂÏÂÝÉÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ, ÎÏ ÐÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÄÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÉÉ ÕÓÌÏŒÎÙÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. íÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÜÔÏ ÕÖÅ ËÅÍ-ÔÏ ÓÄÅÌÁÎÏ?]

œÅÒÎčÍÓÑ Ë ÏÂÒÁÚÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑÈ. œÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÇÕÔ (ÎÅ ŒÙÚÙŒÁÑ ÏÔÔÏÒÖÅÎÉÑ ÇÉÐÏÔÅÚÙ Ï ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ) ÐÏÑŒÉÔØÓÑ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ, ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ É Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕ-

ÞÁÅ, ÂÅÚ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. ðÕÓÔØ, ËÁË É ÐÒÅÖÄÅ, ÉÍÅÅÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ P ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ �, Á ÔÁËÖÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : � → �. ôÏÇÄÁ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ �, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ P ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f. íÙ, ÏÄÎÁ- ËÏ, ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÏÓÒÅÄÏÔÏÞÅÎÏ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÁ Q, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÁÑÓÑ ÍÅÒÏÊ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÂÒÁÚÙ P -ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ f. ëÁË ÓŒÑÚÁÎÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ó ÐÏÌÕÍÅÒÏÊ Q? íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÍÅÒÏÊ Q (ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÍÅÒ, ËÏÇÄÁ ÏÎÏ ÓÏÓÔÏÑÌÏ ÉÚ Q-ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ)? ôÁ ÖÅ ÁÎÁÌÏÇÉÑ ÐÏÄÓËÁÚÙŒÁÅÔ É ÄÒÕÇÕÀ ŒÏÚÍÏÖÎÕÀ ÇÉÐÏÔÅÚÕ: ÏÂÒÁÚÙ P -ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ | ÜÔÏ ÔÅ É ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ, Õ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ É Q ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ.

íÙ ÎÅ ÚÎÁÅÍ, ŒÅÒÎÙ ÌÉ ÜÔÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ. íÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ ÌÉÛØ, ÞÔÏ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÏŒÁÌÁ ÂÙ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ (ÓÍ. [19]):

Theorem 101. [gacs-reducibility-theorem] ðÕÓÔØ ¸ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ (Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ) ÐÏ ÒÁŒÎÏ- ÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !, Á ÔÁËÖÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : � → �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f(!) = ¸.

äÌÑ ÚÎÁËÏÍÙÈ Ó ÔÅÏÒÉÅÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓËÁÚÁÔØ ËÏÒÏÞÅ: ŒÓÑ- ËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÓŒÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ôØÀÒÉÎÇÕ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ (ÍÙ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÉ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁ Ó. 121).

üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÒÁÎÅÅ ÇÉÐÏÔÅÚÙ: ÅÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ f ŒÚÑÔØ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÍÁÛÉÎÕ, ÔÏ ÐÏÌÕÍÅÒÁ Q ÂÕÄÅÔ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ) ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ, É ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ Ë Q ÂÕÄÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ¸. ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÎÅ ÕÄÁčÔÓÑ ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÎÁ ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÉÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁÎÎÏÅ ÒÁÎÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ (ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ Õ t_i Ó ÍÁÌÙÍ ÄÅÆÅËÔÏÍ É ÄÁÖÅ ŒÚÑÔØ ÐÒÅÄÅÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ, ÎÏ ÏÂÒÁÚ ÜÔÏÊ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÔÅÐÅÒØ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉÄčÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÄÒÕÇÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ.

◁ âÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f (ÏÄÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ¸), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÒÁÚ f(R) ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ R ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÐÏËÒÙŒÁÅÔ ŒÓč �.

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U (ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÐÅÒÅÞÉ- ÓÌÉÍÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ) Ó ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏÊ ÍÅÒÏÊ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ f, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂÒÁÚ f(� \ U) ÐÏËÒÙŒÁÅÔ ŒÓč �. ðÏÓËÏÌØËÕ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ U ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

âÕÄÅÍ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ, ÓÌÅÄÑ ÚÁ ÔÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÏÂÒÁÚ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ Ë U (ÔÏÞÎÅÅ, ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÑ Ë ÔÅËÕÝÅÍÕ ÓÏÓÔÏÑÎÉÀ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ U) ÓÏÄÅÒÖÁÌ ŒÓÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. œÎÁÞÁÌÅ, ÐÏËÁ ÔÅËÕÝÅÅ U ÅÝč ÐÕÓÔÏ, ÚÁÄÁÞÁ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ | ÅÓÌÉ ÎÅ ÄÕÍÁÔØ Ï ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÁÖÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ f ŒÚÑÔØ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. îÏ ÐÏÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ĂŒÙÂÉŒÁÀÔĄ ÞÁÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, É ÐÏÔÏÍÕ ÎÕÖÅÎ ÒÅÚÅÒŒ ÄÌÑ ÚÁÍÅÎÙ. ôÁËÏÊ ÒÅÚÅÒŒ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÏÒÇÁÎÉ- ÚÏŒÁÔØ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÍÅÒÁ U ÍÁÌÁ É ÂÏÌØÛÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ

ÏËÁÖÅÔÓÑ ÎÅÚÁÔÒÏÎÕÔÏÊ, ÎÏ ÔÕÔ ÅÓÔØ ÄÅÌÉËÁÔÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ. îÁÍ ÍÁÌÏ, ÞÔÏÂÙ Õ ÄÁÎÎÏÊ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÙÌ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ (ÅÝč ÎÅ ŒÙÞÅÒËÎÕÔÙÊ) | ÎÁÄÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÂÙÌ Œ ÐÒÅÄÅÌÅ, É ÏÂ ÜÔÏÍ ÎÁÄÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ ÚÁÂÏÔÉÔØÓÑ (ÄÏÂÉŒÁÑÓØ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏÊ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÃÉÉ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÚÉÃÉÑÈ).

äÌÑ ÒÅÁÌÉÚÁÃÉÉ ÜÔÏÇÏ (ÐÏËÁ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÒÁÓÐÌÙŒÞÁÔÏÇÏ) ÐÌÁÎÁ ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ k_0; k_1; k_2; : : :, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÄÌÉÎÙ ÂÌÏËÏŒ, ÎÁ ËÏÔÏ- ÒÙÅ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÉÔÏŒ Œ ÐÒÏÏÂÒÁÚÅ. åÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÔØÓÑ ÓÌÏŒÁÍÉ ÄÌÉÎ k_0; k_0 + k_1; k_0 + k_1 + k_2 É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, ÔÏ ÏÔ ÄŒÏÉÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅŒÁ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÄÅÒÅŒÏ Ó ŒÅÔŒÌÅÎÉÅÍ 2^{k0} Œ ËÏÒÎÅ, 2^{k1} Œ ÓÙÎÏŒØÑÈ ËÏÒÎÑ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. (æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÒÅÁÌÉÚÕÀ- ÝÉÊ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ f, ÂÕÄÅÔ ÞÉÔÁÔØ ÂÉÔÙ ÃÅÌÙÍÉ ÂÌÏËÁÍÉ.) õÄÏÂÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ É ŒÙÂÒÁËÏŒËÁ ÐÏÐÁŒÛÉÈ Œ U ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔØ ÎÁ ÕÒÏŒÎÅ ÂÌÏ- ËÏŒ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÍ U ËÁË ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ �_x, ÇÄÅ ÓÌÏŒÏ x ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ k_0 + : : : + k_i ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ i. (ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÔÉÞØ ÉÚÍÅÌØÞÅÎÉÅÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, ÎÅ ÍÅÎÑÀÝÉÍ ÓÕÍÍÁÒÎÕÀ ÍÅÒÕ.)

œ ÜÔÏ ÄÅÒÅŒÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ ÍÙ ŒÌÏÖÉÍ ÄŒÏÉÞÎÏÅ ÄÅÒÅŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ É ÏÔÏÂÒÁÚÉÍ ÎÁ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÅ ÄŒÏÉÞÎÏÅ ÄÅÒÅŒÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ f. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÙÂÅÒÅÍ ÓÒÅÄÉ 2^{k0} ÓÙÎÏŒÅÊ ËÏÒÎÑ ËÁËÉÅ-ÌÉÂÏ ÄŒÁ, ÓËÁÖÅÍ, ÄŒÁ ÐÅÒŒÙÈ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÓÌÏŒÁ X_0 É X_1 É ÏÂSSÑŒÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÔÓÑ Œ 0 É 1. (üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÊ- ÓÑ ÎÁ X_0 ÉÌÉ X_1, ÐÅÒŒÙÊ ÂÉÔ f(!) ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÅÄÉÎÉÃÅ. äÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ !, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒŒÙÊ ÂÌÏË ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ X_0 É X_1, ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(!) ÐÏËÁ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ. äÁÌÅÅ Ë ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÓÌÏŒ X_0 É X_1 ÍÙ ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÅÍ ÄŒÁ ÂÌÏËÁ ÄÌÉÎÙ k_1 (ÓËÁÖÅÍ, ÐÅÒŒÙÅ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ). ðÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ k_0 + k_1, ËÏ- ÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ X_{00}; X_{01}; X_{10}; X_{11}; ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ÏÔÏÂÒÁÖÁÔØÓÑ Œ ÓÌÏŒÁ 00, 01, 10 É 11 É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÄŒÏÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ u ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ l(u) ÂÌÏËÏŒ ÓÌÏŒÏ X_u, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ u. ðÒÉ ÜÔÏÍ X_u ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ X_v, ÅÓÌÉ u ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌÏ v, É X_u ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÏ Ó X_v, ÅÓÌÉ u ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÏ Ó v.

ôÁË ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÅ ÎÁ ÄŒÏÉÞÎÏÍ ÐÏÄÄÅÒÅŒÅ ÎÁ- ÛÅÇÏ ÄÅÒÅŒÁ (ÂÏÌØÛÏÇÏ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ) É ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÅ ÅÇÏ ÎÁ ŒÓč �. åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ÐÕÓÔÏ, ÔÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ É ÚÁËÏÎÞÉÔØ. ïÄÎÁËÏ ÐÏÑŒÌÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ U (ŒÙÂÒÁËÏŒËÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ŒÅÒÛÉÎ ÄÅÒÅŒÁ) ÚÁÓÔÁŒÌÑÅÔ ÐÅÒÅÓÔÒÁÉŒÁÔØ ÐÏÄÄÅÒÅŒÏ, ÚÁÍÅÎÑÑ ŒÙÂÒÁËÏŒÁÎÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÎÁ ÄÒÕÇÉÅ | Œ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÂÕÄÅÔ ÄŒÏÉÞÎÏÅ ÐÏÄÄÅÒÅÒÅŒÏ, ÎÅ ÚÁÄÅŒÁÀÝÅÅ ŒÙ- ÂÒÁËÏŒÁÎÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ É ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ �.

þÔÏÂÙ ÏÐÉÓÁÔØ ÜÔÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ, ŒŒÅÄčÍ ÐÏÎÑÔÉÅ ĂÐÌÏÈÏÊĄ ŒÅÒÛÉÎÙ ÄÅÒÅŒÁ (ÂÏÌØÛÏÇÏ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ). á ÉÍÅÎÎÏ, ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ŒÅÒÛÉÎÕ x ÐÌÏÈÏÊ Œ ÄŒÕÈ ÓÌÕÞÁÑÈ:

• ÅÓÌÉ x ÐÏÐÁÄÁÅÔ Œ ŒÙÂÒÏÛÅÎÎÙÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ŒÙÂÒÏÛÅÎÎÙÈ (ÐÏ- ÐÁŒÛÉÈ Œ U) ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ �_z ÓÌÏŒÏ z ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ x;

• ŒÓÅ Åč ÓÙÎÏŒØÑ ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÇÏ (ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ŒÓÅ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÌÏÈÉÍÉ. ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÔÁËÏÅ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÚÁÄÁčÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÅÒÛÉÎ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÅ ÜÔÉÍÉ ÄŒÕÍÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ. ïÎÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ Õ ŒÓÑËÏÊ ĂÈÏÒÏÛÅÊĄ (ÎÅ ÐÌÏ- ÈÏÊ) ŒÅÒÛÉÎÙ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄŒÁ ÓÙÎÁ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÌÏÈÉÍÉ, ÞÔÏ É ÐÏÚŒÏÌÉÔ ÎÁÍ ŒËÌÁÄÙŒÁÔØ ÄŒÏÉÞÎÏÅ ÄÅÒÅŒÏ Œ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÈÏÒÏÛÉÈ ŒÅÒÛÉÎ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÙÎÏŒØÑ ÐÌÏÈÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÔÏÖÅ ÐÌÏÈÉ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÌÏÈÉÈ ŒÅÒÛÉÎ ÒÁÓÔčÔ ÐÏ ÍÅÒÅ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÉÑ ÎÏŒÙÈ ŒÙÂÒÏÛÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅÒ- ŒÁÌÏŒ. ïÃÅÎÉÍ, ËÁËÕÀ ÞÁÓÔØ � ÎÁÄÏ ŒÙÂÒÏÓÉÔØ, ÞÔÏÂÙ ËÏÒÅÎØ ÄÅÒÅŒÁ ÓÔÁÌ ÐÌÏÈÉÍ. þÔÏÂÙ ËÏÒÅÎØ ÓÔÁÌ ÐÌÏÈÉÍ, ŒÓÅ ÅÇÏ ÓÙÎÏŒØÑ, ËÒÏÍÅ ÏÄÎÏÇÏ, ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÐÌÏÈÉÍÉ, ÞÔÏ ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ

ÄÏÌÀ ( 1 − 1 2^{k0} )

ÏÔ ÏÂÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ŒÅÒÛÉÎ ÐÅÒŒÏÇÏ ÕÒÏŒÎÑ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÎÁ ŒÔÏÒÏÍ ÕÒÏŒÎÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ( 1 − 1 2^{k0} ) · ( 1 − 1 2^{k1} )

ÐÌÏÈÉÈ ŒÅÒÛÉÎ (ÄÏÌÑ ÏÔ ÏÂÝÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ŒÅÒÛÉÎ ŒÔÏÒÏÇÏ ÕÒÏŒÎÑ). œ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÙÂÒÏÛÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, É ÐÏÔÏÍÕ ÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÙÓÏËÏÍ ÕÒÏŒÎÅ ŒÓÅ ÐÌÏÈÉÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÐÏÐÁÄÕÔ Œ ŒÙÂÒÏÛÅÎÎÙÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ. íÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÔÁËÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ: ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÍÅÒÁ ŒÙÂÒÏÛÅÎÎÙÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÍÅÎØÛÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ( 1 − 1 2^{k0} ) · ( 1 − 1 2^{k1} ) · ( 1 − 1 2^{k2} ) · : : : ;

ÔÏ Œ ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ËÏÒÅÎØ ÂÕÄÅÔ ÏÓÔÁŒÁÔØÓÑ ÈÏÒÏÛÅÊ ŒÅÒÛÉÎÏÊ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÑÓÎÙÍ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ Ë ÞÉÓÌÁÍ k_i: ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ, ÞÔÏ (ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÈÏ- ÄÉÍÏÓÔÉ ÒÑÄÁ ∑ 2^{−ki} . îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ k_i = 2 log i (ÄÌÑ i ⩾ 2).

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÌÏÈÉÈ ŒÅÒÛÉÎ ÒÁÓÔčÔ ÓÏ ŒÒÅÍÅÎÅÍ. åÓÌÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎÏ ÎÅ ÚÁÄÅŒÁÅÔ ÎÁÛÅ- ÇÏ ÄŒÏÉÞÎÏÇÏ ÐÏÄÄÅÒÅŒÁ, ÔÏ ÜÔÏ ÐÏÄÄÅÒÅŒÏ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ. åÓÌÉ ÖÅ ËÁËÁÑ-ÔÏ ŒÅÔŒØ ÄÅÒÅŒÁ ÐÏÐÁÄÁÅÔ Œ ÐÌÏÈÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ, ÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÍÅÓÔÅ ÍÙ ÚÁÍÅÎÑÅÍ ÐÌÏÈÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ ÎÁ Åč ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÂÒÁÔÁ, É ÏÔÔÕÄÁ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÒÏÓÔ ÐÏÄÄÅÒÅŒÁ. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÁ ÄÅ- ÒÅŒÁ ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ ÓÎÉÚÕ ŒŒÅÒÈ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ ÐÌÏÈÉÈ ŒÅÒÛÉÎ ÎÁ ÈÏÒÏÛÉÅ É Ó ŒÙÂÏÒÏÍ ÓÙÎÏŒÅÊ Õ ÎÏŒÙÈ ŒÅÒÛÉÎ.

ïÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÐÅÒÅÓÔÒÏÊËÏÊ ÄÅÒÅŒÁ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ f (ÉÍÅÎÎÏ ÄÏÏÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÎÁ ÕÓÔÁÒÅŒÛÉÈ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÐÒÅÖÎÉÍÉ). ðÒÏ- ÃÅÓÓ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ f ÂÕÄÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍ.

ïÓÔÁčÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ f ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ¸ ∈ � ÎÁÊÄčÔÓÑ f-ÐÒÏÏÂÒÁÚ, ÎÅ ŒÈÏÄÑÝÉÊ Œ ŒÙÂÒÏÛÅÎÎÏÅ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ Œ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ t ÎÁÊÄčÔÓÑ ÐÒÏÏÂÒÁÚ !_t, ÎÅ ŒÈÏÄÑÝÉÊ Œ ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÕÀ ÞÁÓÔØ U. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Ó ÒÏÓÔÏÍ t ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !_t ÓÈÏÄÑÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÅÄÅÌÕ ! (ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÕÒÏŒÎÀ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÕÒÏŒÎÅ ÂÕÄÅÔ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÃÉÑ, ÔÁË ËÁË ÞÉÓÌÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ). îÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ! ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ U É ÞÔÏ f(!) = ¸.

åÓÌÉ ! ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ U, ÔÏ ! ÐÏÐÁÄÁÅÔ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ U, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔÓÑ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ !_t ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÌÅÖÁÔØ Œ U, ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ f(!) = ¸. ðÕÓÔØ z | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÎÁÞÁÌÏ ¸; ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ f(!) ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ z. ðÕÓÔØ k | ÄÌÉÎÁ z. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ŒÅÔŒØ Œ ÄÅÒÅŒÅ (ÂÏÌØÛÏÇÏ ŒÅÔŒÌÅÎÉÑ), ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ k ÂÌÏËÏŒ É ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑÓÑ Œ z. üÔÁ ŒÅÔŒØ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉÒÕÅÔÓÑ Ó ÒÏÓÔÏÍ t, É ÐÏÓÌÅ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÃÉÉ Œ f ÄÏÂÁŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔØ, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÝÁÑ, ÞÔÏ f(!) ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ z. ▷

138 œÙŒÅÄÉÔÅ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ¸ ÎÁÊ- ÄčÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !, Ë ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÁ ÓŒÏÄÉÔÓÑ ÐÏ ôØÀÒÉÎÇÕ, ÐÒÉÞčÍ ÄÌÑ

ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ n ÂÉÔÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ¸ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2n log n ÐÅÒŒÙÈ ÂÉÔÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !.

[œÒÏÄÅ ËÁË ÜÔÕ ÏÃÅÎËÕ ÍÏÖÎÏ ÕÌÕÞÛÉÔØ (ÔÁË ÕÞÉÔ ìÏÒÁÎ); ÏÄÎÁ ÉÚ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ É ¸ ÒÁÚÂÉŒÁÔØ ÎÁ ÂÌÏËÉ, ÎÏ ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÄÏÓÔÉÞØ ÎÁÉÌÕÞÛÅÇÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏÇÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÐÕÔÉ, ÎÅÑÓÎÏ.]

œ ÐÏÒÑÄËÅ ÆÉÌÏÓÏÆÉÞÅÓËÉÈ ÓÐÅËÕÌÑÃÉÊ ÍÏÖÎÏ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ ÓÍÙÓÌ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÔÅ- ÏÒÅÍÙ ÔÁË. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÏÂSSÑÓÎÅÎÉÅ, ÐÏÞÅÍÕ Åč ÐÏ- ÑŒÌÅÎÉÅ ÎÅ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÏ: ÐÒÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ËÁË ÂÙ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ, É ÏÓÔÁčÔÓÑ ÐÒÉÓÔÒÏÉÔØ Ë ÄÁÔÞÉËÕ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÍÁÛÉÎÕ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f.

6. ïÂÝÁÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ

[class]

6.1. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ

[class-decision] îÁÞÁŒ Ó ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KS , ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ ÚÁÔÅÍ ÔÁËÖÅ ÐÒÅ- ÆÉËÓÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KP É ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KM . œÓÅ ÔÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÉÓØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÈ ÏÐÉÓÁÎÉÊ, ÎÏ ÓÐÏÓÏÂÙ ÏÐÉÓÁÎÉÊ ÂÙÌÉ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ. äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ÂÙÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÄÌÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ | ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � → N_⊥ , ÄÌÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ | ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ � → �.

äÌÑ ÅÄÉÎÏÏÂÒÁÚÉÑ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏÓÔÁÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÑ- ÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ N_⊥ → N_⊥ , ÄÏÌÖÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉŒ ÜÔÏ ÐÏÎÑÔÉÅ. ôÏÐÏÌÏÇÉÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ N_⊥ É ÓÁÍÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÙÌÉ ÏÐÉÓÁÎÙ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 4.4.3 (Ó. 86). îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ N_⊥ → N_⊥ ÂÙŒÁÀÔ ÄŒÕÈ ŒÉÄÏŒ: ÅÓÌÉ ⊥ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (Á ÎÅ Œ ⊥), ÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÏ; ÅÓÌÉ ÖÅ ⊥ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔÓÑ Œ ⊥, ÔÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÏÇÕÔ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÁÔØÓÑ ËÕÄÁ ÕÇÏÄÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ: ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ŒÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÞÁÓÔÉÞÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ ÉÚ N Œ N, ÅÓÌÉ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ⊥ ÓÔÁŒÉÔØ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÔÏÞËÁÍ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ. ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : N_⊥ → N_⊥ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ⟨x; y⟩, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ y ≼ f(x), ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙ, Á ÓÒÅ- ÄÉ ÎÅÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙ ËÁË ÒÁÚ ÔÅ, ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ Œ ÏÂÙÞÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÆÕÎËÃÉÉ (ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÁ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÇÒÁÆÉËÁ). ðÏÜÔÏÍÕ ÎÉÞÅÇÏ ÎÏŒÏÇÏ ÍÙ ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ: ÄÏÂÁŒÌÑÀÔÓÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔ ⊥ É ŒÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ c, ÎÏ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÎÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÁÀÔ. (æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÔÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØ ÏÔ ÆÕÎËÃÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ N → N, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒŒÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÔ ⊥ Œ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ŒÔÏÒÙÅ | Œ ⊥.)

œÅÓØ ÜÔÏÔ ÆÏÒÍÁÌÉÚÍ, ŒÐÒÏÞÅÍ, ÎÕÖÅÎ ÌÉÛØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÏÔÉŒÉÒÏŒËÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÓÈÅ- ÍÙ, ÏÂSSÑÓÎÑÀÝÅÊ ÐÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ (ÒÉÓ. 13): ëÁÖÄÁÑ ÉÚ

òÉÓ. 13. ðÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÅ ÔÒčÈ ŒÉÄÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. [class-1]

ÔÒčÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒÏŒ (ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÏÐÉÓÁÎÉÑ) ÒÁÓÓÍÁ-

ÔÒÉŒÁÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (ÏÐÉÓÁÎÉÊ Œ ÏÂSSÅËÔÙ).

ïÄÎÁ ÉÚ ËÌÅÔÏË Œ ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ ÐÏËÁ ÎÅ ÚÁÐÏÌÎÅÎÁ; ÏÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÐÏÓÏÂÁÍ ÏÐÉ- ÓÁÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ N_⊥ Œ �. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÜÔÏÔ ŒÉÄ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ É ÂÕÄÅÔ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØÓÑ KR (ÉÎÏÇÄÁ ÅÇÏ ÅÝč ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ KD , ÎÏ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ŒÒÅÍÑ ÜÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÔÁÌÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØÓÑ Œ ÉÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÄÌÑ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ distinguishing complexity, ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÅÇÏ ÉÚÂÅÇÁÔØ).

âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÍÁÛÉÎÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁ ŒÈÏÄ ÐÏÌÕÞÁ- ÀÔ ÄŒÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ (ËÁË ÚÁŒÅÒÛčÎÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ, ÓËÁÖÅÍ, ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÍ ÎÁ ÌÅÎÔÅ Ó ÍÁÒËÅÒÏÍ ËÏÎÃÁ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ) É ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÐÅÞÁÔÁÀÔ ÂÉÔ ÚÁ ÂÉÔÏÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ É ÎÅ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÔØÓÑ, ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÉÌÉ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. (åÓÌÉ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ, ÔÏ ÏÎÁ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ.)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÁÛÉÎÅ ÔÁËÏÇÏ ÔÉÐÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÄŒÏ- ÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ (ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, ŒÈÏÄÑÝÉÍÉ Œ N_⊥ ) Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ � ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. åÓÌÉ M | ÔÁËÁÑ ÍÁÛÉÎÁ, ÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ KR_M (x) ÓÌÏŒÁ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ M ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÁ ËÒÁÔÞÁÊ- ÛÅÇÏ ÓÌÏŒÁ y, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ M(y) (ŒÙÈÏÄÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÁÛÉÎÙ, ÐÏÌÕÞÉŒÛÅÊ y ÎÁ ŒÈÏÄÅ) ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ x.

139 ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÍÁÛÉÎ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ŒÉÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ M, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ KR_M ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1).

140 äÁÊÔÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ N_⊥ → �. þÅÍ ÏÎÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÍÁÛÉÎ? ðÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÌÑ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ? [õËÁÚÁÎÉÅ: ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ⊥ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÐÕÓÔÙÍ.]

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÕÓÔÁÑ ËÌÅÔÏÞËÁ Œ ÎÁÛÅÊ ÔÁÂÌÉÃÅ ÚÁÐÏÌÎÑÅÔÓÑ (ÒÉÓ. 14):

òÉÓ. 14. þÅÔÙÒÅ ŒÉÄÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. [class-2]

œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÙ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ.

Theorem 102. [decision-complexity]

(Á) åÓÌÉ ÓÌÏŒÏ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏŒÁ y, ÔÏ KR (x) ⩽ KR (y).

(Â) óÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ∈ � (ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ Ó ÒÏÓÔÏÍ ÄÌÉÎÙ ÏÔÒÅÚËÁ) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ.

(îÁÚŒÁŒ ÐÒÅÄÅÌ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ !, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ.)

(Œ) KR (x) ⩽ KS (x) + O(1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x. (Ç) KR (x) ⩽ KM (x) + O(1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x. (Ä) KM (x) ⩽ KR (x) + O(log KR (x)) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x. (Å) KS (x|l(x)) ⩽ KR (x) + O(1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x.

(č) åÓÌÉ f : � → � | ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ KR (f(x)) ⩽ KR (x) + O(1) (ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ f, ÎÏ ÎÅ ÏÔ x).

(Ö) åÓÌÉ f : � → N_⊥ | ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ KS (f(x)) ⩽ KR (x)+ O(1) (ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ f, ÎÏ ÎÅ ÏÔ x).

(Ú) åÓÌÉ f : N_⊥ → � | ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ, ÔÏ KR (f(x)) ⩽ KS (x)+ O(1) (ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ f, ÎÏ ÎÅ ÏÔ x).

(É) ìÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÓÌÏŒ (ÎÉ ÏÄÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ), ŒÓÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ÍÅÎØÛÅ n, ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÅÎÅÅ 2^n ÓÌÏŒ.

(Ê) æÕÎËÃÉÑ KR ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓŒÅÒÈÕ.

(Ë) æÕÎËÃÉÑ KR ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ) ÆÕÎËÃÉÅÊ, ÏÂÌÁ- ÄÁÀÝÅÊ ÄŒÕÍÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ: ÅÓÌÉ (i) ÆÕÎËÃÉÑ K ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓŒÅÒÈÕ É (ii) ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÓÌÏŒ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ K(x) < n ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÓÏ- ÄÅÒÖÉÔ O(2^n) ÓÌÏŒ, ÔÏ KR (x) ⩽ K(x) + O(1).

(Ì) KR (x) ⩽ KA (x) + O(1) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ x.

◁ (Á) îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÌÏŒÁ ÅÓÔØ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÌÀÂÏÇÏ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÁ).

(Â) ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ. œÏÚØÍčÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÍÁ- ÛÉÎÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ŒÈÏÄÁ ÐÅÞÁÔÁÅÔ ! ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÂÉÔ ÚÁ ÂÉÔÏÍ. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØ- ÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÓÐÏÓÏÂÅ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ (ÐÕÓÔÏÊ ŒÈÏÄ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÉÈ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ), É ÐÏÔÏÍÕ ÐÒÉ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÍ ÓÐÏÓÏÂÅ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ. ïÂÒÁÔÎÏ, ÅÓÌÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ, ÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÇÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ, É ÐÏÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ.

(Œ) œÓÑËÁÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ, ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØÓÑ ËÁË ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ Œ ÎÁÛÅÍ ÓÍÙÓÌÅ (ÐÏËÁ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÎÅ ÚÁËÏÎÞÉÌÏÓØ, ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÐÅÞÁÔÁÅÍ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÚÁËÏÎÞÉÌÏÓØ | ÐÅÞÁÔÁÅÍ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔ ÂÉÔ ÚÁ ÂÉÔÏÍ).

(Ç) œÓÑËÏÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � → � ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØÓÑ ËÁË ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ Œ ÎÁÛÅÍ ÓÍÙÓÌÅ (ÐÏÓÌÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ; ÍÏÖÎÏ ÓËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÐÏÄÁčÍ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÎÁ ŒÈÏÄ ËÏÒÒÅËÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ É ÂÏÌÅÅ ÎÉËÁËÉÈ ËÌÁŒÉÛ ÎÅ ÎÁÖÉÍÁÅÍ).

(Ä) ðÕÓÔØ R : N → � | ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ R̂ : � → �, ÐÏÌÏÖÉŒ R̂(x̂u) = R(x), ÇÄÅ x̂ | ÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ËÏÄ ÓÌÏŒÁ x (ÓËÁÖÅÍ, ÓÁÍÏ x, ÐÒÅÄŒÁÒčÎÎÏÅ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉ- ÓØÀ ÅÇÏ ÄÌÉÎÙ Ó ÕÄŒÏÅÎÎÙÍÉ ÂÉÔÁÍÉ É ÒÁÚÄÅÌÉÔÅÌÅÍ 01), Á u | ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÌÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ).

(Å) ðÕÓÔØ ÓÎÏŒÁ R : N → � | ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÛÅ- ÎÉÑ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÐÏÓÏÂ ÕÓÌÏŒÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ S, ÐÏÌÏÖÉŒ S(y; n) ÒÁŒÎÙÍ n ÐÅÒŒÙÍ ÂÉÔÁÍ

ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ R(y) (ÅÓÌÉ n ÂÏÌØÛÅ ÄÌÉÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÔÏ S(y; n) ÎÅ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÏ).

(č) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÏŒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÑŒÌÑÀÝÉÊÓÑ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÅÊ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÐÏ- ÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f, É ÓÒÁŒÎÉÍ ÅÇÏ Ó ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÍ.

(Ö) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÛÅ- ÎÉÑ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ËÁË ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.

(Ú) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÀ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÊ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒ- ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f ËÁË ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ.

(É) ðÏÐÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÅ ÓÌÏŒÁ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ (Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ÂÙ ÎÁÞÁÌÁÍÉ ÏÐÉÓÙŒÁÅÍÏÊ ÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ). åÓÌÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁŒ- ÎÉÍÙÈ ÓÌÏŒ ÍÅÎØÛÅ n, ÔÏ ÉÈ ÏÐÉÓÁÎÉÑ | ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ ÍÅÎØÛÅ n, Á ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ ÍÅÎØÛÅ 2^n.

(Ê) ðÒÉÍÅÎÑÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ËÏ ŒÓÅÍ ÓÌÏŒÁÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÕÌÕÞÛÁÀÝÉÅÓÑ ŒÅÒÈÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ KR (ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉŒÁÑ ÎÏŒÙÅ ÏÐÉÓÁÎÉÑ).

(Ë) üÔÏ | ÐÅÒŒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ (ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÂÙÌÉ ÌÉÛØ ÐÒÏÓÔÙÅ ŒÁÒÉÁÃÉÉ ÎÁ ÚÎÁËÏÍÙÅ ÔÅÍÙ).

ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÆÕÎËÃÉÑ K, ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÄŒÕÍÑ ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ. õŒÅÌÉÞÉŒÁÑ Åč ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^n ÎÅÓÒÁŒ- ÎÉÍÙÈ ÓÌÏŒ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ K(x) < n.

íÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÑËÏÅ ÓÌÏŒÏ x Ó K(x) < n ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÄÌÉÎÙ ÒÏŒÎÏ n. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ É ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n. á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁÂÌÀÄÁÑ ÚÁ ÕÍÅÎØÛÁÀÝÉÍÉÓÑ ŒÅÒÈÎÉÍÉ ÏÃÅÎËÁÍÉ ÄÌÑ K, ÍÙ ÐÏÐÏÌÎÑÅÍ ÓÐÉÓÏË ÓÌÏŒ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ K(x) < n. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Œ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÜÔÏÔ ÓÐÉÓÏË ËÏÎÅÞÅÎ É Ó ÔÅÞÅÎÉÅÍ ŒÒÅÍÅÎÉ ÒÁÓÔčÔ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÄÄÅÒÅŒÏ ÄŒÏÉÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅŒÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÓÌÏŒ ÜÔÏÇÏ ÓÐÉÓËÁ É ŒÓÅÈ ÉÈ ÎÁÞÁÌ. óÏ ŒÒÅÍÅÎÅÍ ÜÔÏ ÐÏÄÄÅÒÅŒÏ ÒÁÓÔčÔ. œ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ Õ ÎÅÇÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^n ÌÉÓÔØÅŒ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÌÉÓÔØÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ K(x) < n. ëÁÖÄÏÍÕ ÌÉÓÔÕ ÍÙ ÐÒÉÓŒÏÉÍ ÍÅÔËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏŒÏÍ ÄÌÉÎÙ n. ðÒÉ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ ÎÏŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ Ë ÄÅÒÅŒÕ ÜÔÏ ÎÏŒÏÅ ÓÌÏŒÏ ÌÉÂÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÉÚ ÌÉÓÔØÅŒ (ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅÓÔÁčÔ ÂÙÔØ ÌÉÓÔÏÍ), ÌÉÂÏ ÏÔŒÅÔŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔ ÄÅÒÅŒÁ ŒÏ ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ŒÅÒÛÉÎÅ. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÏŒÏÅ ÓÌÏŒÏ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÌÉÓÔÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÓÌÅÄÕÅÔ ÍÅÔËÕ ÐÒÅÖÎÅÇÏ ÌÉÓÔÁ. œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ÎÏŒÏÇÏ ÌÉÓÔÁ ÍÙ ŒÙÄÅÌÑÅÍ ÎÏŒÏÅ ÓÌÏŒÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÅÔËÉ (ÞÔÏ ŒÓÅÇÄÁ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË ÌÉÓÔØÅŒ ÍÅÎØÛÅ 2^n).

æÉËÓÉÒÕÅÍ ÍÅÔËÕ É ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Ó ÌÉÓÔØÑÍÉ Ó ÜÔÏÊ ÍÅÔËÏÊ. œÎÁÞÁÌÅ ÔÁËÉÈ ÌÉÓÔØÅŒ ÎÅÔ (ÍÅÔËÁ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÁ). œÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË É ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÎÁŒÓÅÇÄÁ (ÄÏ ÜÔÏÊ ÍÅÔËÉ ÄÅÌÏ ÎÅ ÄÏÊÄčÔ), ÎÏ ÅÓÌÉ ÄÏÊÄčÔ, ÔÏ ÍÅÔËÁ ÂÕÄÅÔ ÓÄŒÉÇÁÔØÓÑ ÐÏ ÄÅÒÅŒÕ ŒŒÅÒÈ (ËÁÖÄÏÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Åč ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ), É ÐÏÔÏÍÕ ÅÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ŒÅÔŒØ Œ ÄÅÒÅŒÅ (ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ). œÏÚÎÉËÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n Œ � (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÅÔËÁÍ, ÄÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÌÏ ÎÅ ÄÏÊÄčÔ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅŒÏÊ ÄÌÉÎÙ).

ïÂSSÅÄÉÎÉŒ ÜÔÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÉ ŒÓÅÈ n, ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ x Ó K(x) < n ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ n, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

(Ì) åÓÌÉ x_i | ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÅ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ, ÔÏ ∑ 2^{− KA (xi)} ⩽ 1 (ÐÏÓËÏÌØËÕ 2^{− KA (xi)} ÅÓÔØ ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ �_{xi} , Á ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ). ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÓÌÏŒ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ KA (x_i) < n, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ 2^n, É ÏÓÔÁÌÏÓØ ŒÏÓÐÏÌØ-

ÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ. ▷

141 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÔÁË: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ŒÙ- ÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ S ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ (ÐÅÒŒÙÊ | ÓÌÏŒÏ, ŒÔÏÒÏÊ | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ; ÚÎÁÞÅÎÉÑ | ÎÕÌÉ É ÅÄÉÎÉÃÙ) ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ KR_S (x) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x = x_0 : : : x_{n−1} ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏŒÁ y, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ S(y; i) = x_i ÐÒÉ ŒÓÅÈ i = 0; 1; : : : ; n − 1, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ S ŒÙÂÅÒÅÍ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÕÀ.

142 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ÓÌÏŒÁ x ÒÁŒÎÁ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)) ÍÉÎÉ- ÍÕÍÕ KS (p) ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁÍ p (ÄÁÎÎÏÇÏ ÑÚÙËÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÓËÁÖÅÍ, ÐÁÓËÁÌÑ), ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ŒÈÏÄÁ É ÐÅÞÁÔÁÀÔ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÓÌÏŒÏ x ÉÌÉ ÅÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ.

[åÓÌÉ ŒÍÅÓÔÏ KS Œ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ŒÚÑÔØ KP , ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÄÌÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. âÕÄÅÔ ÌÉ ÏÎÁ ÔÏÞÎÁ? ÎÁŒÅÒÎÏ, ÎÅÔ, ÎÏ ÈÏÒÏÛÏ ÂÙ ÜÔÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ!]

6.2. óÒÁŒÎÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ

[classcomp] óÌÏÖÎÏÓÔÉ, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÕÀ ÎÁÍÉ ÔÁÂÌÉÃÕ (Ó ÄŒÕÍÑ ŒÁÒÉÁÎÔÁÍÉ ÄÌÑ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ ÏÐÉÓÁÎÉÊ É ÄŒÕÍÑ ŒÁÒÉÁÎÔÁÍÉ ÄÌÑ ÏÐÉÓÙŒÁÅÍÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ), ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÒÏÍÂÁ, ÓÔÏÒÏÎÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ ÍÅÖÄÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ (Ó ÔÏÞÎÏ- ÓÔØÀ ÄÏ O(1)), ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 15:

òÉÓ. 15. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÍÅÖÄÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ. [class-3]

åÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÕÐÏÍÉÎÁÎÉÑ ÔÏÐÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÎÑÔÉÊ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÙÞÉÓÌÉ- ÍÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (ÈÏÔÑ ÏÎÉ ÚÄÅÓØ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ, ËÁË ÕÞÉÔ ÔÅÏÒÉÑ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÙÈ ÔÉÐÏŒ ÄÁÎÎÙÈ Œ ÓÍÙÓÌÅ óËÏÔÔÁ É ÂÌÉÚËÁÑ Ë ÎÅÊ ÔÅÏÒÉÑ f_0-ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ åÒÛÏŒÁ, ÓÍ. [70]), ÔÏ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÞÅÔÙÒčÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÐÏ ÅÄÉÎÏÊ ÓÈÅÍÅ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÕÐÒÏÝčÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÅÊ.

îÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ � = B^∗ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ÂÉÎÁÒÎÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ: ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÌÏŒ (=) É ÓÒÁŒÎÉÍÏÓÔØ ÓÌÏŒ (ÎÁÌÉÞÉÅ ÏÂÝÅÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ≍). ðÕÓÔØ ¸ É ˛ | ÌÀÂÙÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (ÔÁË ÞÔÏ ŒÓÅÇÏ ÅÓÔØ ÞÅÔÙÒÅ ŒÁÒÉÁÎÔÁ).

âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ⊂ � × � ÑŒÌÑÅÔÓÑ ¸-˛-ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ x_1; x_2; y_1; y_2:

(x_1; y_1) ∈ S; (x_2 y_2) ∈ S; x_1¸x_2 ⇒ y_1˛y_2 îÁÐÒÉÍÅÒ, =-=-ËÏÒÒÅËÔÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ | ÜÔÏ ÕÎÉÆÏÒÍÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÇÒÁÆÉËÉ ÆÕÎËÃÉÊ.

143 [computable-sets] (Á) ðÏËÁÖÉÔÅ, ËÁË ÐÏ ≍-=-ËÏÒÒÅËÔÎÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÐÏÓÔÒÏ- ÉÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ � → N_⊥ .

(Â) ðÏËÁÖÉÔÅ, ËÁË ÐÏ ≍-≍-ËÏÒÒÅËÔÎÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ � → �.

(Œ) ðÏËÁÖÉÔÅ, ËÁË ÐÏ =-≍-ËÏÒÒÅËÔÎÏÍÕ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅ- ÎÉÅ N_⊥ → �.

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ¸-˛-ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ¸-˛-ËÏÒÒÅËÔÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÁ � × �. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ S ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÁË ÆÕÎËÃÉÀ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑ- ÀÝÕÀ Ó ËÁÖÄÙÍ ÓÌÏŒÏÍ x ÄÌÉÎÕ ÅÇÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÉÎÕ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ ÓÌÏŒÁ y, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ⟨y; x⟩ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ S.

Theorem 103. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ¸; ˛ ∈ {=; ≍} ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ¸-˛-ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)) Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ KS ; KP ; KM ; KR .

◁ œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÌÕÞÁÅŒ ÐÏ ¸-˛-ËÏÒÒÅËÔÎÏÍÕ ÓÐÏÓÏÂÕ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÌÅÇËÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉ- ÍÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 143), ÚÁÄÁÀÝÅÅ ÔÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. ▷

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÔÁÂÌÉÃÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÍÏÖÎÏ ÐÏÍÅÎÑÔØ ÎÁÚŒÁÎÉÑ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÃÏŒ (ÒÉÓ. 16):

òÉÓ. 16. ¸-˛-ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. [class-4]

144 ðÏËÁÖÉÔÅ, ËÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÄÌÑ ÐÁÒÙ ÓÌÏŒ:

(Á) ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒÏŒ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÎÅ- ÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � → � × �. (ôÁËÉÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ Ó ÐÁÒÁÍÉ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ � → �.)

(Â) ÁÐÒÉÏÒÎÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÍÁÛÉÎÙ Ó ÄÁÔÞÉËÏÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÄŒÕÍÑ ŒÙÈÏÄÎÙÍÉ ÌÅÎÔÁÍÉ, ÇÄÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÞÁÔÁÔØ ÂÉÔ ÚÁ ÂÉÔÏÍ.

(Œ) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ N_⊥ × � → �.

[ðÒÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÜÔÉÈ ÍÅÒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ŒÒÏÄÅ ÂÙ ÐÏÞÔÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏ: ÓËÁÖÅÍ, ŒÅÒÎÏ ÌÉ, ÞÔÏ KM (x; y) ⩽ l(x) + l(y)?]

äÒÕÇÁÑ ÓÈÅÍÁ (ŒÏÓÈÏÄÑÝÁÑ Ë ìÅŒÉÎÕ, ÓÍ. [31]) ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÏÐÉÓÁÎÉÉ ÉÈ ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÉÈ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÓŒÅÒÈÕ ÆÕÎËÃÉÊ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÎÅËÏÔÏ- ÒÙÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍ. óÏÂÅÒčÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ (ÎÁ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓŒÅÒÈÕ ÆÕÎË- ÃÉÀ K):

• ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ x, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ K(x) < n, ÅÓÔØ O(2^n) (ÐÒÏÓÔÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS , ÔÅÏÒÅÍÁ 8, Ó. 25);

• ÒÑÄ ∑ x 2^{−K(x)} ÓÈÏÄÉÔÓÑ (ÐÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KP , ÔÅÏÒÅÍÁ 56, Ó. 98);

• ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÓÌÏŒ x, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ K(x) < n, ÅÓÔØ O(2^n) (ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ KR , ÔÅÏÒÅÍÁ 102, Ó. 164); • ∑ x 2^{−K(xi)} ⩽ 1 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÓÌÏŒ x_i (ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KA , ÔÅÏÒÅÍÁ 73, Ó. 126).

œ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÅ ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÔ ÔÅ ÖÅ ÞÅÔÙÒÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÚÁ ÏÄÎÉÍ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ: ŒÍÅÓÔÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÆÉÇÕÒÉÒÕÅÔ ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ. (äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÁËÏ- ÇÏ ÒÁÓÈÏÖÄÅÎÉÑ ÎÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÙ ÎÁ N.)

ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÓÈÅÍ Õ ÎÁÓ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÖÅ ÎÅ ÒÏÍÂ, Á ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉË (ÒÉÓ. 17):

òÉÓ. 17. ðÑÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ [class-5]

îÁÐÏÍÎÉÍ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ÓÒÁŒÎÅÎÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ Œ ÜÔÏÍ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÅ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ, ŒÓÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(log n) ÄÌÑ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, KP (x) ⩽ KS (x) + O(log KS (x)) (ÔÅÏÒÅÍÁ 59, Ó. 100). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, KS (x) ⩽ KS (x|l(x))+KS (l(x)) ⩽ KR (x)+O(log n). ðÏÜÔÏÍÕ ÄŒÅ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÒÁÚÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Œ ÜÔÏÍ ÐÑÔÉÕÇÏÌØÎÉËÅ (ŒÅÒÈÎÑÑ É ÎÉÖÎÑÑ) ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(log n) ÄÌÑ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n.

âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÎÉÈ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÄÌÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ŒÄÏÌØ ÌÉÎÉÊ, ÉÄÕÝÉÈ Œ ĂÓÅŒÅÒÏ-ŒÏÓÔÏÞÎÏÍĄ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ:

KP (x) ⩽ KS (x) + O(log KS (x))

(ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 59) É KM (x) ⩽ KR (x) + O(log KR (x))

(ÔÅÏÒÅÍÁ 102). ôÅÍ ÂÏÌÅÅ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ KM ÎÁ KA (ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÉ Œ ÚÁÄÁÞÅ 110, Ó, 134). äÌÑ ĂÓÅŒÅÒÏ-ÚÁÐÁÄÎÙÈĄ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅÌØÚÑ: KM É KR ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÓÌÏŒ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ), Á KS É KP | ÎÅÔ (ÄÌÑ ÓÌÏŒÁ ÉÚ n ÎÕÌÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n, É ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ log n ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ n). íÙ ÕÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ ÜÔÏ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 79, ÇÄÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ KP É KM ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÂÏÉÈ ÚÎÁËÏŒ ÐÏÒÑÄËÁ log n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n (ÐÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ n).

ôÁÍ ÖÅ ÍÙ ÕÐÏÍÉÎÁÌÉ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÕ çÁÞÁ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ KM É KA ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ 80).

óÒÅÄÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ, ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÅÓÔØ É ÄÏŒÏÌØÎÏ ÔÏÎËÉÅ. îÁ- ÐÒÉÍÅÒ, ÎÉ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÅÖÄÕ KP (x) É KS (x) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ò. óÏÌÏŒÅÅÍ (R. Solovay) Œ 1970-Å ÇÏÄÙ (ÒÕËÏÐÉÓØ Ó ÜÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ ÔÁË É ÎÅ ÂÙÌÁ ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÁ, ÈÏÔÑ ÂÙÌÁ ÄÏÓÔÕÐÎÁ ÍÎÏÇÉÍ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÁÍ).

Theorem 104. [solovay-bound]

KS (x) ⩽ KP (x) − KP (KP (x)) + KP (KP (KP (x))) + O(1)

◁ íÙ ŒÉÄÅÌÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 58, Ó. 99), ÞÔÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÞÉÓÌÁ ÓÌÏŒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KP (x) ⩽ n, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ n−KP (n)+Ó ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ c É ÐÒÉ ŒÓÅÈ n. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÔÁËÉÅ ÓÌÏŒÁ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ (ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ n), ÔÁË ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ ÓÌÏŒÏ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÚÎÁÑ n É ÐÏÒÑÄËÏŒÙÊ ÎÏÍÅÒ ÓÌÏŒÁ Œ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ. üÔÏÔ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÊ ÎÏÍÅÒ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ Œ ŒÉÄÅ ÄŒÏÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÒÏŒÎÏ ÉÚ n−KP (n)+c ÂÉÔÏŒ (ÄÏÂÁŒÉŒ ÓÌÅŒÁ ÎÕÌÉ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏ). éÍÅÑ ÔÁËÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ n − KP (n) (ËÏÎÓÔÁÎÔÕ c ÓÞÉÔÁÅÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ), ÔÁË ÞÔÏ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÉÑ n ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÅÝč KP (n), ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÄÌÉÎÏÊ KP (KP (n)). ðÒÉÐÉÓÁŒ Ë ÜÔÏÍÕ ËÏÄÕ ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÊ ŒÙÛÅ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÊ ÎÏÍÅÒ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x Ó KP (x) ⩽ n Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n) ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÏÊ KP (KP (n))+n−KP (n)+c, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÓÌÏŒÏ x. þÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. ▷

[äÒÕÇÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ óÏÌÏŒÅÑ?

þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÒÁÚÎÉÃÕ ÍÅÖÄÕ KM É KA ?

òÅÚÕÌØÔÁÔ íÕÞÎÉËÁ ÐÒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ x_i É y_i, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (x_i) − KS (y_i) → +∞, ÎÏ KP (x_i) − KP (y_i) → −∞.

Miller: KS vs KP ?

A priori ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÐÁÒ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ?]

6.3. õÓÌÏŒÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ

[classcond] íÙ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ŒÉÄÏŒ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ËÏÇÄÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔØ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÒÕÇÏÇÏ). œ ÒÁÚÄÅÌÅ 2.2 ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÉ ÕÓÌÏŒÎÕÀ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔØ KS (x|y) ËÁË ÄÌÉÎÕ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ p ÓÌÏŒÁ x ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ y, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÉÎÉ- ÍÁÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏŒÁ p, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ S(p; y) = x. úÄÅÓØ S | ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ; ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÂÙÌÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ.

œ ÒÁÚÄÅÌÅ 4.7 ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÁÓØ ÕÓÌÏŒÎÁÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KP (x|y). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÒÅ- ÂÏŒÁÌÏÓØ, ÞÔÏÂÙ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÂÙÌ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ p: ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏŒÏ p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ ÄÁÎÎÏÇÏ x ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ y, ÔÏ ÌÀÂÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÓÌÏŒÁ p ÔÁËÖÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ.

îÁËÏÎÅÃ, ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 85 ÍÙ ÕÐÏÍÉÎÁÌÉ ÕÓÌÏŒÎÕÀ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔØ KM (x|y). ðÒÉ Åč ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÂÅÒčÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ D_y : � → �, ÉÎÄÅËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÓÌÏŒÁ- ÍÉ y. œÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÒÏÅË ⟨y; u; v⟩, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ v ≼ D_y(u), ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ É ÕÓÌÏŒÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ. œÏ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈ ÕÓÌÏŒÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ËÁË ÚÁËÏÎÞÅÎÎÙÅ ÓÌÏŒÁ, ÎÉËÁË ÎÅ ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ: ÅÓÌÉ p ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ x ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ y, ÐÒÉ ÄÒÕÇÏÍ y ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ p ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÄÒÕÇÏÇÏ x (ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÎÏŒÏÅ y ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÓÔÁÒÏÇÏ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÂÉÔÁ).

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ (ÓËÁÖÅÍ, ÄÌÑ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ) ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ

D : � × N → N_⊥ ;

ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÅÒŒÙÊ ÞÌÅÎ ÐÁÒÙ ⟨p; y⟩ ∈ � × N ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ (ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ ÐÏ p), Á ŒÔÏÒÏÊ ÕÓÌÏŒÉÅÍ (ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØ ÐÏ y ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ).

åÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÕÓÌÏŒÉÑ ËÁË ŒÅÒÛÉÎÙ ÄÅÒÅŒÁ É ÔÒÅÂÏŒÁÔØ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ, ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ ÞÅÔÙÒÅ ÄÒÕÇÉÈ ŒÉÄÁ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÐÒÁËÔÉ- ÞÅÓËÉ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉÓØ (ÒÁÂÏÔÁ [10] | ÏÄÎÏ ÉÚ ÒÅÄËÉÈ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÅÇÏ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ 8 ŒÉÄÏŒ ÕÓÌÏŒÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ (ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÔÒčÈ ËÏÍÐÏ- ÎÅÎÔÏŒ | ÕÓÌÏŒÉÑ, ÏÐÉÓÁÎÉÑ É ÏÂSSÅËÔÙ | ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÄŒÕÍÑ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ). ôÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÐÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÜÔÉ ÕÓÌÏŒÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÁË. ðÕÓÔØ ¸; ˛; ‚ ∈ {=; ≍} (ÓÍ. ÒÁÚ- ÄÅÌ 6.2). ïÐÒÅÄÅÌÉÍ (¸; ˛)|‚-ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ËÁË ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ÔÒÏÅË ÓÌÏŒ ⟨p; x; y⟩, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÀ:

⟨p_1; x_1; y_1⟩ ∈ S; ⟨p_2; x_2; y_2⟩ ∈ S; p_1¸p_2; y_1‚y_2 ⇒ x_1˛x_2

äÁÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ K_S(x|y) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÄÌÉÎÁ ÓÌÏŒÁ p, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ⟨p; x; y⟩ ∈ S.

Theorem 105. œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ŒÏÓØÍÉ ÓÌÕÞÁÅŒ ÓÒÅÄÉ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÐÔÉÍÁÌØ- ÎÙÊ (ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ Œ ÜÔÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÏÐÉÓÁÎÉÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)).

145 ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ÁËËÕÒÁÔÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ (ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÎÉÞÅÍ ÎÅ ÏÔÌÉ- ÞÁÀÝÅÅÓÑ ÏÔ ÓÌÕÞÁÑ ÏÂÙÞÎÏÊ ÉÌÉ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ).

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÍÕ (¸; ˛)|‚ ÓÐÏÓÏÂÕ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÉÔØ K_{(ff;fi)|fl} . ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ KP (x|y) ÅÓÔØ K_{(≍;=)|=}, Á KS (x|y) ÅÓÔØ K_{(=;=)|=}.

146 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÔ ÚÁÍÅÎÙ = ÎÁ ≍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ‚ ÕÓÌÏŒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÔÏÌØËÏ ŒÏÚÒÁÓÔÉ. [õËÁÚÁÎÉÅ: ÎÁ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ,

ÐÏÜÔÏÍÕ ÉÈ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ. ðÏ ÜÔÏÊ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÅ ÏÂÙÞÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ.]

[úÁÄÁÞÁ (ÎÁŒÅÒÎÏ, ÎÅÓÌÏÖÎÁÑ): ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ ÎÁ O(1). é ŒÏÏÂÝÅ ÉÓÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÜÔÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.]

œÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ, ŒËÌÀÞÁÀÝÅÇÏ Œ ÓÅÂÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÉ ÕÓÌÏŒÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ:

147 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

KS (x) ⩽ K_{(=;=)|≍}(x|y) + KR (y) + O(log KR (y)):

ïÐÉÛÅÍ ÅÝč ÏÄÉÎ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ŒÏÓÈÏÄÑÝÉÊ Ë ËÏÌÍÏ- ÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓŒÑÚÏË ËÁË ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁÄ ÚÁÄÁÞÁÍÉ [21]. õÓÌÏŒÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ x ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ y ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ĂÕËÁÚÁÔØ x ÐÏ ÄÁÎÎÏÍÕ yĄ; Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÈ y Œ x (ÌÀÂÁÑ ÔÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ĂÒÅÛÅÎÉÅÍĄ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ).

üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÕÔÏÞÎÉÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÁË. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ F, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÓÅ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍÉ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. îÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÒÑÄÏË: f_1 ≼ f_2, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ f_2 ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ f_1. ëÏÎÅÞÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ f ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÕÓ ÎÁÄ ÎÉÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÅÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ (ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ). îÅÐÒÅÒÙŒÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T : N_⊥ → F ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ⟨a; f⟩, ÇÄÅ a ∈ N_⊥ , f | ËÏÎÅÞ- ÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ F É f ≼ T (a). ôÁËÉÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ ÏÐÉÓÁÎÉÑ (ÆÕÎËÃÉÊ). äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÎÎÏ- ÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ T ) ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏŒÁ (ÔÏÞÎÅÅ, ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÞÉÓÌÁ, ŒÅÄØ ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÍ ÞÉÓÌÁ É ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ) a, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f ≼ T (a).

148 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ É ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ y → x (ÏÂÌÁÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ y, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÒÁŒÎÏ x) ÒÁŒÎÁ KS (x|y) + O(1).

œ ÜÔÏÍ ÖÅ ÄÕÈÅ ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ É ŒÓÅ ŒÏÓÅÍØ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÕÓÌÏŒÎÙÈ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔÅÊ (ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Y; X ∈ {N_⊥ ; �} ÏÐÒÅÄÅÌÉŒ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ (Y → X), Á ÚÁÔÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÏÐÉÓÁÎÉÊ P ∈ {N_⊥ ; �} Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (Y → X). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄÏÍÅÎÙ óËÏÔÔÁ ÉÌÉ f_0-ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Œ ÓÍÙÓÌÅ åÒÛÏŒÁ (ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ. Œ [70]).

îÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÕÇÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÁË ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ ĂÐÏÌÕÞÉÔØ x ÉÚ yĄ, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÁÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÁ Œ ÇÌÁŒÅ 13.

òÏÄÓÔŒÅÎÎÏÅ (ÈÏÔÑ É ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÕÇÏÅ) ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÂÙÌÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÏ ûÎÏÒÒÏÍ [67,68]. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÒÅËÕÒÓÉÉ ÎÕÍÅÒÁÃÉÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ , ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ Ó ËÁÖÄÙÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ n ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ n (ÞÁÓÔÉÞÎÕÀ) ÉÚ N Œ N. îÕÍÅÒÁÃÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ ⟨n; x⟩ → _n(x)

ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ, É ÇčÄÅÌÅŒÏÊ, ÉÌÉ (Œ ÒÕÓÓËÏÑÚÙÞÎÏÊ ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÅ) ÇÌÁŒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ — ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÆÕÎË- ÃÉÑ h, ÓŒÏÄÑÝÁÑ — Ë Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ —_n = _{h(n)} ÐÒÉ ŒÓÅÈ n. (œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÓÒÅÄÉ _n ÄÏÌÖÎÙ ŒÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ ŒÓÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ.)

óÌÅÄÕÑ ûÎÏÒÒÕ, ÕÓÉÌÉÍ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ É ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ h(n) = O(n) (ÄÌÉÎÁ ÓÌÏŒÁ h(n) ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÌÁ ÂÙ ÄÌÉÎÕ n ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÅÓÌÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ Ó ÄŒÏÉÞÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ). åÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ — ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ h Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÔÏ ÎÕÍÅÒÁÃÉÀ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÊ.

Theorem 106. ïÐÔÉÍÁÌØÎÙÅ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ.

◁ œÙÂÅÒÅÍ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÑÚÙË ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÄŒÕÍÅÓÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ É ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÌÏŒÏ ûv ÎÏÍÅÒÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ Œ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÐÒÏÇÒÁÍ- ÍÏÊ u ÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ÐÅÒŒÙÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔ ÒÁŒÎÙÍ v. (úÄÅÓØ û | ÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÌÏŒÁ u, ÐÏÌÕÞÁÅÍÏÅ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÕÄŒÏÅÎÉÅÍ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÉÔÁ É ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÎÉÅÍ 01 Œ ËÏÎÅÃ.) ▷ ûÎÏÒÒ ÐÏËÁÚÁÌ (ÓÍ. [67,68]), ÞÔÏ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÅ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ _1 É _2 ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÎÏÍÅÒÏŒ ı, ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÀÝÅÊ ÏÂSSčÍ Œ ÔÕ É ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(1). (üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ _1(n) = _2(ı(n)) ÐÒÉ ŒÓÅÈ n, ÐÒÉÞčÍ ı(n) = O(n) É ı^{−1}(n) = O(n).)

6.4. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÁËÕÌÁ

[classlim] œ ÔÅÏÒÉÉ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÍÅÔÏÄ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÒÅÌÑÔÉ- ŒÉÚÁÃÉÅÊ: ÂÅÒčÔÓÑ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÌÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ËÁÓÁÀÝÅÅÓÑ ËÌÁÓÓÁ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, É ŒÓÀÄÕ Œ ÎčÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÚÁÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÉ, ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÒÁËÕÌÁ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÔÁËÏÇÏ ÏÒÁËÕÌÁ ÂÅÒčÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅ- ÌčÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ¸, ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÉÌÉ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ (ÏÂÙÞÎÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A). áÌÇÏÒÉÔ- ÍÁÍ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Ë ĂŒÎÅÛÎÅÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÅĄ, ŒÏÚŒÒÁÝÁÀÝÅÊ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ¸(n) ÄÌÑ ÐÅÒÅÄÁÎÎÏÇÏ ÅÊ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ n. (äÌÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ- ÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÏ ÌÀÂÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ ÕÚÎÁÔØ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÌÉ ÏÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ A ÉÌÉ ÎÅÔ.) åÓÌÉ ÓÁÍÁ ÆÕÎËÃÉÑ ¸ ÎÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏ), ÔÏ ËÌÁÓÓ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÒÁÓÛÉÒÑÅÔÓÑ; ŒÙÞÉÓÌÑÅÍÙÅ ÔÁËÉÍÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍÉ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ¸-ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ.

ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ŒÓÅ ÐÏÎÑÔÉÑ É ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÐÅÒÅ- ÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ¸-ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. óËÁÖÅÍ, ÍÏÖÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ¸-ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁÈ, ÉÌÉ ÏÂ ¸-ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÌÁÈ, ÉÌÉ (ÐÏÄÈÏÄÑ ÂÌÉÖÅ Ë ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒ- ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ) ÏÂ ¸-ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÓÎÉÚÕ ÍÅÒÁÈ. ðÒÉ ÜÔÏÍ (ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ŒÓÅ) ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÓÔÁÀÔÓÑ ŒÅÒÎÙÍÉ É Œ ÔÁËÏÍ ĂÒÅÌÑÔÉŒÉÚÏŒÁÎÎÏÍĄ ŒÁÒÉÁÎÔÅ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÏÎÑÔÉÅ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÒÅÌÑÔÉŒÉÚÏŒÁÎÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÓÐÏÓÏÂÙ ÏÐÉÓÁ- ÎÉÑ (ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒÙ) Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ A. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ É ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÏÊ, É ÄÌÑ ÐÒÅÆÉËÓ- ÎÏÊ, É ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÒÕÇÉÈ ŒÉÄÏŒ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ (ÕÓÌÏŒÎÙÈ É ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÙÈ).

ïÂÙÞÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ÏÒÁËÕÌÁ ÏÔÍÅÞÁÀÔ ŒÅÒÈÎÉÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ, ÔÁË ÞÔÏ, ÓËÁÖÅÍ, KP^A(x) ÅÓÔØ ÐÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ x Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ A.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÍÙ ÄÅÌÁÅÍ ÄÁÖÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÏÌØÛÅÅ: ÍÙ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÏÒÁËÕÌÁ A ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÒÅÌÑÔÉŒÉÚÏŒÁÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)), Á ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ (Ó ÜÔÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ) ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ: ⟨x; A⟩ → K^A(x) (ÇÄÅ K | ÏÄÉÎ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ŒÉÄÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ).

149 ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, É ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌÁÍÉ ÕÓÌÏŒÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÈ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 6.3:

KP^A(x) = K_{≍;=}(x) = lim_{n→∞} K_{(≍;=|≍)}(x|A_n);

ÇÄÅ A_n | ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ n ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A. (áÎÁ- ÌÏÇÉÞÎÏ É ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ŒÉÄÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ.)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÅÌÑÔÉŒÉÚÏŒÁÎÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(1)) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÏÂÙÞÎÙÈ (ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Ë ÏÒÁËÕÌÕ, ÐÏÔÏÍÕ ÓÒÅÄÉ A-ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÅÓÔØ É ÏÂÙÞÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÏÐÉÓÁÎÉÑ).

ðÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ A ÆÕÎËÃÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ A ÍÏÖÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÔØÓÑ (ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÂÅÚ ÏÒÁËÕÌÁ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÒÁËÕÌÁ A ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. (ôÁËÏÊ ÏÒÁËÕÌ ÏÂÙÞÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁ- ÀÔ 0^′.) äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, 0^′-ÏÒÁËÕÌ ÅÓÔØ ŒÎÅÛÎÉÊ ÏÒÁËÕÌ ÄÌÑ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÏÓÔÁÎÏŒËÉ: ÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÌÁÔØ ÄÌÑ ÁÎÁÌÉÚÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ (ÂÅÚ ÏÒÁËÕÌÁ), É ÏÎ ÓËÁÖÅÔ, ÚÁŒÅÒÛÉÔÓÑ Åč ÒÁÂÏÔÁ ÉÌÉ ÎÅÔ. éÍÅÑ ÔÁËÏÊ ÏÒÁËÕÌ, ÍÏÖÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÎÁÊÔÉ ÅÇÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÒÁËÕÌÁ ÐÒÏŒÅÒÑÔØ, ÚÁËÏÎÞÉÔ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒ ÒÁÂÏÔÕ ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÏŒÅ ÉÌÉ ÎÅÔ). ðÏÜÔÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÑ KS ÑŒÌÑÅÔÓÑ 0^′-ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ (ÜÔÏ ÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÆÕÎËÃÉÉ KP , ÕÓÌÏŒÎÙÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍ É Ô.Ð.), Á ÓÐÉÓÏË ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ n, ËÏ- ÔÏÒÙÊ ÂÅÚ ÏÒÁËÕÌÁ ÉÍÅÌ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ n+O(1), Á ÔÁËÖÅ ÞÉÓÌÁ B(n) É BB(n) (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 1.2) ÔÅÐÅÒØ ÉÍÅÀÔ 0^′-ÓÌÏÖÎÏÓÔØ O(log n).

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n ÉÍÅÀÔ 0^′-ÓÌÏÖÎÏÓÔØ n − O(1), É ÐÏÔÏÍÕ ÄÌÑ ÎÉÈ 0^′-ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÌÉÚËÁ Ë ÏÂÙÞÎÏÊ (ÎÅÒÅÌÑÔÉŒÉÚÏŒÁÎÎÏÊ).

6.4.1. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÏŒÙÊ ŒÉÄ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ: ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ (ÓÌÏŒÁ x) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A. üÔÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÇÏŒÏÒÑ ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÅÓÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ: ĂÐÏÌÕÞÉÔØ x, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ AĄ (ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏ ËÁËÏÊ).

ôÁËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ. ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÚÕÍÎÙÊ ÑÚÙË ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ. (æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÅÍÕ ÎÕÍÅÒÁÃÉÑ ÂÙÌÁ ÇÌÁŒÎÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏÂÙ ÂÙÌÁ ŒÏÚÍÏÖÎÁ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÁÑ ÔÒÁÎÓÌÑÃÉÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍ Ó ÄÒÕÇÉÈ ÑÚÙËÏŒ [77].) ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÕÓÌÏŒÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÂSSÅËÔÁ (ÓÌÏŒÁ, ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ) x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÂSSÅËÔÏŒ A ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØ- ÎÕÀ (ÐÒÏÓÔÕÀ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÕÀ) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÊ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A Œ x. (œ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ŒÉÄÅ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÇÌÁŒÅ 13.)

œÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÔÒÁÎÓÌÑÃÉÉ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÇÌÁŒÎÏÊ ÎÕÍÅÒÁÃÉÉ.

œÁÖÎÏ ÏÔÌÉÞÁÔØ ÜÔÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÓÐÉÓËÏÍ ÓŒÏÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÉÚŒÅÓÔÅÎ ÎÅ ÓÐÉÓÏË ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ A, Á ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔ | ÎÅŒÁÖÎÏ ËÁËÏÊ). íÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (x‖A), ÓÏÈÒÁÎÑÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ KS (x|A) ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ A, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÓÐÉÓËÏÍ ÓŒÏÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

äÒÕÇÏÊ (ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÊ) ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ KS (x‖A) ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ðÕÓÔØ D | ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ (ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒ), x | ÄŒÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ, Á A | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ. ïÐÒÅÄÅÌÉÍ KS_D(x‖A) ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ÄÌÉÎÕ ÔÁËÏÇÏ ÓÌÏŒÁ p, ÞÔÏ D(p; y) = x ÄÌÑ ŒÓÅÈ y ∈ A.

150 [relative-complexity] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÆÕÎË- ÃÉÊ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ (ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÑ KS_D ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ D ŒÅÌÉÞÉÎÁ KS_D(x‖A) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÒÁÎÅÅ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ KS (x‖A) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1).

äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A = {a} ÏÂÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ KS (x|A) É KS (x‖A) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)) Ó ÏÂÙÞÎÏÊ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ KS (x|a); ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 23.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ A ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÂÏÌØÛÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n. (ëÁË ŒÓÅÇÄÁ, ÞÉÓÌÁ ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÍ ÓÏ ÓÌÏŒÁÍÉ.) óÌÏÖÎÏÓÔØ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ KS (x‖ ⩾ n). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÜÔÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ KS (x) É ÕÂÙŒÁÅÔ Ó ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅÍ n (ŒÏÏÂÝÅ KS (x‖A) ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÂÙŒÁÅÔ ÐÒÉ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ A, ÐÒÅŒÒÁÝÁÑÓØ Œ O(1) ÄÌÑ ÐÕÓÔÏÇÏ A). ðÏÜÔÏÍÕ Õ ÎÅč ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÉ n → ∞. Theorem 107. [large-number-condition1]

lim_{n→∞} KS (x‖ ⩾ n) = KS^{0′} (x) + O(1):

◁ ðÕÓÔØ ÕËÁÚÁÎÎÙÊ ÐÒÅÄÅÌ ÒÁŒÅÎ k. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ p ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ k, ÐÅ- ÒÅŒÏÄÑÝÁÑ ŒÓÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÅ ÞÉÓÌÁ Œ x. éÍÅÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÏÒÁËÕÌ 0^′, ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÜÔÕ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ËÁË ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÏÂSSÅËÔÁ x. éÍÅÎÎÏ, ÎÁÄÏ ÐÕÔčÍ ÐÅÒÅÂÏÒÁ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ N É y, ÞÔÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ p ÎÅ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ ÎÉËÁËÏÅ n ⩾ N ÎÉ Œ ËÁËÏÊ ÏÂSSÅËÔ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ y. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÒÁËÕÌÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÁÒÙ N; y ÉÍÅÅÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÉÚ ÎÁÛÅÇÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ y = x. ðÏÜÔÏÍÕ KS^{0′} (x) ⩽ lim_{n→∞} KS (x‖ ⩾ n) + O(1):

îÁÐÒÏÔÉŒ, ÐÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅ y ÏÂSSÅËÔÁ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ 0^′-ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÄÌÉÎÕ k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ: ÐÏÌÕÞÉŒ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ N, ÓÄÅÌÁÔØ N ÛÁÇÏŒ ÐÏÒÏÖÄÅÎÉÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ 0^′ É ÚÁÔÅÍ ÉÓÐÏÌØ- ÚÏŒÁÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÒÁËÕÌÁ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÏÐÉÓÁÎÉÑ Ë y. üÔÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏ y É ÐÏÔÏÍÕ Åč ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ KS (y) + O(1) ⩽ l(y) + O(1) = k + O(1). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ N ÜÔÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ x (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÎÁ y ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÁÐÒÏÓÏŒ Ë ÏÒÁËÕÌÕ, ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ N ŒÓÅ ÜÔÉ ÚÁÐÒÏÓÙ ÐÏÌÕÞÁÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÅ ÏÔŒÅÔÙ ÄÁÖÅ É ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÏÒÁËÕÌÁ ÎÁ ÅÇÏ N-ÛÁÇÏŒÏÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ). ▷ ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ KS (x‖ ⩾ n) ÎÁ ŒÅÌÉ- ÞÉÎÕ sup_{m⩾n} KS (x|m). óÒÁÚÕ ÖÅ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ

sup_{m⩾n} KS (x|m) ⩽ KS (x‖ ⩾ n);

ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÇÏÄÉÔÓÑ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m ÉÚ ÌÅŒÏÊ. õÄÉŒÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÐÒÅÄÅÌÁ ÐÒÉ n → ∞:

Theorem 108. [large-number-condition2]

lim sup n→∞ KS (x|n) = KS^{0′} (x) + O(1):

◁ îÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ

ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (x|n) ÍÅÎØÛÅ k ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n,

ÔÏ 0^′-ÓÌÏÖÎÏÓÔØ x ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ k + O(1). óÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÄÅÓØ | Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ | Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ (ÄÌÉÎÙ ÍÅÎØÛÅ k ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ n ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÍÉ).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÏŒ x Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ k) ÍÅÎØÛÅ 2^k: ÅÓÌÉ ÂÙ ÉÈ ÂÙÌÏ ÂÏÌØÛÅ, ÔÏ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛ«ÉÈ n ÎÁ ÎÉÈ ÎÅ ÈŒÁÔÉÌÏ ÂÙ ÐÒÏÇÒÁÍÍ ÄÌÉÎÙ ÍÅÎØÛÅ k.

ðÏÜÔÏÍÕ ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ 0^′-ÐÅÒÅÞÉ- ÓÌÉÍÙÍ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏ k (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ x → lim sup KS (x|n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ 0^′-ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓŒÅÒÈÕ). ïÄÎÁËÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ,

∃N (∀n ⩾ N) [KS (x|n) < k];

ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÌÉÛØ ÅÇÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ Ë �_3 (ÕÓÌÏŒÉÅ Œ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ, É ÅÓÔØ ÄŒÁ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ËŒÁÎÔÏÒÁ), ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÐÏÓÔÕÐÉÍ ÉÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÎÅ ÎÕÖÎÁ 0^′-ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒËÌÀÞÉÔØ ÅÇÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ 0^′-ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÍÅÎÅÅ 2^k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Ó ÄÁÎÎÙÍ k. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ⟨n; x⟩, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (x|n) < k. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ĂÔÏÎËÏÅĄ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÍÅÎÅÅ 2^k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

ðÕÓÔØ ŒÙÂÒÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÔÏÞËÁ ⟨n; x⟩. ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÊ ÌÕÞ, ŒÙÈÏ- ÄÑÝÉÊ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ, Ë ÎÁÛÅÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ (ÄÏÂÁŒÉÔØ Œ ÎÅÇÏ ŒÓÅ ÐÁÒÙ ⟨m; x⟩ ÐÒÉ m ⩾ n). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÖÅÔ ÐÅÒÅÓÔÁÔØ ÂÙÔØ ÔÏÎËÉÍ, Á ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÐÅÒÅÓÔÁÔØ, É ÜÔÉ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÌÉÞÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ 0^′-ÏÒÁËÕÌÁ: ÎÁÒÕÖÅÎÉÅ ÔÏÎËÏÓÔÉ ÅÓÔØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ (ÎÁÊÄčÔÓÑ ÓÅÞÅÎÉÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÎÁÒÕÖÁÔÓÑ 2^k ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ | ŒÍÅÓÔÅ Ó ÄÏÂÁŒÌÅÎÎÙÍ).

âÕÄÅÍ ŒÙÐÏÌÎÑÔØ ÜÔÕ ÏÐÅÒÁÃÉÀ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÌÕÞÅÊ (ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÁÒÁ ⟨n; x⟩ Œ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ. (ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÌÕÞ ÕÄÁÌÏÓØ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÂÅÚ ÎÁÒÕÛÅÎÉÑ ÔÏÎËÏÓÔÉ, ÔÏ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÕÞÉÔÙŒÁÀÔÓÑ ÎÁÒÁŒÎÅ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÉ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÌÕÞÅÊ.) üÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÑŒÌÑÅÔÓÑ 0^′-ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍ, É ÐÏÔÏÍÕ x-ËÏ- ÏÒÄÉÎÁÔÙ ŒÓÅÈ ÄÏÂÁŒÌÅÎÎÙÈ ÌÕÞÅÊ ÏÂÒÁÚÕÀÔ 0^′-ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

ïÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÅÎÅÅ 2^k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ ÌÕÞÅÊ ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÅÔ ÔÏÎËÏÓÔÉ), Á ÔÁËÖÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ x, Õ ËÏÔÏÒÙÈ lim sup K(x|n) < k. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ x ÎÁÊÄčÔÓÑ ÌÕÞ, ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÌÅÖÁŒÛÉÊ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, É ÐÏÔÏÍÕ ÅÇÏ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ. ▷ (üÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÐÒÏÝčÎÎÙÍ ŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÇÏ Œ ÓÔÁÔØÅ [76].) ôÅÏÒÅÍÙ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÁÍ 107 É 108, ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ É ÄÌÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏ- ÓÔÉ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÒÅÂÕÅÔ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÔÌÏÖÉÍ É ÎÁÞÎčÍ ÓÏ ŒÔÏÒÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÅÏÒÅÍ.

Theorem 109. [large-number-condition3]

lim sup n→∞ KP (x|n) = KP^{0′} (x) + O(1)

◁ ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÁÐÒÉÏÒÎÙÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍ (ÕÓÌÏŒÎÙÍ É ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÙÍ), ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÔÁË: lim inf n→∞ m(x|n) = m^{0′} (x)

(Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ É ÏÔÄÅÌčÎÎÏÇÏ ÏÔ ÎÕÌÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ).

ðÏËÁÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÐÒÁŒÏÊ (ÔÏÞÎÅÅ, ÍÅÎØÛÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ O(1) ÒÁÚ). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÛÉÎÕ Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ 0^′, ŒÙÈÏÄ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔ ÒÁÓ- ÐÒÅÄÅÌÅÎÉe m^{0′} . ôÅÐÅÒØ ÂÕÄÅÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÚÁÐÕÓËÁÔØ ÜÔÕ ÍÁÛÉÎÕ Ó ËÏÎÅÞÎÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÏÒÁËÕÌÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ n ÛÁÇÁÍ ÅÇÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÉÔØ x ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÍÏÖÅÔ É ÕŒÅÌÉÞÉÔØÓÑ É ÉÚÍÅÎÉÔØÓÑ, ÎÏ ÎÉÖÎÉÊ ÐÒÅÄÅÌ ÜÔÉÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÏÒÁËÕÌÁ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÉÔØ x ÄÌÑ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÏÒÁËÕÌÁ ÅÓÔØ ÍÅÒÁ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ËÏÎÕ- ÓÏŒ), É ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÏÎÕÓÏŒ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ŒÏÐÒÏÓÏŒ Ë ÏÒÁËÕÌÕ É ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅ ÐÏÑŒÉÔÓÑ.

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ. ôÕÔ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÏÞÅÎØ ÐÏÈÏÖÁ ÎÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 108. éÍÅÅÔÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓÎÉÚÕ ÓÅÍÅÓÔŒÏ ÐÏÌÕÍÅÒ; ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ n ÆÕÎËÃÉÑ x → m(x|n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÕÍÅÒÏÊ (ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ÐÏ x ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1). ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÉÖÎÅÇÏ ÐÒÅÄÅÌÁ m^′(x) = lim inf_{n→∞} m(x|n)

ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ∑ x m^′(x) ÔÁËÖÅ ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ ÅÄÉÎÉÃÙ. åÓÌÉ ÂÙ ÆÕÎËÃÉÑ m^′ ÏËÁÚÁÌÁÓØ 0^′-ÐÅ- ÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ, ÔÏ ŒÓč ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÏËÁÚÁÎÏ | ÎÏ ÚÁÐÉÓØ ÜÔÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ Œ ŒÉÄÅ

r < lim inf_{n→∞} m(x|n) ⇔ (∃q > r) ∃N (∀n > N) [q < m(x|n)]

ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÌÉÛÎÉÊ ËŒÁÎÔÏÒ (ÓŒÏÊÓÔŒÏ Œ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ, Á ÎÅ ÒÁÚÒÅÛÉ- ÍÏ). îÏ, ËÁË É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ 0^′-ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÍÁÖÏÒÁÎÔÕ.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÒÏÊËÉ ⟨N; x; " (ÇÄÅ " | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ) É ÂÕÄÅÍ ÐÙÔÁÔØÓÑ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÔØ ÆÕÎËÃÉÀ m(·|·) ÄÏ " ÎÁ ÌÕÞÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ÐÁÒ ⟨n; x⟩ ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ x É ÐÒÉ ŒÓÅÈ n ⩾ N, ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÎÁÒÕÛÉÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÏÌÕÍÅÒÙ (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÓÕÍÍÁ ÐÏ ŒÓÅÍ x ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ 1).

ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ 0^′-ÏÒÁËÕÌÁ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÅÓÔØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ). âÕÄÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔØ ÔÁËÉÅ ÄÏÂÁ- ŒÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÒÏÅË (ÕÞÉÔÙŒÁÑ ÕÖÅ ÓÄÅÌÁÎÎÙÅ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÑ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ŒÏÚÍÏÖÎÏ- ÓÔÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ). ïÓÔÁŒÌÑÑ ÏÔ ËÁÖÄÏÊ ÄÏÂÁŒÌÅÎÎÏÊ ÔÒÏÊËÉ x É " (ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ÔÏÞÎÕÀ ŒÅÒÈÎÕÀ ÇÒÁÎØ ŒÓÅÈ ", Ó ËÏÔÏÒÙÍÉ ÜÔÏ x ÄÏÂÁŒÌÅÎÏ), ÐÏÌÕÞÉÍ 0^′-ÐÅ- ÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÕ, ÍÁÖÏÒÉÒÕÀÝÕÀ m^′ (ŒÅÄØ ÅÓÌÉ m^′ ÇÄÅ-ÔÏ ÂÏÌØÛÅ ", ÔÏ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÌÕÞÅ ÆÕÎËÃÉÑ ÕÖÅ ÂÏÌØÛÅ " É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ). ▷ þÔÏÂÙ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ KP (x‖ ⩾ n), ÎÁÄÏ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÜÔÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (ÐÒÅÆÉËÓÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Ó ÕÓÌÏŒÉÅÍ, ÑŒÌÑÀÝÉÍÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ). ôÕÔ ÅÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ, É ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ÑÓÎÏ, ËÁËÕÀ ÉÚ ÎÉÈ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÞÉÔÁÔØ ĂÐÒÁ- ŒÉÌØÎÏÊĄ.

íÏÖÎÏ ÐÙÔÁÔØÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ KP (x‖A) ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÐÒÅÆÉËÓÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÏ- ÇÒÁÍÍÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÄÁčÔ x ÎÁ ÌÀÂÏÍ ŒÈÏÄÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A. ïÄÎÁËÏ, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁ 79 (Ó. 102) ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A = {a} ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ KP (x|a) É ÐÏÔÏÍÕ, ŒÉÄÉÍÏ, ÔÁËÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÁÄÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÎÅÕÄÁÞÎÙÍ.

íÏÖÎÏ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ 150. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ⟨p; x⟩ → D(p; x) ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÕÀ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ (ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ- ÎÏÍ ŒÔÏÒÏÍ). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x É ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ KP_D(k‖A) ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ÄÌÉÎÕ ÔÁËÏÇÏ p, ÞÔÏ f(p; n) = k ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ∈ A. òÁÚÎÉÃÁ Ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÔÒÅÂÕÅÍ ÏÔ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒÁ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ. óÒÅÄÉ ÔÁËÉÈ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒÏŒ ÅÓÔØ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ (Œ ÜÔÏÍ ËÌÁÓÓÅ), É ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ KP_D ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÎÑÔØ ÚÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÓÌÏŒÉÑ.

151 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)) ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒÏŒ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ � → F (ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ N Œ N) É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÓÌÏŒÏ p, ÏÂÒÁÚ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÒÁŒÎÁÑ x ÎÁ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ A.

íÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÐÒÅÆÉËÓÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÂÅÓÐÒÅ- ÆÉËÓÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ ŒÍÅÓÔÏ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÈ. œ ËÌÁÓÓÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÈ ÐÏ ÐÅÒŒÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KP_f (x‖A) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ KP^′(x‖A), ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KP^′(k|n) É ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÅÅ Ó ÎÅÊ ÐÒÉ A = {n} (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÁÄÄÉ- ÔÉŒÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ).

îÁËÏÎÅÃ, ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÁÐÒÉÏÒÎÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ m(x‖A), ŒÚÑŒ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÍÁ- ÛÉÎÕ Ó ŒÈÏÄÏÍ y É ÉÚÕÞÁÑ ÍÅÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ !, ËÏÔÏÒÙÅ (ÂÕÄÕÞÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÙ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏŒ) ÚÁÓÔÁÌÑÀÔ ÍÁÛÉÎÕ ÎÁÐÅÞÁÔÁÔØ x ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ŒÈÏÄÅ y ∈ A. úÄÅÓØ ÔÁËÖÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ (ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ) É ÄÌÑ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÒÁÎÅÅ ÉÚŒÅÓÔ- ÎÏÍÕ.

ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÄÌÑ ŒÓÅÈ k; A ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

− log m(k‖A) ⩽ KP (k‖A) + O(1) ⩽ KP^′(k‖A) + O(1);

ÎÏ ÁŒÔÏÒÁÍ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÏÎÉ ÓÔÒÏÇÉÍÉ. ïÄÎÁËÏ ŒÓÅ ÜÔÉ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÐÒÅŒÙÛÁÀÔ

− log inf_{x∈A} m(k|x) = sup_{x∈A} KP (x|a);

É ÐÏÔÏÍÕ ÌÀÂÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÁ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ 107. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ (ŒÉÄÉÍÏ, ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÊ) ŒÅÌÉÞÉÎÙ KP (x‖A), ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ ŒÙÛÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

Theorem 110. [large-number-condition4]

lim_{n→∞} KP (x‖ ⩾ n) = KP^{0′} (x) + O(1):

[èÏÒÏÛÏ ÂÙ ŒÙÑÓÎÉÔØ, ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÔÒÏÇÉÅ]

6.4.2. ðÒÅÄÅÌÙ ÞÁÓÔÏÔ É ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ÒÅÌÑÔÉŒÉÚÏŒÁÎÎÁÑ 0^′

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÐÒÉŒÅÄčÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÚ ÓÔÁÔØÉ [57], ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÊ ÞÁÓÔÏÔÙ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ Œ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ Ó ÒÅÌÑÔÉŒÉÚÏŒÁÎÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ 0^′ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔØÀ.

ðÕÓÔØ f(0); f(1); : : : | ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. äÌÑ ÄÁÎ- ÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n É k ÐÏÄÓÞÉÔÁÅÍ, ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ k ÓÒÅÄÉ f(0); : : : ; f(n − 1), É ÐÏÄÅÌÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÎÁ n. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÞÁÓÔÎÏÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ÞÁÓÔÏÔÏÊ k ÓÒÅÄÉ ÐÅÒŒÙÈ n ÞÌÅÎÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ k ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÉÖÎÉÊ ÐÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔÙ k ÓÒÅÄÉ ÐÅÒŒÙÈ n ÞÌÅÎÏŒ ÐÒÉ n → ∞, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÎÉÖÎÅÊ ÞÁÓÔÏÔÏÊ ÞÉÓÌÁ k Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ f.

ðÕÓÔØ p_k | ÎÉÖÎÑÑ ÞÁÓÔÏÔÁ ÞÉÓÌÁ k Œ ÄÁÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ìÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ∑ k p_k ⩽ 1. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ËÁËÁÑ-ÔÏ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÞÁÓÔÉÞÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÜÔÏÇÏ ÒÑÄÁ ÂÙÌÁ ÂÙ ÂÏÌØÛÅ 1, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÎÉÖÎÉÈ ÐÒÅÄÅÌÏŒ ÂÙÌÁ ÂÙ ÂÏÌØÛÅ 1, É ÐÏÔÏÍÕ ÓÕÍ- ÍÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÁÌčËÉÈ ÄÏÐÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÒÅŒÚÏÛÌÁ ÂÙ 1, ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ (ÓÕÍÍÁ ÞÁÓÔÏÔ Œ ÌÀÂÏÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ f É ÎÉÖÎÉÈ ÞÁÓÔÏÔ p_k ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ Œ ÎÅÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ k):

Theorem 111. [zero-prime-semimeasure] æÕÎËÃÉÑ k → p_k 0^′-ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ ÆÕÎËÃÉÉ ÍÙ ÄÁŒÁÌÉ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 4.1; ÓÅÊÞÁÓ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÅÍ ÒÅÌÑÔÉŒÉÚÏŒÁÎÎÙÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ 0^′ ŒÁÒÉÁÎÔ ÜÔÏÇÏ ÐÏÎÑÔÉÑ.

◁ œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ r < p_k (ÇÄÅ r | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÔÁË:

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ p > r É ÔÁËÏÅ N, ÞÔÏ ÞÁÓÔÏÔÁ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ k Œ ÌÀÂÏÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ ÂÏÌØÛÅ N ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ p.

îÁÂÒÁÎÎÏÅ ËÕÒÓÉŒÏÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ (ÉÍÅÅÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅ- ÎÉÅ): ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅŒÅÒÎÏ, ÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ, ÐÒÅÄSSÑŒÉŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ

ÏÔÒÅÚÏË. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ 0^′-ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ (ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÏÒÁËÕÌ Ë ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ÐÏÉÓËÁ ÜÔÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ). á ÐÏÔÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÏ r < p_k Œ ÃÅÌÏÍ 0^′-ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. ▷

ðÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÍÙ ÔÕÔ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÔÁËÏÊ ÏÂÝÉÊ ÆÁËÔ:

152 ðÕÓÔØ r_n | ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ lim inf r_n ÑŒÌÑÅÔÓÑ 0^′-ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÓÎÉÚÕ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ 0^′-ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ, ÚÎÁÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ r_n.

ïÔÍÅÔÉÍ ËÓÔÁÔÉ, ÞÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

153 [liminf-criterion] œÓÑËÏÅ 0^′-ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓÎÉÚÕ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÎÉÖÎÉÍ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ.

[õËÁÚÁÎÉÅ. üÔÏ ÞÉÓÌÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ 0^′-ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ r_n, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ÓÔÁÂÉÌÉÚÉ- ÒÕÀÝÅÊÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ r_{n;k}. ðÏÌÏÖÉÍ s_k ÒÁŒÎÙÍ ÍÁËÓÉÍÕÍÕ ÉÚ ÞÉÓÅÌ r_{0;k}; : : : ; r_{t−1;k}, ÇÄÅ t | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ r_{t;k} ≠ r_{t;k−1}.]

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ f ÆÕÎËÃÉÑ k → p_k ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ 0^′-ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÏÊ. üÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÑ:

Theorem 112. [zero-prime-maximal] äÌÑ ŒÓÑËÏÊ 0^′-ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ q_0; q_1; : : : Ó ∑ i q_i ⩽ 1 ÎÁÊÄčÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f(0); f(1); : : :, ÎÉÖÎÑÑ ÞÁÓÔÏÔÁ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ k Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ q_k.

üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÁÔØ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 0^′-ÒÅÌÑÔÉŒÉÚÏŒÁÎÎÏÊ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ k ËÁË ÍÉÎÕÓ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÎÉÖÎÅÊ ÞÁÓÔÏÔÙ ÞÉÓÌÁ k Œ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ f (ÔÏÊ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÉÖÎÉÅ ÞÁÓÔÏÔÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)-ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ).

◁ ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÓÎÉÚÕ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ⟨r; k⟩, ÇÄÅ r | ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ q_k, ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ (Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ 0^′). ëÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [77]), 0^′-ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ËÌÁÓÓ �_2, É ÐÏÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ R, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

r < q_k ⇔ ∃u ∀v R(r; k; u; v)

îÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÉÍÅÔØ ÄÅÌÏ Ó ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÕÇÉÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅÍ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ ŒÙÂÅÒÅÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ⟨r; k; n⟩ → S(r; k; n) ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ 0 É 1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ r < q_k ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ S(r; k; 0); S(r; k; 1) : : : ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ S(r; k; 0); S(r; k; 1) : : : ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁË: ÉÝÅÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ u = 0; 1; 2; : : : ÚÎÁÞÅÎÉÅ v, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ R(r; k; u; v) ÌÏÖÎÏ, ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÄÏÐÉÓÙŒÁÑ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÃÙ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÔÁËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉŒÁÅÔÓÑ, ÐÅÒÅÍÅÖÁÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÕÌčÍ. ëÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÎÕÌÅÊ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ u ÔÁËÏÇÏ v ÎÅ ÎÁÊÄčÔÓÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ r < q_k.

õÄÏÂÎÁ ÔÁËÁÑ ÍÅÔÁÆÏÒÁ: ŒÒÅÍÑ ÏÔ ŒÒÅÍÅÎÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÁÒ ⟨r; k⟩ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁ- ÐÒÏÓ ĂÈÏÞÕ, ÞÔÏÂÙ q_k ÂÙÌÏ ÂÏÌØÛÅ rĄ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÒÅÍÑ ÏÔ ŒÒÅÍÅÎÉ ÍÏÇÕÔ ĂÓÂÒÁÓÙŒÁÔØÓÑĄ, ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ŒÏÚÏÂÎÏŒÌÑÑÓØ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÐÁÒ ⟨r; k⟩, Õ ËÏÔÏÒÙÈ r < q_k, ÞÉÓÌÏ ÓÂÒÏ- ÓÏŒ ËÏÎÅÞÎÏ (É ŒÏÚÏÂÎÏŒÌčÎÎÙÊ Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ ÚÁÐÒÏÓ ÕÖÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÓÂÒÏÛÅÎ), Á ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÁÒ (r ⩾ q_k) ÚÁÐÒÏÓÙ ÓÂÒÁÓÙŒÁÀÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ. (íÏÍÅÎÔÙ ÓÂÒÏÓÏŒ

ÚÁÐÒÏÓÏŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÎÕÌÑÍ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ S.) œÅÓØ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ŒÙÞÉÓÌÉÍ É Œ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÉÍÅÅÔÓÑ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÁÐÒÏÓÏŒ (ÔÁË ÎÁÍ ÕÄÏÂÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, Á ÒÏÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÎÕÌÅÊ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ Åč ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ).

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f(0); f(1); : : :, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÉÖÎÑÑ ÞÁÓÔÏÔÁ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ k ÎÅ ÍÅÎØÛÅ q_k.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÉÓÈÏÄÎÕÀ 0^′-ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÕ ËÁË ÎÉÖ- ÎÉÊ ÐÒÅÄÅÌ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÅÒ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÄŒÕÍÅÒÎÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ ÉÚ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ

p^0 p^0_1 p^0_2 : : : p^1_0 p^1 p^1_2 : : : p^2_0 p^2_1 p^2 : : : : : : : : : : : : : : :

Ó ÔÁËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ: Œ ËÁÖÄÏÊ ÓÔÒÏËÅ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, Œ ÓÕÍÍÅ ÒÁŒÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃÅ, Á ÎÉÖÎÉÊ ÐÒÅÄÅÌ Œ k-ÓÔÏÌÂÃÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ q_k. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÔÁËÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÞÉÓÌÁ Œ i-Ê ÓÔÒÏËÅ ËÒÁÔÎÙ 1=i (ÚÁÍÅÎÉŒ ÉÈ ÎÁ ÐÒÉ- ÂÌÉÖÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÎÅ ÐÏŒÌÉÑÅÔ ÎÁ ÐÒÅÄÅÌ). ôÅÐÅÒØ ÓÔÒÏÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ f ÔÁË: ŒÎÁÞÁÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ŒÒÅÍÑ ÒÕËÏŒÏÄÓÔŒÕÅÍÓÑ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÏÊ ËÁË ÔÁÂÌÉÃÅÊ ÞÁÓÔÏÔ, ÚÁÔÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ ËÏ ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÅ É ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÅÊ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌØÛÅÅ ŒÒÅÍÑ (ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ŒËÌÁÄ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÒÏËÉ Œ ÞÁÓÔÏÔÙ ÓÔÁÌ ÍÁÌ), ÚÁÔÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÔÒÅÔØÅÊ ÓÔÒÏËÅ É ÓÌÅÄÕÅÍ ÅÊ ÅÝč ÄÏÌØÛÅ (ÞÔÏÂÙ ÚÁÂÉÔØ ŒËÌÁÄ ÐÅÒŒÏÊ É ŒÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÉ) É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

éÔÁË, ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁÂÌÉÃÕ Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÅÓÌÉ ÚÁÐÒÏÓ ĂÓÄÅÌÁÔØ q_k ÂÏÌØÛÅ rĄ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÎÅ ÓÂÒÁÓÙŒÁÅÔÓÑ, ÔÏ Œ k-ÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ÎÉÖÎÉÊ ÐÒÅÄÅÌ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ q_k. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÓÔÒÏÑ n-À ÓÔÒÏËÕ ÔÁÂÌÉÃÙ Œ ÍÏÍÅÎÔ ŒÒÅÍÅÎÉ n, ÍÙ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÍ ŒÓÅ ÉÍÅÀÝÉÅÓÑ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ÚÁÐÒÏÓÙ (ÄÌÑ ŒÓÅÈ k) Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÉÈ ĂÓÔÁÖÁĄ (ÓËÏÌØËÏ ŒÒÅÍÅÎÉ ÜÔÏÔ ÚÁÐÒÏÓ ÕÖÅ ÎÅ ÓÂÒÏÛÅÎ), ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ p_k ÄÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ r ÐÏËÁ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ (ÐÏËÁ ÓÕÍÍÁ ÎÅ ÐÒÅŒÚÏÛÌÁ ÅÄÉÎÉÃÕ; ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÚÁÐÒÏÓÏŒ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ É ÜÔÏ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÓÌÕÞÉÔÓÑ, Œ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÍÙ ÏÂÒÅÚÁÅÍ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÚÁÐÒÏÓ, ÄÅÌÁÑ ÓÕÍÍÕ ÒÁŒÎÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅ, É ÚÁŒÅÒÛÁÅÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ n-Ê ÓÔÒÏËÉ).

ðÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÎÉÖÎÉÊ ÐÒÅÄÅÌ? ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ r < q_k ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ. ôÏÇÄÁ ÚÁÐÒÏÓ ĂÓÄÅÌÁÔØ q_k ÂÏÌØÛÅ rĄ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÐÏÑŒÉÔ- ÓÑ É ÕÖÅ ÂÏÌÅÅ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÓÂÒÏÛÅÎ. ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÚÁÐÒÏÓÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÑŒÉÌÉÓØ ÄÏ ÎÅÇÏ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ÂÕÄÕÔ ÓÂÒÏÛÅÎÙ, Á ÎÅËÏÔÏÒÙÅ | ÔÁË É ÎÅ ÂÕÄÕÔ. äÏÖÄčÍÓÑ ÔÁ- ËÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÜÔÉ ÓÂÒÏÓÙ ÐÒÏÉÚÏÊÄÕÔ. ôÏÇÄÁ ÓÒÅÄÉ ÚÁÐÒÏÓÏŒ Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÓÔÁÖÅÍ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÌÉÛØ ÔÁËÉÅ ÐÁÒÙ r^′; k^′, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÓÂÒÏÛÅÎÙ, É ÐÏÔÏÍÕ ÄÌÑ ÎÉÈ r^′ < q_k′ É ÐÏÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ r^′ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÁÛÉÍ r ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÚÁÐÒÏÓÙ Ó Â«ÏÌØÛÉÍ ÓÔÁÖÅÍ ÎÅ ÐÏÍÅÛÁÀÔ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÉÔØ ÎÁÛ ÚÁÐÒÏÓ, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. ▷ 154 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÉÖ- ÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÙ ÞÁÓÔÏÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÙ q_k.

[õËÁÚÁÎÉÅ. îÁÄÏ ÓËÏÍÂÉÎÉÒÏŒÁÔØ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ Ó ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ 153.]

155 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 112 ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ŒÅÒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÞÁ- ÓÔÉÞÎÙÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ f ÉÚ N Œ N ËÁË ĂÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÐÒÏÂÅÌÁÍÉĄ: ÄÌÑ

ÌÀÂÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÉÚ N Œ N ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ g(0); g(1); : : : (ÂÅÚ ÐÒÏÂÅÌÏŒ) Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÉÌÉ Â«ÏÌØÛÉÍÉ ÎÉÖÎÉÍÉ ÞÁÓÔÏÔÁÍÉ: ÎÉÖÎÑÑ ÞÁÓÔÏÔÁ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k Œ g ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÅÇÏ ÎÉÖÎÅÊ ÞÁÓÔÏÔÙ Œ f(0); f(1); : : : (ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÊ ËÁË ÎÉÖÎÉÊ ÐÒÅÄÅÌ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÐÏÑŒÌÅÎÉÊ ÞÉÓÌÁ k ÓÒÅÄÉ f(0); : : : ; f(N − 1), ÄÅÌčÎÎÏÇÏ ÎÁ N). [õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ N ÞÁÓÔÏÔÙ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ Œ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ N ÏÂÒÁ- ÚÕÀÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÕ (ŒÍÅÓÔÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÙ ÄÌÑ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ); ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 109 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÍÁÖÏÒÉÒÏ- ŒÁÔØ ÎÉÖÎÉÊ ÐÒÅÄÅÌ 0^′-ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÏÊ, ÏÔ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ ËÏ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ.]

[óÀÄÁ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÏÐÉÓÁÔØ ÐÒÏ ÏÒÁËÕÌÙ, ÎÅ ÍÅÎÑÀÝÉÅ KP , É ÎÏŒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÓÔÁ Ï ÎÅÐÏÌÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ?]

7. ûÅÎÎÏÎÏŒÓËÁÑ ÜÎÔÒÏÐÉÑ É ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ

[entropy]

7.1. ûÅÎÎÏÎÏŒÓËÁÑ ÜÎÔÒÏÐÉÑ

[entropy-def] ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÚÁËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ÂÕËŒÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ A, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ k ÂÕËŒ a_1; : : : ; a_k, ÄŒÏÉÞÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ (ÎÁÐÏÄÏÂÉÅ ÁÚÂÕËÉ íÏÒÚÅ, ÔÏÌØËÏ ŒÍÅÓÔÏ ÔÏÞËÉ É ÔÉÒÅ ÉÓ- ÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÎÕÌØ É ÅÄÉÎÉÃÁ). ðÕÓÔØ ÂÕËŒÁ a_i ËÏÄÉÒÕÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÓÌÏŒÏÍ c_i. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ c_i ÂÙÌÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. îÏ ÜÔÏÇÏ ÍÁÌÏ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ËÏÄÙ ÐÏÄÒÑÄ. óËÁÖÅÍ, ÅÓÌÉ ÁÌÆÁŒÉÔ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÂÕËŒ á, â É œ, ÉÍÅÀÝÉÈ ËÏÄÙ 0, 1 É 01, ÔÏ ÍÙ ÎÅ ÓÍÏÖÅÍ ÏÔÌÉÞÉÔØ ÓÌÏŒÏ áâáâ ÏÔ ÓÌÏŒÁ áâœ: Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÂÕÄÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ 0101. (œ ÁÚÂÕËÅ íÏÒÚÅ, ËÓÔÁÔÉ, ÔÁËÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÎÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÅÖÄÕ ÏÔÄÅÌØÎÙÍÉ ÂÕËŒÁÍÉ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÒÙŒ | ÂÏÌØÛÉÊ, ÞÅÍ ÍÅÖÄÕ ÔÏÞËÁÍÉ É ÔÉÒÅ ŒÎÕÔÒÉ ÂÕËŒÙ). ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÐÏÚÁÂÏÔÉÔØÓÑ ÏÂ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ.

äÒÕÇÏÊ ÐÒÅÄÍÅÔ ÚÁÂÏÔÙ ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ËÏÄÁ | ÅÇÏ ÜËÏÎÏÍÎÏÓÔØ. ðÏÌÅÚÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ËÏÄÏŒÙÅ ÓÌÏŒÁ c_i ÐÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÉÍÉ (ÎÁÓËÏÌØËÏ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÐÒÉ ÓÏÈÒÁ- ÎÅÎÉÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÕÄÁčÔÓÑ ÓÄÅÌÁÔØ ËÏÒÏÔËÉÍÉ ŒÓÅ ËÏÄÏŒÙÅ ÓÌÏŒÁ, ÒÁÚÕÍÎÏ Œ ÐÅÒŒÕÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÐÏÚÁÂÏÔÉÔØÓÑ Ï ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÞÁÓÔÏ ŒÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ ÂÕËŒÁÈ. (üÔÏ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ ÕÞÉÔÙŒÁÌÏÓØ É ÐÒÉ ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÉÉ ÁÚÂÕËÉ íÏÒÚÅ.)

7.1.1. ëÏÄÙ

[prefix-codes] ðÅÒÅÊÄčÍ Ë ÆÏÒÍÁÌØÎÙÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ. ëÏÄÏÍ ÄÌÑ ÁÌÆÁŒÉÔÁ A, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ k ÂÕËŒ a_1; : : : ; a_k, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÉÚ k ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ c_1; : : : ; c_k. ïÎÉ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÏÄÏŒÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÏÄÁ; ÓÌÏŒÏ c_i ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÄÏÍ ÂÕËŒÙ a_i; ŒÓÑËÏÅ ÓÌÏŒÏ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ A ËÏÄÉÒÕÅÔÓÑ ÄŒÏÉÞÎÙÍ ÓÌÏŒÏÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÍ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ËÏÄÏŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÂÕËŒ.

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ËÏÄ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ËÏÄÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÕËŒ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, É ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÄÅËÏÄÉÒÕÅÍÙÍ, ÅÓÌÉ ËÏÄÙ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ëÏÄ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÆÉËÓ- ÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÂÕËŒÁÍ ÁÌÆÁŒÉÔÁ A) ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ (ÐÒÅÆÉËÓÏÍ) ÄÒÕÇÏÇÏ. (üÔÏ ÎÁÚŒÁÎÉÅ ÓÔÁÌÏ ÔÒÁÄÉÃÉÏÎÎÙÍ, ÈÏÔÑ ÂÏÌÅÅ ÌÏÇÉÞÎÏÅ | ÂÅÓÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ | ÔÁËÖÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ.)

Theorem 113. œÓÑËÉÊ ÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÄÅËÏÄÉÒÕÅÍÙÍ.

◁ ðÅÒŒÏÅ ËÏÄÏŒÏÅ ÓÌÏŒÏ (ËÏÄ ÐÅÒŒÏÊ ÂÕËŒÙ) ÏÔÝÅÐÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ (Œ ÓÉÌÕ ÐÒÅÆÉËÓ- ÎÏÓÔÉ), ÚÁÔÅÍ ÏÔÝÅÐÌÑÅÔÓÑ ËÏÄ ŒÔÏÒÏÊ ÂÕËŒÙ É Ô.Ð. ▷

156 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅ ŒÓÑËÉÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÄÅËÏÄÉÒÕÅÍÙÊ ËÏÄ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÙÍ. [õËÁÚÁÎÉÅ. ïÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ĂÓÕÆÆÉËÓÎÙÍĄ.]

157 õËÁÖÉÔÅ ÑŒÎÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÃÉÆÒ 0; 1; 2 É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ. [õËÁÚÁÎÉÅ. éÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ 0 → 00, 1 → 01, 2 → 1.]

158 ðÕÓÔØ ÓÌÏŒÁ c_1; : : : ; c_k É d_1; : : : ; d_k ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ (ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ). ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ kl ÓÌÏŒ c_id_j (ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÅÍ ÏÄÎÏ ÓÌÏŒÏ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ ÂÅÚ ÒÁÚÄÅÌÉÔÅÌÑ) ÔÁËÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ.

þÔÏÂÙ ÓÒÁŒÎÉŒÁÔØ ËÏÄÙ ÐÏ ÉÈ ÜËÏÎÏÍÎÏÓÔÉ, ÎÕÖÎÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÔØ ÞÁÓÔÏÔÙ ÂÕËŒ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ p_1; : : : ; p_k, Œ ÓÕÍÍÅ ÒÁŒÎÙÅ ÅÄÉÎÉÃÅ; ÞÉÓÌÏ p_i ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÞÁÓÔÏÔÏÊ (ÉÌÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ) ÂÕËŒÙ a_i. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÄÁ c_1; : : : ; c_k (ÄÌÑ ÂÕËŒ a_1; : : : ; a_k) ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÒÅÄÎÀÀ ÄÌÉÎÕ ËÏÄÁ ËÁË ÓÕÍÍÕ ∑ i p_il(c_i)

œÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁ: ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ p_1; : : : ; p_k ÎÁÊÔÉ ËÏÄ ÐÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÒÅÄÎÅÊ ÄÌÉÎÙ (Œ ÔÏÍ ÉÌÉ ÉÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ ËÏÄÏŒ).

159 ëÁË ÎÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ (Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÒÅÄÎÅÊ ÄÌÉÎÙ) ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÊ ËÏÄ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ p_1; : : : ; p_n? [õËÁÚÁÎÉÅ: ŒÓÅ ÂÕËŒÙ ÎÁÄÏ ÕÐÏÒÑÄÏÞÉÔØ ÐÏ ÕÂÙŒÁÎÉÀ ÞÁÓÔÏÔ, Á ŒÓÅ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ | Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÄÌÉÎ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÐÕÓÔÏÇÏ.]

7.1.2. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÛÅÎÎÏÎÏŒÓËÏÊ ÜÎÔÒÏÐÉÉ

[entropy-code-length] þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÊ ÄÌÉÎÅ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÞÁÓÔÏÔ p_1; : : : ; p_k? äÌÑ ÏÔŒÅÔÁ ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÐÏÌÅÚÎÁ ÛÅÎÎÏÎÏŒÓËÁÑ ÜÎÔÒÏÐÉÑ. ïÎÁ ÏÐÒÅÄÅ- ÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ p_1; : : : ; p_k (ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ É Œ ÓÕÍÍÅ ÒÁŒÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃÅ) ËÁË ŒÅÌÉÞÉÎÁ

H = p_1(− log p_1) + p_2(− log p_2) + : : : + p_k(− log p_k)

(ÐÒÉ p = 0 ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ p log p = 0, ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÑÑ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÆÕÎËÃÉÀ p → p log p ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ).

íÏÔÉŒÉÒÏŒËÁ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÔÁËÏŒÁ: ÂÕËŒÁ a_i ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ Ó ÞÁÓÔÏÔÏÊ p_i, Á ËÁÖÄÏÅ Åč ÐÏ- ÑŒÌÅÎÉÅ ÎÅÓčÔ − log p_i ÂÉÔÏŒ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ; Œ ÓÒÅÄÎÅÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ H ÂÉÔÏŒ ÎÁ ÂÕËŒÕ. îÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ, ÐÏÞÅÍÕ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÑŒÌÅÎÉÅ ÂÕËŒÙ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p ÎÅÓčÔ − log p ÂÉÔÏŒ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁË. ðÕÓÔØ ÚÁÄÕÍÁÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ 2^n ÒÁŒÎÏŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. þÔÏÂÙ ÅÇÏ ÏÔÇÁÄÁÔØ, ÎÁÄÏ ÚÁÄÁÔØ n ŒÏÐÒÏÓÏŒ (ÔÉÐÁ ÄÁ/ÎÅÔ), ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÁčÔ 1 ÂÉÔ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ. úÎÁÞÉÔ, ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ 1=2^n ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ n ÂÉÔÁÍ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Œ ÓÏÂÙÔÉÉ.

ëÏÎÅÞÎÏ, ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÁÂÚÁÃ | ÜÔÏ ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÍÅÔÁÆÏÒÉÞÅÓËÉÊ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÊ, ÐÏÚŒÏÌÑÀ- ÝÉÊ ÌÅÇÞÅ ÚÁÐÏÍÎÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ. úÁÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÐÏÌÎÅ ÔÏÞÎÙÍ.

ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ p_1; : : : ; p_k, Œ ÓÕÍÍÅ ÒÁŒÎÙÅ ÅÄÉÎÉÃÅ.

Theorem 114. [prefix-code-length] (Á) äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÁ Ó ËÏÄÏŒÙÍÉ ÓÌÏ- ŒÁÍÉ c_1; : : : ; c_k ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∑ i p_il(c_i) ⩾ H

(ÓÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ ËÏÄÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÜÎÔÒÏÐÉÉ).

(Â) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ∑ i p_il(c_i) < H + 1

◁ úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÒÅÁÌØÎÏ ÆÉÇÕÒÉÒÕÀÔ ÎÅ ÓÁÍÉ ËÏÄÏŒÙÅ ÓÌÏŒÁ, Á ÉÈ ÄÌÉÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÁÖÎÏ ÚÎÁÔØ, ËÁËÉÅ ÎÁÂÏÒÙ ÞÉÓÅÌ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÄÌÉÎÁÍÉ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÁ. ïÔŒÅÔ ÄÁčÔ ÔÁËÁÑ ÌÅÍÍÁ:

ìÅÍÍÁ (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëÒÁÆÔÁ).[kraft-lemma] ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙ ÃÅÌÙÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØ- ÎÙÅ ÞÉÓÌÁ n_1; : : : ; n_k É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ c_1; : : : ; c_k ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÄÌÉÎ (l(c_i) = n_i), ÐÒÉÞčÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÏŒ ÎÅ ÂÙÌÏ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ. üÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ∑ i 2^{−ni} ⩽ 1.

üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁÍ ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÏÓØ, ÓÍ. ÌÅÍÍÙ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍ 50 (Ó. 90) É 52 (Ó. 91). ëÏÒÏÔËÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÅÓÌÉ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏŒ c_i ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ ÄÌÉÎ 2^{−ni} ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, É ÐÏÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ÉÈ ÄÌÉÎ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÙ. (œ ÄÒÕÇÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ: ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ c_i Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 2^{−ni} ; ÜÔÉ ÓÏÂÙÔÉÑ ÎÅÓÏŒÍÅÓÔÎÙ, ÔÁË ËÁË ÓÌÏŒÁ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙ, É ÐÏÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÙ.)

œ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÄÁÖÅ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÞÅÍ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 52, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ ÓÌÏŒ ËÏÎÅÞÎÏ ÉÈ ÄÌÉÎÙ ÚÁÒÁÎÅÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙ. îÕÖÎÏ ÐÒÏÓÔÏ ŒÙËÌÁÄÙŒÁÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ ÄÌÉÎ 2^{−ni} ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ ÎÁ ÏÔ- ÒÅÚËÅ [0; 1], ÐÒÉÞčÍ ÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÕÂÙŒÁÎÉÑ ÄÌÉÎ. ôÏÇÄÁ ËÁÖÄÙÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ ÂÕÄÅÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ ĂŒÙÒÏŒÎÅÎĄ É ÅÍÕ ÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÏŒÁÔØ ÄŒÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ n_i.

œÅÒÎčÍÓÑ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ p_i ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ, ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ÎÕÌÅŒÙÅ p_i ÎÅ ÄÁÀÔ ŒËÌÁÄÁ ÎÉ Œ ÓÒÅÄÎÀÀ ÄÌÉÎÕ ËÏÄÁ, ÎÉ Œ ÜÎÔÒÏÐÉÀ. œ ÐÕÎËÔÅ (Á) ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n_i | ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ É ∑ i 2^{−ni} ⩽ 1, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ∑ p_in_i ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÛÅÎÎÏÎÏŒÓËÏÊ ÜÎÔÒÏÐÉÉ H. üÔÏ ÕÄÏÂÎÅÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÓÒÁÚÕ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÈ n_i (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÃÅÌÙÈ) É ÐÅÒÅÊÄÑ Ë ÄÒÕÇÉÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ q_i ŒÅÌÉÞÉÎÕ 2^{−ni} . œ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÁËÏŒÏ: ÅÓÌÉ q_i > 0 É ∑ q_i ⩽ 1, ÔÏ ∑ p_i(− log q_i) ⩾ ∑ p_i(− log p_i)

üÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ çÉÂÂÓÁ[gibbs-inequality]. þÔÏÂÙ ÄÏËÁ- ÚÁÔØ ÅÇÏ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ ÐÒÁŒÏÊ É ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÒÁŒÎÁ ∑ i p_i log q_i p_i

É Œ ÓÉÌÕ ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ (ŒÚŒÅÛÅÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏŒ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ŒÚŒÅÛÅÎÎÏÊ ÓÕÍÍÙ: ∑ p_i log u_i ⩽ log( ∑ i p_iu_i); ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ u_i) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ log ( ∑ i p_i q_i p_i ) = log (∑ q_i ) ⩽ log 1 = 0:

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (Á) ÄÏËÁÚÁÎÏ.

ïÔÍÅÔÉÍ ËÓÔÁÔÉ, ÞÔÏ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÕÀ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ∑ i p_i log p_i q_i

ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ ëÕÌØÂÁËÁ { ìÅÊÂÌÅÒÁ (Kullback { Leibler distance) ÍÅÖÄÕ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅ- ÎÉÑÍÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ p_i É q_i (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ∑ q_i = 1), ÈÏÔÑ ÜÔÏ ĂÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅĄ É ÎÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ. œÙÐÕËÌÏÓÔØ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ (ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÔÏÒÏÊ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÏÊ) ÇÁÒÁÎ- ÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ É ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÌÉÛØ ÅÓÌÉ p_i = q_i ÐÒÉ ŒÓÅÈ i.

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (Â), ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÁ n_i = ⌈− log_2 p_i⌉ (ÇÄÅ ⌈u⌉ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ ÉÌÉ ÒÁŒÎÏÅ u). ôÏÇÄÁ p_i 2 < 2^{−ni} ⩽ p_i

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ 2^{−ni} ⩽ p_i ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕÓÌÏŒÉÑ ÌÅÍÍÙ (É ÐÏÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ËÏÄÏŒÙÅ ÓÌÏŒÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÄÌÉÎ). îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ p_i=2 < 2^{−ni} ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ n_i ÐÒÅŒÏÓ- ÈÏÄÉÔ (− log p_i) ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 1, ÞÔÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ É ÐÏÓÌÅ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÑ: ÓÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ ËÏÄÁ ( ∑ p_in_i) ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ H = ∑ p_i(− log p_i) ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 1. ▷ ëÒÁÔËÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÒÅÚÀÍÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË: ÅÓÌÉ ÚÁÂÙÔØ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÙ ËÏ- ÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÃÅÌÙÍÉ, É ÒÁÚÒÅÛÁÔØ ÌÀÂÙÅ ÞÉÓÌÁ n_i, ÔÏÌØËÏ ÂÙ ÓÕÍÍÁ 2^{−ni} ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÌÁ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÔÏ ŒÙÇÏÄÎÅÅ ŒÓÅÇÏ ŒÚÑÔØ n_i = − log p_i (ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÌÏÇÁ- ÒÉÆÍÁ). ôÒÅÂÏŒÁÎÉÅ ÖÅ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÓÔÉ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÀ n_i, ÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ.

Theorem 115. üÎÔÒÏÐÉÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ p_1; : : : ; p_n Ó n ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ log n É ÒÁŒÎÁ log n Œ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ p_i ÒÁŒÎÙ.

◁ åÓÌÉ n ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎØ ÄŒÏÊËÉ, ÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ H ⩽ log n ÐÒÑÍÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅ- ÍÙ 114, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ n ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ log n. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÄÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ çÉÂÂÓÁ Ó q_i = 1=n ÐÒÉ ŒÓÅÈ i É ŒÓÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÒÉ p_i = q_i. ▷

7.1.3. ëÏÄ èÁÆÆÍÁÎÁ

[huffman-encoding] íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÁ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ p_1; : : : ; p_k) ÚÁËÌÀÞÅÎÁ ÍÅÖÄÕ H É H + 1. ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ, ËÁË ÎÁÊÔÉ ÜÔÏÔ ËÏÄ.

ðÕÓÔØ n_1; : : : ; n_k | ÄÌÉÎÙ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ p_1; : : : ; p_k. âÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ (ÐÅÒÅÓÔÁŒÉŒ ÂÕËŒÙ), ÞÔÏ

p_1 ⩽ p_2 ⩽ : : : ⩽ p_k:

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ n_1 ⩾ n_2 ⩾ : : : ⩾ n_k

(ÅÓÌÉ ÂÙ ÂÏÌÅÅ ÞÁÓÔÁÑ ÂÕËŒÁ ËÏÄÉÒÏŒÁÌÁÓØ ÄÌÉÎÎÅÅ, ÞÅÍ ÂÏÌÅÅ ÒÅÄËÁÑ, ÔÏ ÏÂÍÅÎ ËÏÄÏŒ ÕÍÅÎØÛÉÌ ÂÙ ÓÒÅÄÎÀÀ ÄÌÉÎÕ).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÄÁ n_1 = n_2 (ÄŒÅ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÒÅÄËÉÅ ÂÕËŒÙ ŒÓÅÇÄÁ ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÄÌÉÎÕ ËÏÄÁ). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ n_1 > n_2, ÔÏ n_1 ÂÏÌØÛÅ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ n_i. ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÓÕÍÍÅ ∑ i 2^{−ni} ÐÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÍÅÎØÛÅ ŒÓÅÈ ÄÒÕÇÉÈ, ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∑ i 2^{−ni} ⩽ 1 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÞčÔÎÏÓÔÉ, É ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÅÇÏ ÍÅÎØÛÅ ÐÒÁŒÏÊ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÎÁ 2^{−n1} . á ÚÎÁÞÉÔ, n_1 ÍÏÖÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÎÅ ÎÁÒÕÛÉŒ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ∑ i 2^{−ni} ⩽ 1, É ËÏÄ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÍ.

ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ŒÙÂÏÒÅ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ËÏÄÁÍÉ Ó n_1 = n_2, É ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÍÉÎÉÍÕÍÕ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ

p_1n_1 + p_2n_2 + p_3n_3 + : : : + p_kn_k = (p_1 + p_2)n + p_3n_3 + : : : + p_kn_k

(ÅÓÌÉ ÞÅÒÅÚ n ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÏÂÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ n_1 É n_2) ÐÏ ŒÓÅÍ n; n_3; : : : ; n_k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

2^{−n} + 2^{−n} + 2^{−n3} + : : : + 2^{−nk} ⩽ 1:

ðÅÒÅÐÉÛÅÍ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ËÁË

2^{−(n−1)} + 2^{−n3} + : : : + 2^{−nk} ⩽ 1;

Á ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ, ÐÏÄÌÅÖÁÝÅÅ ÍÉÎÉÍÉÚÁÃÉÉ, ËÁË

(p_1 + p_2) + (p_1 + p_2)(n − 1) + p_3n_3 + : : : + p_kn_k:

þÌÅÎ (p_1 +p_2) ÐÏÓÔÏÑÎÅÎ É ÎÅ ŒÌÉÑÅÔ ÎÁ ÐÏÉÓË ÍÉÎÉÍÕÍÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÏÉÓËÕ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÄÌÑ k − 1 ÂÕËŒ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ p_1 + p_2; p_3; : : : ; p_k.

ðÏÌÕÞÁÅÍ ÒÅËÕÒÓÉŒÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ: ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÄŒÅ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÒÅÄËÉÅ ÂÕËŒÙ Œ ÏÄÎÕ (ÓÌÏÖÉŒ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ), ÎÁÊÔÉ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ (ÒÅËÕÒÓÉŒÎÙÊ ŒÙÚÏŒ), Á ÐÏÔÏÍ ŒÍÅÓÔÏ ÏÄÎÏÇÏ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÄÌÑ ÓÏÅÄÉÎčÎÎÏÊ ÂÕËŒÙ ŒÚÑÔØ ÄŒÁ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒÁ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÄÌÉÎÎÅÅ (x0 É x1); ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÓÔØ ËÏÄÁ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÎÁÒÕÛÉÔÓÑ.

ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁËÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÄÏÍ èÁÆÆÍÁÎÁ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ p_i.

7.1.4. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ëÒÁÆÔÁ { íÁËÍÉÌÌÁÎÁ

[kraft-mcmillan] äÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÍÙ ÉÚÕÞÁÌÉ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÐÒÅÆÉËÓÎÙÅ ËÏÄÙ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÄÅËÏÄÉÒÕÅÍÙÍ ËÏÄÁÍ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÄÁčÔ (Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ ËÏÄÁ):

Theorem 116 (ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ íÁËÍÉÌÌÁÎÁ). [mcmillan-inequality] ðÕÓÔØ c_1; : : : ; c_k | ËÏÄÏŒÙÅ ÓÌÏŒÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÄÅËÏÄÉÒÕÅÍÏÇÏ ËÏÄÁ, Á n_i = l(c_i) | ÉÈ ÄÌÉÎÙ. ôÏÇÄÁ ∑ i 2^{−ni} ⩽ 1:

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ (ÌÅÍÍÁ ëÒÁÆÔÁ) ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ É ÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÌÏŒ.

◁ âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ Œ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒÁÈ ŒÍÅÓÔÏ ÃÉÆÒ 0 É 1 ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÂÕËŒÙ u É v. (óËÁÖÅÍ, ËÏÄÏŒÙÅ ÓÌÏŒÁ 0, 01 É 11 ÍÙ ÚÁÐÉÛÅÍ ËÁË u, uv É vv.) îÁÐÉÛÅÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÕÀ ÓÕÍÍÕ (c_1 + : : : + c_k) ŒÓÅÈ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ, ŒÏÚŒÅÄčÍ Åč Œ N-À ÓÔÅÐÅÎØ (ÞÉÓÌÏ N ÍÙ ÐÏÔÏÍ ŒÙÂÅÒÅÍ) É ÒÁÓËÒÏÅÍ ÓËÏÂËÉ, ÎÅ ÐÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ u É v (ËÁË ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÎÉ ÎÅ ËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÌÉ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ N = 2 É ÄÌÑ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÐÒÉÍÅÒÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ

(u + uv + vv)(u + uv + vv) = uu + uuv + uvv + uvu + uvuv + uvvv + vvu + vvuv + vvvv:

ëÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÅÓÔØ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ, ÐÒÉÞčÍ ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ (ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ). ôÅÐÅÒØ ÐÏÄÓÔÁŒÉÍ ŒÍÅÓÔÏ u É v ÞÉÓÌÏ 1=2. œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (c_1 + : : : + c_k)^N ÐÒÅŒÒÁÔÉÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ Œ (2^{−n1} + : : : + 2^{−nk} )^N . ðÒÁŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÏÃÅÎÉÍ ÓŒÅÒÈÕ: ÅÓÌÉ ÂÙ Œ ÎÅč ŒÈÏÄÉÌÉ ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ t, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÂÙ 2^t ÞÌÅÎÏŒ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÅÎ 2^{−t}, É ÓÕÍÍÁ ÒÁŒÎÑÌÁÓØ ÂÙ 1 (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÄÌÉÎÙ). ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ, ÔÏ ÅÓÔØ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ N max(n_i).

ôÅÐÅÒØ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ∑ 2^{−ni} > 1, ÔÏ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ N ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ (ÒÁÓÔÕÝÁÑ ÜËÓÐÏ- ÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ) ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÂÏÌØÛÅ ÐÒÁŒÏÊ (ÒÁÓÔÕÝÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏ). ▷

üÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔ ŒÐÅÞÁÔÌÅÎÉÅ ÉÓËÕÓÓÔŒÅÎÎÏÇÏ (ÈÏÔÑ É ËÒÁÓÉŒÏÇÏ) ÔÒÀËÁ. âÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ (ÉÌÉ, ÅÓÌÉ ÕÇÏÄÎÏ, ÂÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÔÏÇÏ ÖÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ) ÂÕÄÅÔ ÐÒÉŒÅÄÅÎÏ ÎÉÖÅ (Ó. 193).

7.2. üÎÔÒÏÐÉÑ ÐÁÒÙ É ÕÓÌÏŒÎÁÑ ÜÎÔÒÏÐÉÑ

[entropy-pair]

7.2.1. üÎÔÒÏÐÉÑ ÐÁÒÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ

[entropy-pair-definition] ðÒÉ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÉ ÜÎÔÒÏÐÉÉ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÓÔÁÎ- ÄÁÒÔÎÕÀ ÄÌÑ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ. ðÕÓÔØ | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ, ÐÒÉ- ÎÉÍÁÀÝÁÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ _1; : : : ; _k Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ p_1; : : : ; p_k. ôÏÇÄÁ Åč ÛÅÎÎÏ- ÎÏŒÓËÁÑ ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ

H() = p_1(− log p_1) + : : : + p_k(− log p_k)

üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÏÂ ÜÎÔÒÏÐÉÉ ÐÁÒÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ É ” (ÏÐÒÅ- ÄÅÌčÎÎÙÈ ÎÁ ÏÄÎÏÍ É ÔÏÍ ÖÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÁÑ ÐÁÒÁ ÓÁÍÁ ÏÂÒÁÚÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ŒÅÌÉÞÉÎÕ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÐÁÒÙ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÓÕÍÍÙ ÜÎÔÒÏÐÉÊ:

Theorem 117. [entropy-pair-bound]

H(⟨; ”⟩) ⩽ H() + H(”)

íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÅÌÉÞÉÎÙ É ” ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Ó ÓÕÍÍÁÍÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏŒ. éÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ k ÚÎÁÞÅÎÉÊ _1; : : : ; _k, Á ” ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ l ÚÎÁÞÅÎÉÊ ”_1; : : : ; ”_l. ôÏÇÄÁ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ⟨; ”⟩ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, kl ÚÎÁÞÅÎÉÊ ⟨_i; ”_j ⟩ (ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÏÇÕÔ

ÎÅ ŒÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ ÉÌÉ ŒÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÕÌØ). òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ ÐÁÒÙ ⟨; ”⟩, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÄÁčÔÓÑ ÔÁÂÌÉÃÅÊ ÉÚ k ÓÔÒÏË É l ÓÔÏÌÂÃÏŒ: ÞÉÓÌÏ p_{ij} , ÓÔÏÑÝÅÅ Œ i-Ê ÓÔÒÏËÅ É j-Í ÓÔÏÌÂÃÅ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ Ă( = _i) É (” = ”_j )Ą (ÚÄÅÓØ i = 1; : : : ; k É j = 1; : : : ; l). œÓÅ ÞÉÓÌÁ p_{ij} ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ É Œ ÓÕÍÍÅ ÒÁŒÎÙ ÅÄÉÎÉÃÅ (ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÇÕÔ ÒÁŒÎÑÔØÓÑ ÎÕÌÀ).

óÌÏÖÉŒ ÞÉÓÌÁ Œ ÓÔÒÏËÁÈ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ ŒÅÌÉÞÉÎÙ : ÏÎÁ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ _i Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ∑ j p_{ij} ; ÜÔÕ ÓÕÍÍÕ ÕÄÏÂÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ p_{i∗}; ÁÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ” ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ”_j Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p_{∗j}, ËÏÔÏÒÁÑ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÞÉÓÅÌ Œ j-Í ÓÔÏÌÂÃÅ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÓÐÒÁŒÅÄ- ÌÉŒÏÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ, Œ ÓÕÍÍÅ ÒÁŒÎÙÍÉ ÅÄÉÎÉÃÅ: ∑ i;j p_{ij}(− log p_{ij}) ⩽ ∑ i p_{i∗}(− log p_{i∗}) + ∑ j p_{∗j}(− log p_{∗j} )

(ÇÄÅ p_{i∗} É p_{∗j} ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ËÁË ÓÕÍÍÙ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ É ÓÔÏÌÂÃÁÍ).

üÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÓÞčÔÅ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ, ÎÏ ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÏ- ÎÉÍÁÔØ ÅÇÏ ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÙÊ ÓÍÙÓÌ. åÓÌÉ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÉÔØ (ÚÁÂÙŒ ÐÒÏ ÒÁÚÎÉÃÕ ÐÏÒÑÄËÁ ÅÄÉÎÉÃÙ) ÜÎÔÒÏÐÉÀ Ó ÄÌÉÎÏÊ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÁ, ÔÏ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÐÕÓÔØ ÉÍÅÀÔÓÑ ËÏÒÏÔËÉÅ ÐÒÅÆÉËÓÎÙÅ ËÏÄÙ ÄÌÑ É ” (Ó ËÏÄÏŒÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ c_1; : : : ; c_k É d_1; : : : ; d_l). ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ËÏÄ ÄÌÑ ÐÁÒÙ ⟨; ”⟩, ËÏÄÉÒÕÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ⟨_i; ”_j⟩ ÓÌÏŒÏÍ c_id_j (ÐÒÉ- ÐÉÓÙŒÁÅÍ d_j ÓÐÒÁŒÁ Ë c_i ÂÅÚ ÒÁÚÄÅÌÉÔÅÌÑ). üÔÏ ÂÕÄÅÔ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ (ÞÔÏÂÙ ÏÔÝÅÐÉÔØ ËÏÄÏŒÏÅ ÓÌÏŒÏ ÏÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÁÄÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÏÔ- ÝÅÐÉÔØ c_i, Á ÐÏÔÏÍ d_j; Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ). óÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ ÜÔÏÇÏ ËÏÄÁ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ ÓÒÅÄÎÉÈ ÄÌÉÎ ËÏÄÏŒ ÄÌÑ É ”. ïÎ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÂÙÔØ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÍ (ŒÅÄØ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÔÒÏÇÉÍ), ÎÏ ÄÁčÔ ÏÃÅÎËÕ ÓŒÅÒÈÕ ÄÌÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÄÁ.

◁ üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅŒÒÁÔÉÔØ Œ ÓÔÒÏÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÅÓÌÉ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 114 (Ó. 184) ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ÞÔÏ ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÒÁŒÎÁ ÍÉÎÉÍÕÍÕ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ∑ i p_i(− log_2 q_i) ÐÏ ŒÓÅÍ ÎÁÂÏÒÁÍ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ q_i Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÐÁÒÙ (ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ) ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÕÍ ÓÕÍÍ ∑ i;j p_{ij} (− log q_{ij} )

ÐÏ ŒÓÅÍ ÎÁÂÏÒÁÍ q_{ij} ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÓÕÍÍÏÊ ÅÄÉÎÉÃÁ. âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÅ ŒÓÅ ÎÁÂÏÒÙ, Á ÌÉÛØ ÎÁÂÏÒÙ ĂÒÁÎÇÁ 1Ą, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ËÁË ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ

q_{ij} = q_{i∗} · q_{∗j}

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ q_{i∗} É q_{∗j} , ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ÓÕÍÍÕ 1. ôÏÇÄÁ (− log q_{ij} ) ÒÁÓÐÁÄčÔÓÑ Œ ÓÕÍÍÕ (− log q_{i∗}) + (− log q_{∗j} ), Á ŒÓÑ ÓÕÍÍÁ | Œ ÄŒÅ ÓÕÍÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ (ÐÏÓÌÅ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÉÎÄÅËÓÏŒ) ÏËÁÖÕÔÓÑ ÒÁŒÎÙÍÉ ∑ i p_{i∗}(− log q_{i∗}) É ∑ j p_{∗j} (− log q_{∗j} )

ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. íÉÎÉÍÕÍÙ ÜÔÉÈ ÓÕÍÍ ÒÁŒÎÙ H() É H(”).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÕÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÐÏ ŒÓÅÍ ÎÁÂÏÒÁÍ, Á ÐÒÁŒÁÑ | ÐÏ ÎÁÂÏÒÁÍ ÒÁÎÇÁ 1, ÏÔËÕÄÁ É ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ. ▷

7.2.2. õÓÌÏŒÎÁÑ ÜÎÔÒÏÐÉÑ

[conditional-entropy-definition] õÓÌÏŒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ B ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ ÓÏÂÙÔÉÑ A ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÓÏÂÙÔÉÑ ĂA É BĄ Ë ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÓÏÂÙÔÉÑ A. üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ, ÅÓÌÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ A ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ. íÏÔÉŒÉÒÏŒËÁ ÐÏÎÑÔÎÁ: ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÄÏÌÀ ÉÓÈÏÄÏŒ, ÇÄÅ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ B, ÎÅ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÉÓÈÏÄÏŒ, Á ÔÏÌØËÏ ÓÒÅÄÉ ÔÅÈ, ÇÄÅ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ A.

åÓÌÉ A | ÓÏÂÙÔÉÅ, Á | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ _1; : : : ; _k, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ (ÐÏÍÉÍÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ Pr[ = _i]) É ÕÓÌÏŒÎÙÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ Pr[( = i)|A]. éÈ ÓÕÍÍÁ ÔÏÖÅ ÒÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ, É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÏŒÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅ- ÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. åÇÏ ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÜÎÔÒÏÐÉÅÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ H(|A), Á ÓÁÍÏ ÜÔÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÍÏÖÎÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ (|A).

160 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÅÌÉÞÉÎÁ H(|A) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÂÏÌØÛÅ, É ÍÅÎØÛÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ H(). [õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (|A) (ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÐÒÉ ÍÁÌÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÓÏÂÙÔÉÑ A) ÍÁÌÏ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ .]

îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, H(|A) | ÜÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÁÑ ÓÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ ËÏÄÁ, ÅÓÌÉ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÌÉÛØ ÓÌÕÞÁÉ, ËÏÇÄÁ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ ÓÏÂÙÔÉÅ A.

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ (ËÁË É Œ ÐÒÏÛÌÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ) ÄÁÎÙ ÄŒÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ É ”. âÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÎÅÎÕÌÅŒÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ (ÎÕÌÅŒÙÅ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÏÓÉÔØ). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ”_j ŒÅÌÉÞÉÎÙ ” ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÏÂÙÔÉÅ ” = ”_j (ÅÇÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÌÉ p_{∗j} ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÓÌÏŒÎÕÀ ÜÎÔÒÏÐÉÀ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ ÜÔÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ. ïÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ i → p_{ij} =p_{∗j} . äÁÌÅÅ ÕÓÒÅÄÎÉÍ ÜÔÉ ÜÎÔÒÏÐÉÉ Ó ŒÅÓÁÍÉ, ÒÁŒÎÙÍÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍ ÓÏÂÙÔÉÊ ” = ”_j . ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÜÎÔÒÏÐÉÅÊ ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ ” É ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ H(|”). æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, H(|”) = ∑ j Pr[” = ”_j ]H(|” = ”_j )

ÉÌÉ, Œ ÎÁÛÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ,

H(|”) = ∑ j p_{∗j} ∑ i p_{ij} p_{∗j} ( − log p_{ij} p_{∗j} )

ïÓÎÏŒÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÜÎÔÒÏÐÉÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÙ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÊ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ ; ”:

Theorem 118. [conditional-entropy]

(Á) H(|”) ⩾ 0;

(Â) H(|”) = 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ = f(”) Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f (ÏÇÏŒÏÒËÁ ÐÒÏ ĂŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ 1Ą ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÒÅÎÅÂÒÅÇÁÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅŒÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ).

(Œ) H(|”) ⩽ H() (Ç) H(⟨; ”⟩) = H(”) + H(|”)

◁ ðÅÒŒÏÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ŒÓÅ H(|” = ”_j ) ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ, ÐÏÔÏÍÕ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ É ÉÈ ŒÚŒÅÛÅÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ.

(Â) åÓÌÉ ŒÚŒÅÛÅÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ, ÔÏ ŒÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÁÍÉ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ”_j ŒÅÌÉÞÉÎÁ (|” = ”_j ) ÉÍÅÅÔ ÎÕÌÅŒÕÀ ÜÎÔÒÏÐÉÀ (É ÐÏÔÏÍÕ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÌÉÛØ ÏÄÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÏÂÙÔÉÊ ÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅ- ÒÏÑÔÎÏÓÔÉ).

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (Œ) ÍÏÖÎÏ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ ÔÁË: H(|”) ÂÕÄÅÔ ÓÒÅÄÎÅÊ ÄÌÉÎÏÊ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÄÌÑ , ÅÓÌÉ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ, Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ” (Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓŒÏÊ ËÏÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÏÐÔÉÍÉÚÉÒÕÅÔÓÑ Ó ÕÞčÔÏÍ ÕÓÌÏŒÎÙÈ ŒÅÒÏ- ÑÔÎÏÓÔÅÊ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÂÌÅÇÞÁÅÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ËÏÄÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ H().

âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ: ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ j ŒÅÌÉÞÉÎÁ H(|” = ”_j) ÒÁŒÎÁ ÍÉÎÉÍÕÍÕ ÓÕÍÍÙ ∑ i p_{ij} p_{∗j}

(− log q_{ij} )

ÐÏ ŒÓÅÍ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ q_{1j} + q_{2j} + : : : + q_{kj} = 1 (ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÓŒÏÊ ÎÁÂÏÒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ j) É ÐÏÔÏÍÕ H(|”) ÒÁŒÎÁ ÍÉÎÉÍÕÍÕ ÓÕÍÍÙ ∑ j p_{∗j} ∑ i p_{ij} p_{∗j}

(− log q_{ij} )

ÐÏ ŒÓÅÍ ÔÁÂÌÉÃÁÍ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÍ ÉÚ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ q_{ij}, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÍÍÁ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÒÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ. åÓÌÉ ÍÙ ÔÅÐÅÒØ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍÓÑ ÔÁÂÌÉÃÁÍÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÓÔÏÌÂÃÙ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ, q_{ij} = q_i, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÐÒÅŒÒÁÔÉÔÓÑ Œ ∑ j p_{∗j} ∑ i p_{ij} p_{∗j}

(− log q_i) = ∑ j ∑ i p_{ij}(− log q_i) = ∑ i p_{i∗}(− log q_i)

É Åč ÍÉÎÉÍÕÍ ÓÔÁÎÅÔ ÒÁŒÎÙÍ H(). ðÏÜÔÏÍÕ H(|”) ⩽ H().

îÁËÏÎÅÃ, ÐÕÎËÔ (Ç) ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ: ∑ i;j p_{ij} (− log p_{ij} ) = ∑ j p_{∗j} ∑ i p_{ij} p_{∗j}

(− log p_{ij} p_{∗j}

− log p_{∗j}) = ∑ j p_{∗j} ∑ i p_{ij} p_{∗j}

(− log p_{ij} p_{∗j} ) + ∑ j p_{∗j} ∑ i p_{ij} p_{∗j}

(− log p_{∗j} ) = ∑ j p_{∗j}H(|” = ”_j ) + ∑ j p_{∗j} (− log p_{∗j}) = H(|”) + H(”):

ôÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ▷

éÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ 117 (Ó. 188). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÎÅč ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÐÁÒÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÜÎÔÒÏÐÉÉ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ Åč ÞÌÅÎÏŒ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÕÓÌÏŒÎÁÑ ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ). ïÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

Theorem 119. [no-new-entropy] ðÕÓÔØ | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÊ, Á f | ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ . ôÏÇÄÁ

H(f()) ⩽ H();

ÇÄÅ f() | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ f Ë (ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ f É ).

ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÎÁÂÏÒÏŒ ÞÉÓÅÌ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ Ë f() ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÂSSÅÄÉÎÑÅÍ ÎÅËÏ- ÔÏÒÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (ÓËÌÁÄÙŒÁÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ).

◁ œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÅÌÉÞÉÎÁ ⟨; f()⟩ ÉÍÅÅÔ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÞÔÏ É , ÐÏÜÔÏÍÕ Åč ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÜÎÔÒÏÐÉÉ ŒÔÏÒÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÐÁÒÙ. ▷

161 õËÁÖÉÔÅ ÐÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ É ÐÏÉÓËÁ ÍÉÎÉÍÕÍÁ.

162 œ ËÁËÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 119 ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ?

7.2.3. îÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ É ÜÎÔÒÏÐÉÑ

[independence-and-entropy] ðÏÎÑÔÉÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ ÌÅÇËÏ ŒÙÒÁ- ÖÁÅÔÓÑ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÜÎÔÒÏÐÉÉ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ŒÅÌÉÞÉÎÙ É ” ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÅÓÌÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ Ă = _i É ” = ”_j Ą ÒÁŒÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÓÏÂÙÔÉÊ = _i É ” = ”_j ÐÏ ÏÔ- ÄÅÌØÎÏÓÔÉ. (ðÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ: ÅÓÌÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ” = ”_j ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ É ÄÌÑ ” ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ = _i.) œ ÎÁÛÉÈ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÅÎÉÑÈ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ p_{ij} = p_{i∗}p_{∗j} (ÍÁÔÒÉÃÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ 1).

Theorem 120. [independence] œÅÌÉÞÉÎÙ É ” ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ

H(⟨; ”⟩) = H() + H(”):

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ËÒÉÔÅÒÉÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 117 ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 118, ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ŒÉÄÅ H() = H(|”) ÉÌÉ H(”) = H(”|).

◁ ìÏÇÁÒÉÆÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ: ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ log (∑ p_ix_i ) ⩾ ∑ p_i log x_i;

ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÅ ÄÌÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ p_i Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ x_i, ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÌÉÛØ ÅÓÌÉ ŒÓÅ x_i ÒÁŒÎÙ (ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÔÅÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÈÏÄÑÔ Ó ÎÕÌÅŒÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ p_i).

ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ p_i, Œ ÓÕÍÍÅ ÒÁŒÎÙÈ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÍÉÎÉÍÕÍ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ∑ p_i(− log q_i)

ËÏÔÏÒÙÊ ÂÅÒčÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍ q_i, Œ ÓÕÍÍÅ ÒÁŒÎÙÍ 1, ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ Œ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎ- ÎÏÊ ÔÏÞËÅ, ËÏÇÄÁ q_i = p_i. (îÁÄÏ ÕÔÏÞÎÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ p_i = 0 ÍÙ ÐÏÌÁÇÁÅÍ p_i(− log q_i) = 0 É ÒÁÚÒÅÛÁÅÍ q_i ÂÙÔØ ÎÕÌÅŒÙÍ.)

ôÅÐÅÒØ ŒÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÄÅÌÁÌÏÓØ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 117. íÉÎÉÍÕÍ ÐÏ ÍÁÔÒÉÃÁÍ ÒÁÎÇÁ 1 (ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ ÜÎÔÒÏÐÉÊ) ÄÏÓÔÉÇÁÌÓÑ ÐÒÉ

q_{ij} = p_{i∗} · p_{∗j}

åÓÌÉ ÏÎ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÉÎÉÍÕÍÏÍ ÐÏ ŒÓÅÍ ÎÁÂÏÒÁÍ q_{ij} , ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÐÒÉ q_{ij} = p_{ij} , ÔÏ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

p_{ij} = p_{i∗} · p_{∗j}

É ŒÅÌÉÞÉÎÙ É ” ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. ▷

163 ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÏÓÎÏŒÙŒÁÑÓØ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÅ 118.

164 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ¸; ˛; ‚ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ Œ ÓÏŒÏËÕÐÎÏÓÔÉ (ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ (¸ = ¸_i; ˛ = ˛_j; ‚ = ‚_k) ÒÁŒÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ÔÒčÈ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ H(⟨¸; ˛; ‚⟩) = H(¸) + H(˛) + H(‚):

ôÅÏÒÅÍÙ 117 É 120 ÐÏËÁÚÙŒÁÀÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ H() + H(”) − H(⟨; ”⟩) ŒÓÅÇÄÁ ÎÅÏÔÒÉ- ÃÁÔÅÌØÎÁ É ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÅÌÉÞÉÎÙ É ” ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÌÏÇÉÞÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ Åč ÞÉÓÌÏŒÏÊ ÍÅÒÏÊ ĂÓÔÅÐÅÎÉ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉĄ ÍÅÖÄÕ É ”. üÔÕ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ I( : ”) É ÎÁÚÙŒÁÀÔ ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ É ”. ôÅÏÒÅÍÁ 118 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ I( : ”) ÔÁË:

I( : ”) = H(”) − H(”|) = H() − H(|”):

(ŒÚÁÉÍÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ĂÎÁÓËÏÌØËÏ ÚÎÁÎÉÅ ÏÄÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÜÎÔÒÏ- ÐÉÀ ÄÒÕÇÏÊĄ).

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÐÏÎÑÔÉÊ ÓÎÏŒÁ ÄÏËÁÖÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ íÁËÍÉÌÌÁ- ÎÁ.[macmillan-revisited] íÙ ÂÕÄÅÍ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÎÅÍÎÏÇÏ Œ ÄÒÕÇÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ É ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÄÅËÏÄÉÒÕÅÍÏÇÏ ËÏÄÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÓÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ H().

þÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÏÇÏ ËÏÄÁ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÓÅ ËÏÄÏŒÙÅ ÓÌÏ- ŒÁ ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ ÍÅÎØÛÅ c, ÓÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ H() − log c. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ n_i | ÄÌÉÎÙ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ ÔÁËÏÇÏ ËÏÄÁ, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ŒÅÌÉÞÉÎ 2^{−ni} ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ c (ÄÌÑ ËÁ- ÖÄÏÊ ÄÌÉÎÙ ÓÕÍÍÁ ÐÏ ÓÌÏŒÁÍ ÜÔÏÊ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÙ), É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 114 ÕÈÕÄÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ log c.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ N ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ ËÏÐÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉ- ÞÉÎÙ . œÏÚÎÉËÁÀÝÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ^N , ÉÍÅÅÔ ÜÎÔÒÏÐÉÀ Œ N ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ. åÓÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄÌÑ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÐÉÊ ÎÁÛ ÏÄÎÏÚÎÁÞ- ÎÏ ÄÅËÏÄÉÒÕÅÍÙÊ ËÏÄ, Á ÐÏÔÏÍ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ËÏÄ ÄÌÑ ^N , ÓÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ Œ N ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ ÓÒÅÄÎÅÊ ÄÌÉÎÙ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÄÌÑ . üÔÏÔ ËÏÄ ÂÕÄÅÔ ÉÎSSÅËÔÉŒÎÙÍ (ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ), É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÅÇÏ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ cN, ÇÄÅ c | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ËÏÄÏŒÙÈ ÓÌÏŒ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ ÎÁÍÉ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÄÅËÏÄÉÒÕÅÍÏÇÏ ËÏÄÁ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÁÂÚÁÃÁ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ N · (ÓÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÄÅËÏÄÉÒÕÅÍÏÇÏ ËÏÄÁ) ⩾ NH() − log(cN) ôÅÐÅÒØ, ÐÏÄÅÌÉŒ ÎÁ N É ÕÓÔÒÅÍÉŒ N Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÐÏÓËÏÌØËÕ log(cN)=N ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 0).

ôÅÐÅÒØ ÕÖÅ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÏÂÓÔŒÅÎÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ íÁËÍÉÌÌÁÎÁ. ðÕÓÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÄÅËÏÄÉÒÕÅÍÙÊ ËÏÄ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÏÊ n_1; : : : ; n_k É ∑ 2^{−ni} > 1. ðÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ p_i = 2^{−ni} , Á ÚÁÔÅÍ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÍ p_i, ÓÄÅÌÁŒ ÉÈ ÓÕÍÍÕ ÒÁŒÎÏÊ ÅÄÉÎÉÃÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ŒÅÌÉÞÉÎÕ Ó ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ p_i É Åč ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÁÛÅÇÏ ËÏÄÁ. óÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ ËÏÄÁ ÂÕÄÅÔ ∑ p_in_i É ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ H = ∑ p_i(− log p_i), ÐÏÓËÏÌØËÕ n_i < − log p_i ÚÁ ÓÞčÔ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÑ ŒÅÌÉÞÉÎ p_i.

165 ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ íÁËÍÉÌÌÁÎÁ É ÕÓÔÁÎÏŒÉÔÅ ÅÇÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ Ó ÒÁÎÅÅ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÍ.

7.2.4. ĂòÅÌÑÔÉŒÉÚÁÃÉÑĄ É ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

[entropy-relativization] äÏËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÓŒÏÉ ĂÕÓÌÏŒÎÙÅĄ ŒÁ- ÒÉÁÎÔÙ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

H(⟨; ”⟩) ⩽ H() + H(”)

ÐÒÉ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ¸ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ

H(⟨; ”⟩|¸) ⩽ H(|¸) + H(”|¸)

îÏŒÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÔÁË ËÁË ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ¸_i ÓÌÕÞÁÊ- ÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ¸ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

H(⟨; ”⟩|¸ = ¸_i) ⩽ H(|¸ = ¸_i) + H(”|¸ = ¸_i)

(ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 117 Ë ÕÓÌÏŒÎÙÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ É ”), É ÏÓÔÁčÔÓÑ ÓÌÏÖÉÔØ ÜÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Ó ŒÅÓÁÍÉ Pr[¸ = ¸_i].

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÕÓÌÏŒÎÙÅ ÜÎÔÒÏÐÉÉ ÞÅÒÅÚ ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÙÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ H(˛|‚) = H(⟨˛; ‚⟩) − H(‚), É ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÞÌÅÎÙ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

Theorem 121 (ÂÁÚÉÓÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ). [basic-shannon]

H(; ”; ¸) + H(¸) ⩽ H(; ¸) + H(”; ¸)

äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ÕÇÌÏŒÙÅ ÓËÏÂËÉ É ÐÉÛÅÍ H(; ”; ¸) ŒÍÅÓÔÏ H(⟨; ”; ¸⟩) ÉÌÉ ÅÝč ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏÇÏ H(⟨⟨; ”⟩; ¸⟩).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ĂÒÅÌÑÔÉŒÉÚÁÃÉÀĄ (ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ ËÁË ÕÓÌÏŒÉÊ) ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ É Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ É ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÓËÁÖÅÍ, I(¸ : ˛|‚) ËÁË

H(¸|‚) + H(˛|‚) − H(⟨¸; ˛⟩|‚):

âÁÚÉÓÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (ÔÅÏÒÅÍÁ 121) ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ I(¸ : ˛|‚) ⩾ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ ¸; ˛; ‚.

166 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I(⟨¸; ˛⟩ : ‚) ⩾ I(¸ : ‚)

167 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ

I(⟨¸; ˛⟩ : ‚) = I(¸ : ‚) + I(˛ : ‚|¸):

åÓÌÉ I(¸ : ‚|˛) = 0, ÇÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ¸ É ‚ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ ˛, Á ÔÁËÖÅ ÞÔÏ ¸; ˛; ‚ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÁÒËÏŒÓËÕÀ ÃÅÐØ (ĂÐÒÏÛÌÏÅĄ ¸ ÓŒÑÚÁÎÏ Ó ĂÂÕÄÕÝÉÍĄ ‚ ÌÉÛØ ÞÅÒÅÚ ĂÎÁÓÔÏÑÝÅÅĄ ˛). 168 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ I(¸ : ‚) ⩽ I(¸ : ˛), É ÐÏÔÏÍÕ I(¸ : ‚) ⩽ H(˛). ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ ÐÏÌÅÚÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÁÍ ÄÌÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Œ ÇÌÁŒÅ 2. äÉÁÇÒÁÍÍÁ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ŒÅÌÉÞÉÎ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÒčÈ ÏÂÌÁÓÔÅÊ, ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ; ÓÕÍÍÙ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Œ ÄŒÕÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÓÌÅŒÁ ÒÁŒÎÁ H(¸), Á Œ ÄŒÕÈ ÏÂÌÁÓÔÑÈ ÓÐÒÁŒÁ | H(˛) (ÒÉÓ.18).

òÉÓ. 18. üÎÔÒÏÐÉÉ ÄŒÕÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ. [entropy.1]

äÉÁÇÒÁÍÍÁ ÄÌÑ ÔÒčÈ ŒÅÌÉÞÉÎ ¸; ˛; ‚ ÐÏËÁÚÁÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 19. ãÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÌÉ ÞÅÒÅÚ I(¸ : ˛ : ‚); ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ËÁË I(¸ : ˛)−I(¸ : ˛|‚), Á ÔÁËÖÅ ËÁË I(¸ : ‚)−I(¸ : ‚|˛) É Ô.Ð. | ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÙÍ ÜÎÔÒÏÐÉÑÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ

I(¸ : ˛ : ‚) = H(¸) + H(˛) + H(‚) − H(¸; ˛) − H(¸; ‚) − H(˛; ‚) + H(¸; ˛; ‚)

œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÛÅÓÔÉ ÄÒÕÇÉÈ ŒÅÌÉÞÉÎ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ, I(¸ : ˛ : ‚) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÊ. ôÁË ÂÕÄÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ¸ É ˛ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÎÏ ÚÁŒÉÓÉÍÙ ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ ‚.

169 ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÉÈ ŒÅÌÉÞÉÎ ¸; ˛; ‚. [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÐÒÉÍÅÒÏÍ ÎÁ Ó. 52 ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ¸ É ˛, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÅ ÎÁ {0; 1}, É ÐÏÌÏÖÉÔØ ‚ = ¸ + ˛ mod 2.]

170 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ¸ É ˛ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ " < 1=2, É ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ¸ ÒÁŒÎÏ a, ÔÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ æÁÎÏ:

H(¸|˛) ⩽ " log a + h(");

ÇÄÅ h(") | ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ Ó ÄŒÕÍÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÉÍÅÀÝÉÍÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ " É 1 − ". [õËÁÚÁÎÉÅ. œŒÅÄčÍ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ‚, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÄŒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 É 1 ÐÒÉ ¸ ≠˛ É ¸ = ˛ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ôÏÇÄÁ H(¸|˛) ⩽ H(‚) + H(¸|˛; ‚). ðÅÒŒÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ ÒÁŒÎÏ h("), Á ŒÔÏÒÏÅ ÎÁÄÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË

Pr[‚ = 0]H((¸|˛)|‚ = 0) + Pr[‚ = 1]H((¸|˛)|‚ = 1);

òÉÓ. 19. üÎÔÒÏÐÉÉ ÔÒčÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ. [entropy.2]

ÔÏ ÅÓÔØ Pr[¸ ≠ ˛]H((¸|˛)|¸ ≠ ˛) + Pr[¸ = ˛]H((¸|˛)|¸ = ˛);

ÞÔÏ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ " log a + 0.]

171 ðÕÓÔØ H(¸|˛; ‚) = 0 É I(˛ : ¸) = 0. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ H(‚) ⩾ H(¸). (åÓÌÉ ÁÇÅÎÔ ÈÏÞÅÔ ÐÅÒÅÄÁÔØ Œ ãÅÎÔÒ ÓÅËÒÅÔÎÏÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ ¸ Œ ŒÉÄÅ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ ˛ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÚÁÒÁÎÅÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÇÏ Ó ãÅÎÔÒÏÍ ËÌÀÞÁ ‚, ÐÒÉÞčÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ŒÒÁÇÉ, ÎÅ ÚÎÁÀÝÉÅ ‚, ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÎÉËÁËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÏÂ ¸, ÔÏ ÜÎÔÒÏÐÉÑ ËÌÀÞÁ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÜÎÔÒÏÐÉÉ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ. üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÉÎÏÇÄÁ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ûÅÎÎÏÎÁ ÏÂ ÉÄÅÁÌØÎÏÍ ÛÉÆÒÅ.)

172 [condit-triple-entropy] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÔÒčÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ ¸; ˛; ‚ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

2H(¸; ˛; ‚) ⩽ H(¸; ˛) + H(˛; ‚) + H(¸; ‚):

[õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÍ. ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 26, (Ó. 50).]

7.3. óÌÏÖÎÏÓÔØ É ÜÎÔÒÏÐÉÑ

[complexity-and-entropy] òÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÛÅÎÎÏÎÏŒÓËÏÊ ÜÎÔÒÏÐÉÉ, ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÜÎÔÒÏÐÉÉ É ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ (ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ) ÓÈÏÄÎÙ Ó ÁÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÙÍÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑÍÉ Ï ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÓÍ. ÇÌÁŒÕ 2). íÏÖÎÏ ÌÉ ËÁËÉÍ-ÌÉÂÏ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÔÏÞÎÉÔØ É ÆÏÒÍÁÌÉÚÏŒÁÔØ ÜÔÉ ÁÎÁÌÏÇÉÉ?

œÏÐÒÏÓ ÜÔÏÔ ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÄŒÏÑËÏ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒ- ÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÛÅÎÎÏÎÏŒÓËÁÑ ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÐÏÈÏÖÉ ÐÏ ÓŒÏÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍ (ÓËÁÖÅÍ, ÄÌÑ ÎÉÈ ŒÅÒÎÙ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 10.6, Ó. 290). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÍÏÖÎÏ ÓÒÁŒÎÉ- ŒÁÔØ ÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÛÅÎÎÏÎÏŒÓËÏÊ ÜÎÔÒÏÐÉÉ, É ÜÔÉÍ ÍÙ

ÓÅÊÞÁÓ ÚÁÊÍčÍÓÑ. ðÒÁŒÄÁ, ÔÕÔ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÏÂÌÅÍÁ: ÛÅÎÎÏÎÏŒÓËÁÑ ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÁ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ, Á ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ | ÄÌÑ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ, ËÁË ÖÅ ÉÈ ÓÒÁŒÎÉŒÁÔØ? ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÉÎÏÇÄÁ ÔÁËÏÅ ÓÒÁŒÎÅÎÉÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, É ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÒÁÚÂÅÒčÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ. ïÂÝÅÅ É ŒÅÓØÍÁ ÒÁÓÐÌÙŒÞÁÔÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÚŒÕÞÉÔ ÔÁË: ÛÅÎÎÏÎÏŒÓËÁÑ ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÕÞÉÔÙŒÁÅÔ ÌÉÛØ ÞÁÓÔÏÔÎÙÅ ÚÁËÏÎÏ- ÍÅÒÎÏÓÔÉ, Á ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ | ŒÓÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ. ïÄÎÁËÏ Œ ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ÅÓÌÉ ÏÂSSÅËÔ ÐÏÒÏ- ÖÄÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ÐÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÅÒÅ, Ó ÂÏÌØÛÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÄÒÕÇÉÈ (ÎÅ ÞÁÓÔÏÔÎÙÈ) ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÎÅÔ, É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÌÉÚËÁ Ë ÜÎÔÒÏÐÉÉ.

ðÅÒÅÊÄčÍ Ë ËÏÎËÒÅÔÎÙÍ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑÍ ÜÔÏÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÔÅÚÉÓÁ.

7.3.1. ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ É ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÞÁÓÔÏÔ

[frequencies-entropy] âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÄŒÕÈÂÕ- ËŒÅÎÎÙÊ) ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁÌÆÁŒÉÔ A É ÓÌÏŒÁ Œ ÜÔÏÍ ÁÌÆÁŒÉÔÅ. ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÎÉÈ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, É ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÎÅÊ ÂÅÚ ÏÓÏÂÙÈ ÏÇÏŒÏÒÏË. (íÙ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ, ÞÔÏ ÏÂSSÅËÔÙ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ ÄŒÏÉÞÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ. îÏ ŒÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÐÉÓÁÎÉÊ: ÉÚÍÅÒÅÎÎÁÑ Œ ÂÁÊÔÁÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ Œ ŒÏÓÅÍØ ÒÁÚ ÍÅÎØÛÅ ÂÉÔÏŒÏÊ!)

ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ ÁÌÆÁŒÉÔ A, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ k ÂÕËŒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÓÌÏŒÏ x ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÌÉÎÙ N Œ ÜÔÏÍ ÁÌÆÁŒÉÔÅ. ðÕÓÔØ p_1; : : : ; p_k | ÞÁÓÔÏÔÙ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÂÕËŒ Œ ÓÌÏŒÅ x. œÓÅ ÏÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÒÏÂÑÍÉ ÓÏ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ N; ÓÕÍÍÁ ÞÁÓÔÏÔ ÒÁŒÎÁ ÅÄÉÎÉÃÅ. ðÕÓÔØ h(p_1; : : : ; p_k) | ÛÅÎÎÏÎÏŒÓËÁÑ ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

Theorem 122. [complexity-le-entropy]

KS (x) N ⩽ h(p_1; : : : ; p_k) +

O(log N) N éÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ O(log N) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ c log N, ÐÒÉÞčÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÎÉ ÏÔ N, ÎÉ ÏÔ ÓÌÏŒÁ x, ÎÉ ÏÔ ÞÁÓÔÏÔ p_1; : : : ; p_k, ÎÏ ÍÏÖÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ k, ÔÁË ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÒÁÚÍÅÒ ÁÌÆÁŒÉÔÁ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ.

◁ ðÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÜÔÏ ÞÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, KS (x|N; p_1; : : : ; p_k) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ log C(N; p_1; : : : ; p_k) + O(1), ÇÄÅ

C(N; p_1; : : : ; p_k) = N! (p_1N)!(p_2N)! : : : (p_kN)!

ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ N Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ A, ÉÍÅÀÝÉÈ ÄÁÎÎÙÅ ÞÁÓÔÏÔÙ p_1; : : : ; p_k. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏŒÏ Ó ÔÁËÉÍÉ ÞÁÓÔÏÔÁÍÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ (ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅ- ÔÒÁÈ) ÚÁÄÁÎÏ ÓŒÏÉÍ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ Œ (ÓËÁÖÅÍ, ÁÌÆÁŒÉÔÎÏÍ) ÓÐÉÓËÅ ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ, ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ log C(N; p_1; : : : ; p_k) ÂÉÔÏŒ.

ïÃÅÎËÁ ÞÉÓÌÁ C(N; p_1; : : : ; p_k) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ óÔÉÒÌÉÎÇÁ. åÓÌÉ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ ÐÏ- ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÐÏ N ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ (ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ ÉÚ-ÚÁ √ 2ık Œ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ k!), ÔÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ËÁË ÒÁÚ 2^{Nh(p1;:::;pk)}. ðÏÄÒÏÂÎÏ ÜÔÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ k = 2 ÐÒÏŒÏÄÉÌÏÓØ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÅ ÕÓÉÌÅÎÎÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ (ÔÅÏÒÅÍÁ 27, Ó. 57); ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÁÎÁÌÏÇÉÞÅÎ.

ïÓÔÁčÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÉÑ N; p_1; : : : ; p_k ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÉÍÅÒÎÏ k log N ÂÉÔÏŒ (ÎÕÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ k ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ p_1N; : : : ; p_kN, Œ ÓÕÍÍÅ ÄÁÀÝÉÈ N), ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÕÄÁÌÅÎÉÉ ÕÓÌÏŒÉÑ Œ ŒÙÒÁÖÅÎÉÉ KS (x|N; p_1; : : : ; p_k) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ŒÏÚÒÁÓÔčÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(log N) (Ó ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ, ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÏÊ k). ▷

äÒÕÇÏÊ ÓÐÏÓÏÂ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÏÇÏ ÖÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ŒÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 81, Ó. 134). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÂÕËŒ ÁÌÆÁŒÉÔÁ A, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍ ÉÓÐÙÔÁÎÉÑÍ Ó ÞÁ- ÓÔÏÔÁÍÉ p_1; : : : ; p_k. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÊÓÑ ÎÁ ÓÌÏŒÏ z ÄÌÉÎÙ N, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÞÁÓÔÏÔÙ ÂÕËŒ ÒÁŒÎÙ q_1; : : : ; q_k, ÒÁŒÎÁ

p^{q1N}_1 : : : p^{qkN}_k

(ÂÕËŒÁ a_i ÉÍÅÅÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ p_i É ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ q_iN ÒÁÚ), Á Åč ÄŒÏÉÞÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÒÁŒÅÎ

−N · (q_1(− log p_1) + : : : + q_k(− log p_k))

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ q_i = p_i, ÔÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÒÁŒÅÎ −Nh(p_1; : : : ; p_k) É ÐÏÔÏÍÕ ÍÏ- ÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ ÓŒÅÒÈÕ ÞÉÓÌÏÍ Nh(p_1; : : : ; p_k). ïÓÔÁčÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÏÂÙÞÎÏÊ ÎÁ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ÐÏÒÑÄËÁ O(log N) ÄÌÑ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ N.

üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ËÏÒÒÅËÔÎÏ. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ Œ ÏÃÅÎËÅ ÄÌÑ ÍÏÎÏ- ÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ É ÏÃÅÎÉŒÁÀÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÚ- ÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ. úÄÅÓØ ÖÅ, ÉÎÔÅÒÅÓÕÑÓØ ÏÃÅÎËÏÊ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒÁ x, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÍÅÒÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÞÁÓÔÏÔÁÍ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÂÕËŒ Œ ÓÁÍ«ÏÍ ÓÌÏŒÅ x, ÐÏÜÔÏÍÕ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 81 ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÎÅÌØÚÑ. åÓÌÉ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ Åč ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÔÏ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÃÅÎËÁ ÄÌÑ ĂÕÓÌÏŒÎÏÊĄ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ p_1; : : : ; p_k; ÐÅ- ÒÅÈÏÄ ÏÔ ÎÅč Ë ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÏÖÅÔ ÐÒÉŒÅÓÔÉ Ë ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÀ ÏÃÅÎËÉ ÎÁ O(log N), ÔÁË ÞÔÏ ÔÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 122.

173 ïÃÅÎÉÔÅ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ Œ O(log N) ÏÔ k. [õËÁÚÁÎÉÅ: ÏÂÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÄÁÀÔ k(1 + o(1)) log N.]

174 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÏÔÄÅÌčÎÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ ÞÁÓÔÏÔÁÈ p_1; : : : ; p_k ÏÃÅÎËÕ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ ÕÌÕÞÛÉÔØ ÄÏ (k=2 + O(1)) log N. [õËÁÚÁÎÉÅ. œ ÐÅÒŒÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÎÁÄÏ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ ÏÂ ÏÐÕÝÅÎÎÙÈ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ËÏÒÎÑÈ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ óÔÉÒÌÉÎÇÁ, ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÐÏÐÁÄÁÀÔ Œ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ. œÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅŒ ÍÅÒÕ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÍÅÓÔÏ ÔÏÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ p_k ÂÅÒÕÔÓÑ ÉÈ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 1= √ N. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÃÅÎËÁ ÕÈÕÄÛÉÔÓÑ, ÎÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÍÉÎÉÍÕÍÁ ÐÒÉÒÁÝÅÎÉÅ ÇÌÁÄËÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ ËŒÁÄÒÁÔÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ, ÔÏ ÜÔÏ ÕÈÕÖÄÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(1); ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÙ ÓÜËÏÎÏÍÉÍ ÐÏÌÏŒÉÎÕ ÂÉÔÏŒ ÐÒÉ ÚÁÄÁÎÉÉ ÞÉÓÅÌ p_1; : : : ; p_k.]

[ôÕÔ ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ k ŒÅÌÉËÏ, ÔÏ ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÞÁÓÔÏÔÙ ÏÔÄÅÌÅÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ?!]

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 122 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÁË ÕÇÏÄÎÏ ÄÁÌÅËÏ ÏÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ: ÅÓÌÉ, ÓËÁÖÅÍ, ÁÌÆÁŒÉÔ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÂÕËŒ, É Œ ÓÌÏŒÅ x ÏÎÉ ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ, ÔÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÎÁ 1, Á ÌÅŒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË (log N)=N. þÔÏ É ÎÅ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÏ | ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÕÞÉÔÙŒÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÞÁÓÔÏÔÙ, Á ÎÅ ÄÒÕÇÉÅ (ÎÅ-ÞÁÓÔÏÔÎÙÅ) ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÉ. œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ÐÏÒÏÖÄÅÎÉÉ ÓÌÏŒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÌÉÚËÁ Ë ÜÎÔÒÏÐÉÉ.

7.3.2. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ

ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ k-ÂÕËŒÅÎÎÙÊ ÁÌÆÁŒÉÔ A É k ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ p_1; : : : ; p_k Ó ÓÕÍÍÏÊ 1 (ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ŒÅÌÉÞÉÎÕ , ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÂÕËŒÙ ÁÌÆÁŒÉÔÁ A, ÐÒÉÎÉÍÁÅÍÙÅ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ p_1; : : : ; p_k. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ N ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ŒÅÌÉÞÉ- ÎÕ ^N , ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ N ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍ ËÏÐÉÑÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ . åč ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ N Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ A (ËÁÖÄÁÑ ÂÕËŒÁ ÐÏÒÏÖÄÁÅÔÓÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ, ÐÒÉÞčÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ i-ÏÊ ÂÕËŒÙ ÒÁŒÎÁ p_i). îÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉ- ÄÁÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ^N (ŒÚŒÅÛÅÎÎÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ Ó ŒÅÓÁÍÉ, ÒÁŒÎÙÍÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍ).

Theorem 123. [expected-complexity] íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ KP (^N |N) ÒÁŒÎÏ NH() + O(1) (ËÏÎÓÔÁÎÔÁ Œ O(1) ÍÏÖÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ , ÎÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ N).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ (ÐÒÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ p_i) ÓÒÅÄÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ^N ÂÕÄÕÔ ŒÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ N Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ A; ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ NH (ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ ÎÅÔ), Á ÄÒÕÇÉÅ ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ NH.

◁ äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ N (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉ- ÎÙ ^N ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ N (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÇÏ ÓÐÏÓÏÂÁ ÏÐÉÓÁÎÉÑ). ðÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ËÏÄ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÒÁÚÄÅÌÁ 7.1.1. óÒÅÄÎÑÑ ÄÌÉÎÁ ÜÔÏÇÏ ËÏÄÁ ËÁË ÒÁÚ ÒÁŒÎÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÖÉ- ÄÁÎÉÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ^N . ðÏÜÔÏÍÕ ÔÅÏÒÅÍÁ 114 (Ó. 184) ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ H(^N ) = NH(). îÉÖÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ (É ÄÁÖÅ ÂÅÚ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ O(1)) ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ôÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ É ŒÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÎÁ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÁ, ÉÍÅÀÝÅÇÏ ÓÒÅÄÎÀÀ ÄÌÉÎÕ ËÏÄÏŒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÎÅ ŒÙÛÅ H + 1. ôÁËÏÊ ËÏÄ ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ, ÚÎÁÑ ÞÉÓÌÏ N (É ÞÉÓÌÁ p_i, ÐÒÅÄÐÏÌÁ- ÇÁÅÍÙÅ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍÉ). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 114, ÉÌÉ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ËÏÄ èÁÆÆÍÁÎÁ, ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÐÒÏÓÔÏ ÐÅÒÅÂÉÒÁÔØ ŒÓÅ ËÏÄÙ, ÐÏËÁ ÎÅ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÊ.

ôÁË ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ËÏÄ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÕÓÌÏŒÎÏÇÏ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ (ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ N), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÒÅÄÎÑÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ^N ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ H(^N ) + 1 = NH() + 1. ðÅÒÅÈÏÄ Ë ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÐÒÅÆÉËÓÎÏ ËÏÒÒÅËÔÎÏÍÕ ÓÐÏÓÏÂÕ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÕŒÅÌÉÞÉÔ ÓÒÅÄÎÀÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. ▷

175 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÅÍÎÏÇÏ ÕÓÉÌÉÔØ ŒÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ É ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÒÅÄ- ÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KM (^N ) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ NH() + O(1). [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉÍÅÎÉÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ 81 Ë ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍÕ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍ ÉÓ- ÐÙÔÁÎÉÑÍÉ ŒÅÌÉÞÉÎÙ Ó ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ .]

íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÉ, ÞÔÏ ŒÅÌÉÞÉÎÙ p_1; : : : ; p_k ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ É ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙ ÚÁÒÁÎÅÅ. åÓÌÉ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ ÐÏÌÕÞÉÔØ ĂÒÁŒÎÏÍÅÒÎÕÀĄ ÏÃÅÎËÕ, ÉÍÅÀÝÕÀ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏŒ p_1; : : : ; p_n, ÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÉÈ Œ ÕÓÌÏŒÉÅ É ÏÃÅÎÉŒÁÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ KP (^N |N; p_1; : : : ; p_k). îÁ ÎÉÖÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÜÔÏ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÐÏŒÌÉÑÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ ŒÅÒÎÁ

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÇÏ ËÏÄÁ, Á ÄÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ŒÅÒÈÎÅÊ ÏÃÅÎËÉ (ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ËÏÄÁ) ÜÔÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ. (óËÁÚÁÎÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÓÌÕÞÁÀ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ p_i; ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ p_i ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÉÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÏÞÎÙÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅ- ÎÉÑ.)

176 óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÔÏÞÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ. äÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÓÒÅÄÎÅÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÁ ÜÎÔÒÏÐÉÉ, ÈÏÔÑ ÏÎÁ ÂÙŒÁÅÔ É ÂÏÌØÛÅ, É ÍÅÎØÛÅ Åč. îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ŒÅÒÎÏ É ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÐÏÞÔÉ ÞÔÏ Ó ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÌÉÚËÁ Ë ÜÎÔÒÏÐÉÉ, É ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÌÕ- ÞÁÊÎÏ ŒÙÂÒÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ^N ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÓÉÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÀÝÕÀÓÑ ÏÔ ÜÎÔÒÏÐÉÉ, ÍÁÌÁ. üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÍ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ ûÅÎÎÏÎÁ Ï ÐÒÏÐÕÓËÎÏÊ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ËÁÎÁÌÁ ÂÅÚ ÛÕÍÁ, É ÍÙ ŒÅÒÎčÍÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ ŒÏÐÒÏÓÕ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 7.3.4

7.3.3. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ

[complexity-initial-segments] ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÓŒÑÚÁÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Ó ÜÎÔÒÏÐÉÅÊ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ (Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ðÕÓÔØ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÁÌÆÁŒÉÔ A ÉÚ k ÂÕËŒ É ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ p_1; : : : ; p_k ÎÁ ÂÕËŒÁÈ ÜÔÏÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ p_1; : : : ; p_k ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ A^∞ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÂÕËŒ ÁÌÆÁŒÉÔÁ A É ÒÁÓ- ÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ÎčÍ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑÍ ËÁÖÄÏÊ ÂÕËŒÙ Ó ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ p_1; : : : ; p_k. ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ A^∞, É ÍÏÖÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ A^∞. (óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙÌÁ Õ ÎÁÓ ÄÌÑ ÄŒÕÈÂÕËŒÅÎÎÏÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ, ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÂÅÚÏ ŒÓÑËÉÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ.)

Theorem 124. [complexity-limit] ðÕÓÔØ ! | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ), (!)_N | Åč ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉ- ÎÙ N. ôÏÇÄÁ lim KS ((!)_N ) N = H;

ÇÄÅ H | ÛÅÎÎÏÎÏŒÓËÁÑ ÜÎÔÒÏÐÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ H = ∑ p_i(− log p_i).

177 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅÐÏ- ÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 82, Ó. 136).

(òÅÄËÉÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÁ.) œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÐÒÏÓÔÕÀ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS , ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÚÎÙÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ O(log N) = o(N). œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÅÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ.

◁ ðÏ ËÒÉÔÅÒÉÀ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ìÅŒÉÎÁ { ûÎÏÒÒÁ (ÔÅÏÒÅÍÁ 82, Ó. 136) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÌÉÚËÁ Ë ÍÉÎÕÓ ÌÏÇÁÒÉÆÍÕ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ (!)_N . œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÂÅÒčÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ A^∞, É ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÊ ÍÉÎÕÓ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÒÁŒÅÎ N ∑ q_i(− log p_i), ÇÄÅ q_i | ÞÁÓÔÏÔÁ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ i-Ê ÂÕËŒÙ Œ ÓÌÏŒÅ (!)_N . ïÓÔÁčÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒ ÕÓÉÌÅÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ q_i ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë p_i ÐÒÉ N → ∞. ▷ éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÕÄÅÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (Œ ÒÁÓÞčÔÅ ÎÁ ÂÕËŒÕ) ÏÔ ÜÎÔÒÏÐÉÉ ÓËÌÁÄÙŒÁÅÔÓÑ ÉÚ ÔÒčÈ ÞÁÓÔÅÊ: ÄÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ (ËÏÔÏÒÙÊ ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË O(1)=N), ÒÁÚÌÉÞÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÒÏÓÔÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ É ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ (ÐÏÒÑÄÏË O(log N)=N) É ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÞÁÓÔÏÔ ÏÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ (ÏÎÏ ÄÁčÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ŒËÌÁÄ; ÚÁËÏÎ ÐÏŒÔÏÒÎÏÇÏ ÌÏÇÁ- ÒÉÆÍÁ Œ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÞÕÔØ ÂÏÌØÛÅ O( √ N)=N.

íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÉ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ p_i ŒÙÞÉÓÌÉÍÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÌØÚÑ ÇÏ- ŒÏÒÉÔØ Ï ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÄÅÌØÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚ- ËÏŒ ÎÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÛÅÎÎÏÎÏŒÓËÏÊ ÜÎÔÒÏÐÉÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ 0 (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ).

178 äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ. [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉ ÐÏÌÕÞÅÎÉÉ ŒÅÒÈÎÅÊ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÎÅ ÓÁÍÉ ÞÉÓÌÁ p_i, Á ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ Ë ÎÉÍ (Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÚÁÐÁÓÏÍ ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ÓËÁÖÅÍ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 1=N^2 ÄÌÑ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ N); ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÉÑ ÜÔÉÈ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÏÂSSčÍÁ O(log N). îÉÖÎÑÑ ÖÅ ÏÃÅÎËÁ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÉÒÏÄÙ p_i (ÓËÁÖÅÍ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ p_i ŒÙÞÉÓÌÉÍÙ).]

7.3.4. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÔ ÜÎÔÒÏÐÉÉ

[complexity-deviation] ôÅÏÒÅÍÁ 124 ÎÏÓÉÔ ĂÐÒÅÄÅÌØÎÙÊĄ ÈÁÒÁËÔÅÒ; ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÏÄÎÁËÏ, ÐÏÌÕÞÉÔØ É ÏÃÅÎËÉ ŒÅÒÏ- ÑÔÎÏÓÔÅÊ ÂÏÌØÛÉÈ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÊ ÜÎÔÒÏÐÉÉ ÏÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. (ðÏÑÓÎÉÍ ÜÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÅÊ: ÐÏÍÉÍÏ ÕÓÉÌÅÎÎÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÇÏŒÏÒÑÝÅÇÏ Ï ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÞÁÓÔÏÔ, Œ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÅÓÔØ ÏÃÅÎËÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÂÏÌØÛÉÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ.)

ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ p_1; : : : ; p_k ÎÁ ÂÕËŒÁÈ ÁÌÆÁ- ŒÉÔÁ A. âÕÄÅÍ ÓÎÏŒÁ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ p_i ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ (ÉÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ A^N , ÓÞÉÔÁÑ ÂÕËŒÙ ŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏ- ÚÉÃÉÑÈ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏŒÁ, ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÏÇÏ ÔÁËÉÍ ÐÒÏÃÅÓÓÏÍ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ (ÔÅÏÒÅÍÁ 123), ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÏ ÜÎÔÒÏÐÉÉ NH, ÇÄÅ H = ∑ p_i(− log p_i). îÏ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÚÎÁÔØ ÔÁËÖÅ, ËÁË ÉÍÅÎÎÏ ËÏÌÅÂÌÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ŒÏËÒÕÇ ÜÔÏÇÏ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ.

œ ÓÁÍÏÍ ÐÒÏÓÔÏÍ (ÎÏ, ËÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÓÏŒÓÅÍ ÎÅÔÉÐÉÞÎÏÍ) ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄŒÅ ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÙÅ ÂÕËŒÙ, ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÎÁ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒÁÈ ÄÌÉÎÙ N. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ N + O(1), Á ÐÏÄÁŒÌÑ- ÀÝÅÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÓÌÏŒ (ÚÁ ŒÙÞÅÔÏÍ ÄÏÌÉ 2^{−c}) ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ N − c, ÔÏ ÅÓÔØ ÓËÏÌØËÏ-ÎÉÂÕÄØ ÂÏÌØÛÉÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÔ ÜÎÔÒÏÐÉÉ ŒÅÓØÍÁ ÍÁÌÏŒÅÒÏÑÔÎÙ.

ðÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁË ÖÅ ÏÂÓÔÏÉÔ ÄÅÌÏ É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÙÈ ÂÕËŒ ÄÌÑ ÁÌÆÁŒÉÔÁ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. ïÄÎÁËÏ ÅÓÌÉ ÎÅ ŒÓÅ ÂÕËŒÙ ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÙ, ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.

ëÌÀÞÅŒÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÚÄÅÓØ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x, ÐÏÍÉÍÏ ÆÉË- ÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ p_i, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÖÅ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉÅ ÞÁÓÔÏÔÙ q_i(x) ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÂÕËŒ Œ x. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Ó ÂÏÌØÛÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊ- ÎÏ ŒÙÂÒÁÎÎÏÇÏ (Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ p_i) ÓÌÏŒÁ ÂÌÉÚËÁ Ë k(x) = N ∑ i q_i(x)(− log p_i). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 81 (Ó. 134)

ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ k(x) ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÅŒÉÎÁ { ûÎÏÒÒÁ (Ó. 136, ÌÅÍÍÁ 1) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ KM (x) < k(x) − c (Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÍ ÎÁÍÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÎÁ ÓÌÏŒÁÈ ÄÌÉÎÙ N) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^{−c} ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ c.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÏÐÒÏÓ Ï ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍÕ Œ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ŒÏÐÒÏÓÕ Ï ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÞÁÓÔÏÔ. éÚŒÅÓÔÎÏ (ÔÅÏÒÅÍÁ íÕÁŒÒÁ { ìÁ- ÐÌÁÓÁ), ÞÔÏ ÏÎÏ ÂÌÉÚËÏ Ë ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ (ÇÁÕÓÓÏŒÓËÏÍÕ); ÍÁÔÅÍÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÞÁÓÔÏÔÙ ÅÓÔØ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, Á ÓÒÅÄÎÅËŒÁÄÒÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÕÂÙŒÁÅÔ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ 1= √ N. ðÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ÔÁËÉÍ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅÍ ÒÁÚÎÉÃÅÊ ÐÏÒÑÄËÁ O(log N) (ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ŒÉÄÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ N Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÓÌÏŒÉÑ É Ô.Ä.) ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÎÅÂÒÅÞØ. óËÁÚÁÎÎÏÅ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÕÔÏÞÎÅÎÉÉ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ:

Theorem 125. [square-root-deviation] ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ Ó k ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ c, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ N ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ NH() − c √ N < KS (x) < NH() + c √ N), ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÂÕËŒÙ ÓÌÏŒÁ x ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ É ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÁË , ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1 − ".

óÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ p_i. îÏ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÉÚÂÁŒÉÔØÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÞÉÓÌÁ p_i ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÏÞÎÙÍÉ ÐÒÉÂÌÉÖÅ- ÎÉÑÍÉ (ÓËÁÖÅÍ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 1=N^2, ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔ O(log N) ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÂÉÔÏŒ).

7.3.5. ôÅÏÒÅÍÙ ûÅÎÎÏÎÁ Ï ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÉ

[shannon-coding-theorem] äÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÎÁÍÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÂ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÔ ÜÎÔÒÏÐÉÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÅÒÅŒÏÄÏÍ ÎÁ ÑÚÙË ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ûÅÎÎÏÎÁ Ï ÄÌÉÎÅ ËÏÄÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÅÒÅÄÁŒÁÔØ ÂÌÏËÉ ÉÚ N ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ Ó ÄÁÎ- ÎÙÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ Ó ÍÁÌÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ.

ðÕÓÔØ ŒÎÏŒØ | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ Ó k ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ (ÂÕËŒÁÍÉ ÁÌÆÁŒÉÔÁ A) É ÎÅ- ËÏÔÏÒÙÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ. ðÕÓÔØ N | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ, Á ^N | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ A^N , Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÕËŒÙ Œ ËÁÖÄÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÁË É ÎÅÚÁŒÉÓÉ- ÍÙ. íÙ ÈÏÔÉÍ ËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ m-ÂÉÔÏŒÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ ÐÏ ÓÈÅÍÅ ÒÉÓ. 20:

òÉÓ. 20. ëÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ^N Ó ÐÏÍÏÝØÀ m ÂÉÔÏŒ. [entropy.3]

úÄÅÓØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏÄÅÒÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A^N Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B^m ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ m, Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÄÅËÏÄÅÒÁ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÅ B^m Œ A^N . çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÏÛÉÂËÁ, ÅÓÌÉ ŒÙÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏŒÏ Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ A ÎÅ ÒÁŒÎÏ ŒÈÏÄÎÏÍÕ (ÚÎÁÞÅÎÉÀ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ^N ), É ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÉÚÍÅÒÑÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ^N . îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ, ÐÒÉ ËÁËÉÈ m É " ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ËÏÄ ÄÌÉÎÙ m Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ". îÁÞÎčÍ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ:

Theorem 126. ôÁËÏÊ ËÏÄ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ 2^m ÎÁÉÂÏÌÅÅ ŒÅÒÏÑÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ^N ÉÍÅÀÔ ÓÕÍÍÁÒÎÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1 − ".

◁ œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÉ m ÂÉÔÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÄÁÔØ ÂÅÚ ÏÛÉÂÏË 2^m ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÎÏ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÂÕÄÅÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ, ÅÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÜÔÉÈ 2^m ÚÎÁÞÅÎÉÊ ŒÙÂÒÁÔØ 2^m ÎÁÉÂÏÌÅÅ ŒÅÒÏÑÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ. ▷

œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÁÌÆÁŒÉÔ A É ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙ.

Theorem 127. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ c, ÞÔÏ:

(a) ÄÌÑ ^N ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÄ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ NH() + c √ N Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ";

(Â) ÌÀÂÏÊ ËÏÄ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ NH() − c √ N ÄÌÑ ^N ÉÍÅÅÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1 − " (ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ").

◁ (Á) íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ c ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ^N ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔØ ÍÅÎÅÅ m = NH() + c √ N Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1 − ". ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÅ ÏÐÉÓÁÎÉÑ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ) Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÏ- ÄÏŒ. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÇÏŒÏÒÉÔÓÑ ÐÒÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÎÁÍ ŒÁÖÎÏ ÌÉÛØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏÄÁ. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÚÁËÏÄÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÓÏÏÂÝÅÎÉÊ Õ ÎÁÓ ŒÙÓÔÕÐÁÀÔ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ ÍÅÎØÛÅ m, ÎÏ ÉÈ ÍÅÎÅÅ 2^m ÛÔÕË É ÍÏÖÎÏ ÉÈ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ m.)

(Â) úÄÅÓØ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÅÂÏÌØÛÁÑ ÈÉÔÒÏÓÔØ. åÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÄ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ Ó ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÔÁËÏÊ ËÏÄ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ (ŒÏÓÐÏÌØÚÏ- ŒÁŒÛÉÓØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ, ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÐÏÌÎÙÍ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ) É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÄÅËÏÄÉÒÕ- ÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÜÔÏÇÏ ËÏÄÁ ËÁË ÓÐÏÓÏÂ ÕÓÌÏŒÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ (ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÈ p_i É N). ðÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ^N , ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÓËÏÄÉÒÕÀÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ, ÉÍÅÀÔ (ÕÓÌÏŒ- ÎÕÀ | ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ NH()−c √ N +O(log N) (ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÞÌÅÎ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ É ÐÏÇÌÏÝÁÅÔÓÑ ÐÒÉ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÉ ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÙ c). ðÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ (ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ c) ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏ- ÄÉÔ ". ▷

179 ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, Œ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÞÉÓÌÁ p_i ÔÏÞÎÏ, É ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÎÅŒÙÞÉÓÌÉÍÙ, ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÒÁŒÉÔØ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÚÁÍÅÎÉŒ p_i ÎÁ ÉÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÔÏÞÎÙÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ.

180 óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÔÅÏÒÅÍÕ ÏÂ ÕÓÌÏŒÎÏÍ ËÏÄÉÒÏ- ŒÁÎÉÉ É ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÜÎÔÒÏÐÉÉ. [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄŒÅ ÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ É ”, ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ N ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ”^N ÉÚŒÅÓÔÎÏ É ÏÔÐÒÁŒÉ- ÔÅÌÀ, É ÐÏÌÕÞÁÔÅÌÀ, É ÏÔÐÒÁŒÉÔÅÌØ ÈÏÞÅÔ ÐÅÒÅÄÁÔØ m ÂÉÔÏŒ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÁÔÅÌØ ÓÍÏÇ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ^N . ðÒÉ ËÁËÉÈ m ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, Á ÐÒÉ ËÁËÉÈ ÎÅÔ?]

7.4. íÁÒËÏŒÓËÉÅ ÃÅÐÉ

Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÜÎÔÒÏÐÉÉ (ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÉÚŒÅÓÔÎÏ? áÎÄÒÅÊ?) ÓÖÁÔÉÅ lempel-ziv? ËÁË ÎÁÊÔÉ ÜÎÔÒÏÐÉÉ ÍÁÒËÏŒÓËÏÊ ÃÅÐÉ?

8. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ

[appl]

8.1. âÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ

[appl-primes] îÁÞÎčÍ Ó ÓÏŒÓÅÍ ĂÉÇÒÕÛÅÞÎÏÇÏĄ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ: ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ.

ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË É ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÓÅÇÏ m ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ p_1; : : : ; p_m. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ x ÒÁÚÌÁÇÁÑÓØ ÎÁ ÐÒÏÓÔÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÅ

x = p^{k1}_1 p^{k2}_2 : : : p^{km}_m

É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÎÁÂÏÒÏÍ ÓÔÅÐÅÎÅÊ k_1; : : : ; k_m. ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ k_i ÎÅ ÐÒÅ- ŒÏÓÈÏÄÉÔ log x (ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2) É ÐÏÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ O(log log x) (ÄŒÏÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ O(log log x) ÂÉÔÏŒ). ðÏÓËÏÌØËÕ m ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ, ÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÂÏÒÁ ⟨k_1; k_2; : : : ; k_m⟩ ÅÓÔØ O(log log x) É ÐÏÔÏÍÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x (ËÏÔÏÒÏÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ) ÅÓÔØ O(log log x). á ÄÌÑ ĂÓÌÕÞÁÊ- ÎÏÇÏĄ n-ÂÉÔÏŒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ x ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÁ n, Á ÎÅ O(log n), ËÁË ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÏ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ (ÌÏÇÁÒÉÆÍ n-ÂÉÔÏŒÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ n).

íÏÖÎÏ ÌÉ ÓÞÉÔÁÔØ ÜÔÏ ĂÞÅÓÔÎÙÍĄ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅÍ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ? óËÅÐÔÉË ÓËÁÖÅÔ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÊ ÐÏÄÓÞčÔ ÞÉÓÌÁ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ (counting argument, ËÁË ÇÏŒÏÒÑÔ): ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÌÉÛØ m ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÔ 1 ÄÏ x ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ (log x)^m, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÑÍÉ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÙÈ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑÈ, É ËÁÖÄÙÊ ÐÏËÁÚÁÔÅÌØ ÍÅÎØÛÅ log x. ðÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ, ÐÏÓËÏÌØËÕ x > (log x)^m ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ x.

œÏÚÒÁÚÉÔØ ÎÁ ÜÔÏ ÎÅÞÅÇÏ | ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ É ÐÅÒÅÓËÁÚÁÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÌÍÏÇÏ- ÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (É ÓÔÁÌÏ ÎÅÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÇÒÏÍÏÚÄËÉÍ ÚÁ ÓÞčÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ). ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ Œ ÐÏÄÏÂÎÏÍ ÐÅÒÅŒÏÄÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÓÍÙÓÌ, ÐÏÓËÏÌØ- ËÕ ÎÏŒÙÊ ÑÚÙË ÆÏÒÍÉÒÕÅÔ ÎÏŒÕÀ ÉÎÔÕÉÃÉÀ, É ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÅÚÎÁ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÐÏÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ŒÓč ÐÅÒÅÓËÁÚÁÔØ ÎÁ ÓÔÁÒÏÍ ÑÚÙËÅ.

ë ÜÔÏÍÕ ÏÂÓÕÖÄÅÎÉÀ ÍÙ ÅÝč ŒÅÒÎčÍÓÑ, ÒÁÚÏÂÒÁŒ ÄÒÕÇÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ.

8.2. ðÅÒÅÎÏÓ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÐÏ ÌÅÎÔÅ

[appl-tape] óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÔÏÖÅ ÍÏÄÅÌØÎÙÊ | ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ËÏÐÉÒÏŒÁÎÉÅ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ n ÎÁ ÏÄÎÏÌÅÎÔÏÞÎÏÊ ÍÁÛÉÎÅ ôØÀÒÉÎÇÁ ÔÒÅÂÕÅÔ (Œ ÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ) ÎÅ ÍÅÎÅÅ "n^2 ÛÁÇÏŒ. üÔÏÔ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÙÌ ÐÏÌÕÞÅÎ Œ 1960-ÙÅ ÇÏÄÙ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÇÏ ĂÍÅÔÏÄÁ ÓÌÅÄÏŒĄ; ÎÁÛÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÅÒÅŒÏÄÏÍ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÎÁ ÑÚÙË ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. (íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÍÁÛÉÎÁÍÉ ôØÀ- ÒÉÎÇÁ; ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [77]).

ðÕÓÔØ ÎÁ ÌÅÎÔÅ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ ŒÙÄÅÌÅÎÁ ĂÂÕÆÅÒÎÁÑ ÚÏÎÁĄ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ b; ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÓËÏÒÏÓÔØ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÞÅÒÅÚ ÜÔÕ ÂÕÆÅÒÎÕÀ ÚÏÎÕ, ÓËÁÖÅÍ, ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ, ÉÚ ÏÂÌÁÓÔÉ L Œ ÏÂÌÁÓÔØ R (ÒÉÓ. 21) òÉÓ. 21. âÕÆÅÒÎÁÑ ÚÏÎÁ ÒÁÚÍÅÒÁ b.

[tape-buffer]

œ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÌÅÎÔÙ ÂÕÆÅÒÎÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ É R ÐÕÓÔÙ, Á ÏÂÌÁÓÔØ L ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÏ- ÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ. îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ, ËÁËÏŒÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ R ÞÅÒÅÚ t ÛÁÇÏŒ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ (t log m)=b + O(log t), ÇÄÅ m | ÞÉÓÌÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ, Á b | ÛÉÒÉÎÁ ÂÕÆÅÒÎÏÊ ÚÏÎÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ m ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÍÁÛÉÎÙ ÎÅÓčÔ log m ÂÉÔÏŒ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, É ÚÁ ÛÁÇ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÎÁ ÏÄÎÕ ËÌÅÔËÕ, Á ÐÅÒÅÎÏÓ Åč ÎÁ b ËÌÅÔÏË ÔÒÅÂÕÅÔ Œ b ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ ŒÒÅÍÅÎÉ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÌÉÛØ ÕÔÏÞÎÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

Theorem 128. ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÍÁÛÉÎÁ ôØÀÒÉÎÇÁ Ó m ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ b É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ó ÂÕÆÅÒÎÏÊ ÚÏÎÏÊ b (ŒÎÁÞÁÌÅ ÜÔÁ ÚÏÎÁ É ÌÅÎÔÁ ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ ÎÅč ÐÕÓÔÙ, ÇÏÌÏŒËÁ ÍÁÛÉÎÙ ÓÌÅŒÁ ÏÔ ÚÏÎÙ) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÌÅÎÔÙ R(t) ÐÏÓÌÅ t ÛÁÇÏŒ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ

t log m b + 4 log t + c:

◁ ðÒÏŒÅÄčÍ ÇÒÁÎÉÃÕ ÇÄÅ-ÎÉÂÕÄØ ÐÏÓÅÒÅÄÉÎÅ ÂÕÆÅÒÎÏÊ ÚÏÎÙ, É ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅ- ÎÉÉ ÇÒÁÎÉÃÙ ÇÏÌÏŒËÏÊ ÍÁÛÉÎÙ ôØÀÒÉÎÇÁ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ (ÐÒÉ ĂŒÙÅÚÄÅ ÚÁ ÇÒÁÎÉÃÕĄ) ÂÕÄÅÍ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ, Œ ËÁËÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÏÎÁ Åč ÐÅÒÅÓÅËÌÁ (ÍÅÞÔÁ þë-çâ!) úÁÐÉÓÁÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÏÍ ÍÁÛÉÎÙ. úÎÁÑ ÓÌÅÄ, ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÒÁÂÏÔÕ ÍÁÛÉÎÙ ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ ÇÒÁÎÉÃÙ (ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÌÅÎÔÅ ÓÌÅŒÁ ÏÔ ÇÒÁÎÉÃÙ). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÁÄÏ ÉÓËÕÓÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÍÅÓÔÉÔØ ÍÁÛÉÎÕ Œ ÐÅÒŒÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ, ÕËÁÚÁÎÎÏÅ Œ ÓÌÅÄÅ, É ŒÙÐÕÓÔÉÔØ Åč ÚÁ ÇÒÁÎÉÃÕ; ÐÏ ŒÏÚŒÒÁÝÅÎÉÉ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ Åč ŒÏ ŒÔÏÒÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÓÌÅÄÁ É ÓÎÏ- ŒÁ ŒÙÐÕÓÔÉÔØ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÚÁ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÍÁÛÉÎÁ ÂÕÄÅÔ ŒÅÓÔÉ ÓÅÂÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ (ŒÅÄØ ÎÉÞÅÇÏ, ËÒÏÍÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ, ÐÒÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÇÒÁÎÉÃÙ Õ ÎÅÊ ÎÅÔ). œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ t^′ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÌÅÎÔÙ ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ R(t). ðÒÉ ÜÔÏÍ t^′ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ t, ÈÏÔÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÍÅÎØÛÅ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÒÅÍÑ, ÐÒÏŒÅÄčÎÎÏÅ ÍÁÛÉÎÏÊ ÓÌÅŒÁ ÏÔ ÇÒÁÎÉÃÙ, ÔÅÐÅÒØ ÎÅ ÕÞÉÔÙŒÁÅÔÓÑ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ R(t), ÚÎÁÑ ÓÌÅÄ, t^′, Á ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ b^′ ÏÔ ÇÒÁÎÉÃÙ ÄÏ ÎÁÞÁÌÁ ÚÏÎÙ R. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c (ÚÁŒÉÓÑÝÁÑ ÏÔ ÍÁÛÉÎÙ, ÎÏ ÎÅ ÏÔ b É t), ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÅÄÁ S

KS (R(t)) ⩽ l(S) log m + 4 log t + c

(ÍÙ ÕÍÎÏÖÉÌÉ ÄÌÉÎÕ l(S) ÓÌÅÄÁ S ÎÁ log m, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÅÄ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏŒÏÍ Œ m-ÂÕËŒÅÎ- ÎÏÍ ÁÌÆÁŒÉÔÅ É ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÂÕËŒÕ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ log m ÂÉÔÏŒ; ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÎÉÅ Ë ÎÅÍÕ ÞÉÓÅÌ b^′ É t^′ (Œ ÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ) ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2 log b + 2 log t ÂÉÔÏŒ, ÐÒÉÞčÍ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ t > b (ÉÎÁÞÅ R ÐÕÓÔÁ, ÇÏÌÏŒËÁ ÔÕÄÁ ÎÅ ÄÏÛÌÁ); ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÐÒÉ ÐÅÒÅÈÏÄÅ Ë ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÓÐÏÓÏÂÕ ÏÐÉÓÁÎÉÑ).

òÉÓ. 22. âÕÆÅÒÎÁÑ ÚÏÎÁ ÐÒÉ ËÏÐÉÒÏŒÁÎÉÉ. [tape-copy-buffer]

üÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÇÏ ÞÁÓÔÉ L É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏ- ÌÏÖÅÎÉÑ ÇÒÁÎÉÃÙ: ÅÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ L ŒÚÑÔØ ÓÁÍÙÊ ËÏÒÏÔËÉÊ ÉÚ ÓÌÅÄÏŒ, ÔÏ ÅÇÏ ÄÌÉÎÁ ÍÅÎØÛÅ t=b (ŒÓÅÇÏ ÒÁÚÎÙÈ ÐÏÌÏÖÅÎÉÊ ÇÒÁÎÉÃÙ b + 1, É Œ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÐÅÒÅÓÅÞÅ- ÎÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÌÉÛØ Œ ÏÄÎÏÍ ÍÅÓÔÅ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÄÌÉÎ ÓÌÅÄÏŒ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ t). ðÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ. ▷

181 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÃÅÎËÕ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÕÌÕÞÛÉÔØ, ÚÁÍÅÎÉŒ b Œ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ ÎÁ 2b. [õËÁÚÁÎÉÅ. œSSÅÚÄ ÓÕÍÍÁÒÎÏ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔ ÐÏÞÔÉ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÛÁÇÏŒ, ÓËÏÌØËÏ É ŒÙÅÚÄ (ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ b ÍÅÎØÛÅ)]

ôÅÐÅÒØ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËŒÁÄÒÁÔÉÞÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ ËÏÐÉÒÏŒÁÎÉÑ. ðÕÓÔØ ÏÄÎÏÌÅÎÔÏÞÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ M ËÏÐÉÒÕÅÔ ÌÀÂÏÅ ŒÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏŒÏ: ÅÓÌÉ ŒÎÁÞÁÌÅ ÎÁ ÌÅÎÔÅ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ÓÌÏŒÏ x ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ, Á ÄÁÌØÛÅ ÌÅÎÔÁ ÐÕÓÔÁ, ÔÏ Œ ËÏÎÃÅ ÒÁÂÏÔÙ ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ x ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ËÏÐÉÑ, É ÎÁ ÌÅÎÔÅ ÎÁÐÉÓÁÎÏ xx.

Theorem 129. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ " > 0, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ n, ËÏÐÉÒÏŒÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ M ÚÁÎÉÍÁÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ "n^2 ÛÁÇÏŒ.

◁ âÕÄÅÍ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ n ÞčÔÎÏ, É ŒÏÚØÍčÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ x ÓÌÏŒÏ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÔÏÒÁÑ ÐÏÌÏŒÉÎÁ u ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÄÌÉÎÙ (ÔÏ ÅÓÔØ n=2). ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ Ï ÓËÏÒÏÓÔÉ ÐÅÒÅÎÏÓÁ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÓÞÉÔÁÑ ÂÕÆÅÒÎÏÊ ÚÏÎÏÊ ÕÞÁÓÔÏË ÄÌÉÎÙ n=2 ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ x (ÒÉÓ. 22).

ðÕÓÔØ ËÏÐÉÒÏŒÁÎÉÅ ÚÁÎÑÌÏ t ÛÁÇÏŒ, ÔÏÇÄÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÏÎÙ R ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n=2; Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÎÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ t log m=b + 4 log t + Ó ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÇÄÅ b | ÛÉÒÉÎÁ ÂÕÆÅÒÎÏÊ ÚÏÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ n=2. ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ n 2 ⩽ t log m n=2 + 4 log t + c:

âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ t < n^2 (ÉÎÁÞÅ ŒÓč É ÔÁË ÈÏÒÏÛÏ) É ÚÁÍÅÎÑÅÍ 4 log t ÎÁ 8 log n. ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ t ⩾ n^2 4 log m

− O(n log n):

œÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ ÍÁÌ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ÐÅÒŒÙÍ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ n (É ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÐÒÏÓÔÒÁ- ÎÉÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁ ŒÓÅ n ÚÁ ÓÞčÔ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÑ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁ ÐÒÉ n^2). ▷ îÁÓËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÁ Œ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ? óËÅÐÔÉË ÍÏÖÅÔ ŒÎÏŒØ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÍÙ ÐÒÏÓÔÏ ÏÃÅÎÉŒÁÌÉ ÞÉÓÌÏ ÓÌÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÓËÏÐÉÒÏŒÁÔØ ÚÁ ÄÁÎÎÏÅ ŒÒÅÍÑ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÄÏÌÖÎÙ ÄÁŒÁÔØ ÒÁÚÎÙÅ

ÓÌÅÄÙ (ÉÎÁÞÅ ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ ÇÒÁÎÉÃÙ ÐÏŒÅÄÅÎÉÅ ÍÁÛÉÎÙ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÏ, ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË É ŒÙÇÌÑÄÅÌÏ ÐÅÒŒÏÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÏÃÅÎËÉ (ÕÔÏÞÎÉÍ, ÞÔÏ Œ ÐÅÒŒÏÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÒÁÂÏÔÁÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÏÓØ ÎÅ ËÏÐÉÒÏŒÁÎÉÅ, Á ÒÁÓÐÏÚÎÁŒÁÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ, ÎÏ ŒÓÑ ÔÅÈÎÉËÁ ÔÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ). îÁÓËÏÌØËÏ ÉÄÅÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÐÏÎÑÔÎÅÅ ÐÒÉ ÐÅÒÅŒÏÄÅ ÅÇÏ ÎÁ ÑÚÙË ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ | ŒÏÐÒÏÓ ŒËÕÓÁ.

íÎÏÇÉÅ ÏÃÅÎËÉ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÄÏËÁÚÁÎÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÏÇÄÁ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ĂÔÒÕÄÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑĄ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÓÌÏŒÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔÉ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ËÌÁÓÓÅ É ÚÁÔÅÍ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÂÙ ÏÃÅÎËÁ ÎÅ ÓÏÂÌÀÄÁÌÁÓØ, ÔÏ ÜÔÏ ÓÌÏŒÏ ÉÍÅÌÏ ÂÙ ÍÅÎØÛÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. íÎÏÇÏ ÔÁËÉÈ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÊ (ÓÏ ÓÓÙÌËÁÍÉ ÎÁ ÏÒÉ- ÇÉÎÁÌØÎÙÅ ÒÁÂÏÔÙ) ÐÒÉŒÅÄÅÎÏ Œ ËÎÉÇÅ ìÉ É œÉÔÁÎØÉ [38], ËÏÔÏÒÙÅ ÓÁÍÉ ÓÙÇÒÁÌÉ ÂÏÌØÛÕÀ ÒÏÌØ Œ ÒÁÚŒÉÔÉÉ ÜÔÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ (ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÇÏ Incompressibility method ). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÏÃÅÎËÁ ŒÐÅÒŒÙÅ ÂÙÌÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ ËÁË ÒÁÚ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.

œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÐÒÉŒÅÄčÍ ÅÝč ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÅÒÅÊÄčÍ Ë ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÄÒÕÇÉÍ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍ. ïÎÉ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ ÎÅ ÓÁÍÉ ÐÏ ÓÅÂÅ, Á ËÁË ÐÒÉÍÅÒÙ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÏŒ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÔÅÏÒÉÀ ËÏÌÍÏÇÏ- ÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ, Ó ÎÅÊ ÎÅ ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ.

8.3. ëÏÎÅÞÎÙÅ ÁŒÔÏÍÁÔÙ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÇÏÌÏŒËÁÍÉ

ëÏÎÅÞÎÙÊ ÁŒÔÏÍÁÔ Ó k ÇÏÌÏŒËÁÍÉ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÏÂÙÞÎÏÇÏ (Ó ËÏÔÏÒÙÍ, ËÁË ÍÙ ÐÒÅÄÐÏ- ÌÁÇÁÅÍ Œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ÞÉÔÁÔÅÌØ ÚÎÁËÏÍ) ÔÅÍ, ÞÔÏ ŒÍÅÓÔÏ ÏÄÎÏÊ ÞÉÔÁÀÝÅÊ ÇÏÌÏŒËÉ ÏÎ ÉÍÅÅÔ k ÏÄÎÏÓÔÏÒÏÎÎÉÈ (ÄŒÉÖÕÝÉÈÓÑ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ) ÞÉÔÁÀÝÉÈ ÇÏÌÏŒÏË. œ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ k ÞÉÔÁÀÝÉÈ ÇÏÌÏŒÏË ÇÏÌÏŒËÉ ŒÉÄÑÔ ÐÅÒŒÙÊ (ËÒÁÊÎÉÊ ÓÌÅŒÁ) ÓÉÍŒÏÌ ŒÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ. îÁ ËÁ- ÖÄÏÍ ÛÁÇÅ, Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÁŒÔÏÍÁÔÁ É ÏÔ k ÓÉÍŒÏÌÏŒ, ÞÉÔÁÅÍÙÈ k ÇÏÌÏŒËÁÍÉ, ÁŒÔÏÍÁÔ ÍÅÎÑÅÔ ÓŒÏč ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ É ÐÒÏÄŒÉÇÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ k ÇÏÌÏŒÏË (ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÏÄÎÏÊ) ŒÐÒÁŒÏ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔÓÑ. œÓÌÅÄ ÚÁ ÓÌÏŒÏÍ ÎÁ ÌÅÎÔÅ ÚÁÐÉÓÁÎ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ËÏÎÃÁ ÓÌÏŒÁ; ÒÁÂÏÔÁ ÁŒÔÏÍÁÔÁ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÇÏÌÏŒËÉ ÐÏÐÁÄÁÀÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ÓÉÍŒÏÌ. áŒÔÏÍÁÔ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÓÌÏŒÏ, ÅÓÌÉ ÐÏ ÏËÏÎÞÁÎÉÉ ÒÁÂÏÔÙ ÏÎ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÚÁËÌÀÞÉ- ÔÅÌØÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ, ÄÏÐÕÓËÁÅÍÙÈ ÁŒÔÏÍÁÔÏÍ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÑÚÙËÏÍ, ÒÁÓÐÏÚÎÁŒÁÅÍÙÍ ÜÔÉÍ ÁŒÔÏÍÁÔÏÍ.

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ŒÉÄÁ x#x, ÇÄÅ x | ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ. üÔÏÔ ÑÚÙË ÎÅ ÒÁÓÐÏÚÎÁčÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÁŒÔÏÍÁÔÏÍ Ó ÏÄÎÏÊ ÇÏÌÏŒËÏÊ (ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁŒÔÏÍÁÔÏŒ), ÎÏ ÒÁÓÐÏÚÎÁčÔÓÑ ÁŒÔÏÍÁÔÏÍ Ó ÄŒÕÍÑ ÇÏÌÏŒËÁÍÉ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÄÎÕ ÇÏÌÏŒËÕ ÎÁÄÏ ÏÔÐÒÁŒÉÔØ ÎÁ ÐÏÉÓËÉ ÓÉÍŒÏÌÁ #, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÓÉÎÈÒÏÎÎÏ ÓÄŒÉÇÁÔØ ÏÂÅ ÇÏÌÏŒËÉ É ÐÒÏŒÅÒÑÔØ, ÞÔÏ ÐÏÄ ÎÉÍÉ ÐÒÏÈÏÄÑÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÓÉÍŒÏÌÙ.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄŒÅ ÇÏÌÏŒËÉ ÌÕÞÛÅ, ÞÅÍ ÏÄÎÁ (ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÐÏÚÎÁŒÁÔØ ÂÏÌØÛÅ ÑÚÙËÏŒ). ïËÁ- ÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ŒÏÏÂÝÅ k + 1 ÇÏÌÏŒÏË ÌÕÞÛÅ, ÞÅÍ k:

Theorem 130. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ k ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÑÚÙË, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÓÐÏÚÎÁčÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÁŒÔÏÍÁÔÏÍ Ó k + 1 ÇÏÌÏŒËÁÍÉ, ÎÏ ÎÅ ÒÁÓÐÏÚÎÁčÔÓÑ ÎÉËÁËÉÍ ÁŒÔÏÍÁÔÏÍ Ó k ÇÏÌÏŒËÁÍÉ.

◁ äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ m ⩾ 1 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÑÚÙË L_m, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ

w_1# : : : w_m#w_m# : : : w_1

(ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ w_1; : : : ; w_m). ëÁÖÄÏÅ ÉÚ ÓÌÏŒ w_i ÐÏŒÔÏÒÑÅÔÓÑ ÄŒÁÖÄÙ, ÐÒÉÞčÍ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÅ ÓÌÏŒÁ ÉÄÕÔ Œ ÏÂÒÁÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ (ÜÔÏ ÏÞÅÎØ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ).

áŒÔÏÍÁÔ Ó k ÇÏÌÏŒËÁÍÉ ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÐÏÚÎÁŒÁÔØ ÜÔÏÔ ÑÚÙË ÔÁË: ÏÄÎÁ ÉÚ ÇÏÌÏŒÏË ÏÔÐÒÁŒÌÑÅÔ- ÓÑ Œ ÐÒÁŒÕÀ ÐÏÌÏŒÉÎÕ ÓÌÏŒÁ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ k−1 ÇÏÌÏŒÏË ŒÓÔÁÀÔ ÎÁ ÎÁÞÁÌÁ ÓÌÏŒ w_1; : : : ; w_{k−1}. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ k − 1 ÇÏÌÏŒÏË ÓŒÅÒÑÅÔ ÐÏÒÕÞÅÎÎÏÅ ÅÊ ÓÌÏŒÏ Ó ÅÇÏ ËÏÐÉÅÊ, ËÏÇÄÁ ÐÅÒŒÁÑ ÇÏ- ÌÏŒËÁ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÍÉÍÏ ÜÔÏÊ ËÏÐÉÉ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÐÅÒŒÙÅ k−1 ÓÌÏŒ ÐÒÏŒÅÒÅÎÙ, ÐÅÒŒÁÑ ÇÏÌÏŒËÁ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÁ (ÏÎÁ ÄÏÛÌÁ ÄÏ ËÏÎÃÁ ÓÌÏŒÁ É ÂÏÌØÛÅ ÎÉ ÎÁ ÞÔÏ ÎÅ ÐÒÉÇÏÄÎÁ), Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÇÏÌÏŒËÉ ÓÔÏÑÔ ÌÅŒÅÅ ÅÝč ÎÅ ÐÒÏŒÅÒÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒ w_k; w_{k+1}; : : :. ðÒÏÃÅÓÓ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔ- ÓÑ: ÅÝč ÏÄÎÁ ÇÏÌÏŒËÁ ÏÔÐÒÁŒÌÑÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ŒÓč ÓÌÏŒÏ, Á k − 2 ÇÏÌÏŒÏË ÓŒÅÒÑÀÔ ËÁÖÄÁÑ ÓŒÏč ÓÌÏŒÏ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. œÓÅÇÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÓŒÅÒÉÔØ

(k − 1) + (k − 2) + : : : + 1 = k(k − 1) 2 = C^2_k

ÓÌÏŒ. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ m Õ ÎÁÓ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏÉÓË ÓÌÏŒÁ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ ÔÒÅÂÕÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÁŒÔÏÍÁÔÁ.)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÑÚÙË L_m ÒÁÓÐÏÚÎÁčÔÓÑ k-ÇÏÌÏŒÏÞÎÙÍ ÁŒÔÏÍÁÔÏÍ ÐÒÉ m ⩽ C^2_k . ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ m > C^2_k ÑÚÙË L_m ÎÅ ÒÁÓÐÏÚÎÁčÔÓÑ ÎÉËÁËÉÍ k-ÇÏÌÏŒÏÞÎÙÍ ÁŒÔÏÍÁÔÏÍ. ðÕÓÔØ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË É ÁŒÔÏÍÁÔ M ÅÇÏ ÒÁÓÐÏÚÎÁčÔ. þÔÏÂÙ ÐÒÉÄÔÉ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÓÌÏŒÁ w_1; : : : ; w_m ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÄÌÉÎÙ N. âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ mN É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ mN, É ÒÁÚÒÅÖÅÍ ÅÇÏ ÎÁ m ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ N, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ w_1; : : : ; w_m. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÓÌÏŒÏ

W = w_1# : : : w_m#w_m# : : : w_1

ÄÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÁŒÔÏÍÁÔÏÍ M; ÍÙ ÐÒÉÄčÍ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ, ÐÏËÁÚÁŒ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ ÓÌÏŒÏ w_1 : : : w_m ÉÍÅÅÔ ÍÅÎØÛÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÞÅÍ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÌÉ, ÌÉÂÏ ÁŒÔÏÍÁÔ M ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÎÅŒÅÒÎÏ (ÎÅ ÒÁÓÐÏÚÎÁčÔ L_m).

âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÁÒÁ ÇÏÌÏŒÏË ÁŒÔÏÍÁÔÁ M ÐÒÏŒÅÒÉÌÁ ÓÌÏŒÏ w_i, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÒÁÂÏÔÅ ÁŒÔÏÍÁÔÁ M ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÏŒÅ ÂÙÌ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ ÇÏÌÏŒËÉ ÎÁÈÏÄÉÌÉÓØ ŒÎÕÔÒÉ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ËÏÐÉÉ ÓÌÏŒÁ w_i. ëÌÀÞÅŒÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ: ÎÉËÁËÁÑ ÐÁÒÁ ÇÏÌÏŒÏË ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÄŒÁ ÒÁÚÎÙÈ ÓÌÏŒÁ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÐÒÏŒÅÒÉÌÁ ÓÌÏŒÏ w_i, ÔÏ ÄÏ ÜÔÏÇÏ ÌÅŒÁÑ ÇÏÌÏŒËÁ ÞÉÔÁÌÁ ÓÌÏŒÁ Ó ÍÅÎØÛÉÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ, Á ÐÒÁŒÁÑ | Ó ÂÏÌØÛÉÍÉ, Á ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ m > C^2_k ; ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ w_i, ÎÅ ÐÒÏŒÅÒÅÎÎÏÅ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÐÁÒÏÊ ÇÏÌÏŒÏË. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ ÜÔÏ ÓÌÏŒÏ ÐÒÏÝÅ, ÞÅÍ ÎÕÖÎÏ, ÌÉÂÏ ÏÄÎÕ ÉÚ ÅÇÏ ËÏÐÉÊ ÍÏÖÎÏ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÎÅÚÁÍÅÔÎÏ ÄÌÑ ÁŒÔÏÍÁÔÁ M (ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÉÓËÒÅÄÉÔÉÒÏŒÁŒ ÜÔÏÔ ÁŒÔÏÍÁÔ).

âÕÄÅÍ ÎÁÂÌÀÄÁÔØ ÚÁ ÒÁÂÏÔÏÊ ÁŒÔÏÍÁÔÁ M ÎÁ ÓÌÏŒÅ W , ÏÂÒÁÝÁÑ ÏÓÏÂÏÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÔÅ ÍÏÍÅÎÔÙ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÁ ÉÚ ÇÏÌÏŒÏË ÁŒÔÏÍÁÔÁ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÓÌÏŒÏ w_i (Œ ÌÀÂÕÀ ÉÚ ËÏÐÉÊ) ÉÌÉ ŒÙÈÏÄÉÔ ÉÚ ÎÅč, É ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ŒÓÅÈ ÇÏÌÏŒÏË É ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÁŒÔÏÍÁÔÁ Œ ÜÔÉ ÍÏÍÅÎÔÙ. ðÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÐÒÏÔÏËÏÌ P ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ O(log N) (ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ k; m É ÏÔ ÞÉÓÌÁ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ ÁŒÔÏÍÁÔÁ, ÎÏ ÎÅ ÏÔ N), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÍÅÎÔÏŒ ŒÈÏÄÁ É ŒÙÈÏÄÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 4k (ÐÏ ÞÅÔÙÒÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÏÌÏŒËÉ), É Œ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÎÁÄÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ ÁŒÔÏÍÁÔÁ É ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÇÏÌÏŒÏË, ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔ O(log N) ÂÉÔÏŒ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ (ÅÓÌÉ ÁŒÔÏÍÁÔ M ÒÁÓÐÏÚÎÁčÔ L_m) ÓÌÏŒÏ w_i ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÐÏ ŒÓÅÍ ÏÓÔÁÌØÎÙÍ ÓÌÏŒÁÍ w_j Ó j ≠ i É ÐÒÏÔÏËÏÌÕ P . œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ w_1 : : : w_m ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ (m−1)N (ÞÉÓÌÏ ÂÉÔÏŒ Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÏŒÁÈ) ÐÌÀÓ O(log N) (ÞÉÓÌÏ ÂÉÔÏŒ Œ ÐÒÏÔÏËÏÌÅ) ÐÌÀÓ O(1), ÞÔÏ ÍÅÎØÛÅ mN ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ N, É ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

œÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÔØ ÂÕÄÅÍ ÔÁË: ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÓÌÏŒÁ w ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉ- ÎÙ ÎÁ ÍÅÓÔÏ w_i (ÐÒÉ ÔÅÈ ÖÅ w_j Ó j ≠ i), ÍÙ ÚÁÐÕÓËÁÅÍ ÁŒÔÏÍÁÔ M É ÓÍÏÔÒÉÍ, ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÌÓÑ ÌÉ ÐÒÏÔÏËÏÌ P . ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÏÚÍÏÖÎÙ ÒÁÚÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ.

(1) åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÐÒÉ ÐÒÉ ÏÄÎÏÍ w ÁŒÔÏÍÁÔ M ÎÅ ÄÏÐÕÓÔÉÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÓÌÏŒÁ, ÏÎ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÎÅÐÒÁŒÉÌØÎÙÊ.

(2) áŒÔÏÍÁÔ M ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÓÌÏŒÁ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÏÔÏËÏÌ P ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁÖÄÙ, ÐÒÉ w = w_i. (œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ w_i ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ P É ÏÓÔÁÌØÎÙÍ ÓÌÏŒÁÍ.)

(3) áŒÔÏÍÁÔ M ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÓÌÏŒÁ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÏÔÏËÏÌ P ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ É ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ w ≠ w_i. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÁŒÔÏÍÁÔ M ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÎÅÐÒÁŒÉÌØÎÏÅ ÓÌÏŒÏ (ÎÅ ÉÚ L_m), Á ÉÍÅÎÎÏ ÓÌÏŒÏ W^′, Œ ËÏÔÏÒÏÍ Œ ÌÅŒÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÅ ÚÁÐÉÓÁÎÏ w_i, Á Œ ÐÒÁŒÏÊ ÎÁ ÍÅÓÔÅ w_i ÓÔÏÉÔ ÓÌÏŒÏ w.

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÄŒÁ ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÈ ÐÏŒÅÄÅÎÉÑ ÁŒÔÏÍÁÔÁ M: ËÏÇÄÁ Ó ÏÂÅÉÈ ÓÔÏÒÏÎ w_i É ËÏÇÄÁ Ó ÏÂÅÉÈ ÓÔÏÒÏÎ w. òÁÚÒÅÖÅÍ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÉ ÐÏ ÔÅÍ ÍÏÍÅÎÔÁÍ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÁ ÉÚ ÇÏÌÏŒÏË ŒÈÏÄÉÔ ÉÌÉ ŒÙÈÏÄÉÔ ÉÚ w_i (ÉÌÉ w). ðÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÇÏÌÏŒÏË Œ ÜÔÉ ÍÏÍÅÎÔÙ, Á ÔÁËÖÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÁŒÔÏÍÁÔÁ, ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙ Œ ÐÒÏÔÏËÏÌÅ P , É ÐÏÔÏÍÕ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ. (óÁÍÉ ÍÏÍÅÎÔÙ ŒÒÅÍÅÎÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÈ ÍÙ | ÈÏÔÑ ÍÏÇÌÉ ÂÙ | ÎÅ ŒËÌÀÞÉÌÉ Œ ÐÒÏÔÏËÏÌ.) ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓËÌÅÉŒÁÔØ ÏÔÒÅÚËÉ ÐÏŒÅÄÅÎÉÑ ÁŒÔÏÍÁÔÁ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÒÁÚÎÙÈ ÓÌÕÞÁÅŒ; ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ Œ ÌÅŒÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÅ ÂÙÌÏ w_i, Á Œ ÐÒÁŒÏÊ w.

ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ Œ ÈÏÄÅ ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÓÌÏŒÁ W ÎÉËÁËÁÑ ÐÁÒÁ ÇÏÌÏŒÏË ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÎÅ ÐÏÐÁÄÁÅÔ Œ ÌÅŒÕÀ É ÐÒÁŒÕÀ ËÏÐÉÉ ÓÌÏŒÁ w_i; ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÈÏÖÄÅÎÉÅ ÇÒÁÎÉÃÙ ÆÉËÓÉÒÕÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÔÏËÏÌÅ, ÜÔÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ É ÐÏÓÌÅ ÚÁÍÅÎÙ w_i ÎÁ w. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÐÒÏÔÏËÏÌÁ ÅÓÔØ ÔÒÉ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ: (Á) ÇÏÌÏŒËÁ Œ ÌÅŒÏÊ ËÏÐÉÉ; (Â) ÇÏÌÏŒËÁ Œ ÐÒÁŒÏÊ ËÏÐÉÉ; (Œ) ÎÉ ÔÏ, ÎÉ ÄÒÕÇÏÅ. åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ (Á) ÂÒÁÔØ ËÕÓÏË ÐÏŒÅÄÅÎÉÑ ÁŒÔÏÍÁÔÁ M ÎÁ ÓÌÏŒÅ W , ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ (Â) ÂÒÁÔØ ËÕÓÏË ÐÏŒÅÄÅÎÉÑ ÎÁ ÉÚÍÅÎčÎÎÏÍ ÓÌÏŒÅ (ËÏÇÄÁ w_i ÚÁÍÅÎÅÎÏ ÎÁ w), Á ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ (Œ) ÂÒÁÔØ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ (ÏÎÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ), ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÁÂÏÔÁ ÁŒÔÏÍÁÔÁ M ÎÁ ÓÍÅÛÁÎÎÏÍ ÓÌÏŒÅ W^′, É ÐÏÔÏÍÕ ÁŒÔÏÍÁÔ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ W^′ Œ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÉ Ó ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅÍ. ▷

8.4. õÓÉÌÅÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ

[appl-lln] õÓÉÌÅÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÂÙÌ ÄÏËÁÚÁÎ ÎÁÍÉ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 3.2 (ÔÅÏÒÅÍÁ 27, Ó. 57) ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÐÒÑÍÙÍ ÐÏÄÓÞčÔÏÍ). ðÏÄÒÏÂÎÏ ÂÙÌ ÒÁÚÏÂÒÁÎ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ: Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁËÏÎ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ! = !_0!_1 : : :, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔ

p_n =

!_0 + !_1 + : : : + !_{n−1} n ÐÒÉ n → ∞ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÒÁŒÅÎ 1=2, ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ 1 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ �. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (ÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÇÄÅ ÐÒÅÄÅÌ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÌÉ ÎÅ ÒÁŒÅÎ 1=2), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ. œÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ, Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 32

(Ó. 67), ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÕÌÅŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ É ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ, ÏÔËÕÄÁ ÚÁËÌÀÞÉÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÐÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔ ÒÁŒÅÎ 1=2 (ÔÅÏÒÅÍÁ 33, Ó. 67).

ïÄÎÁËÏ ÍÏÖÎÏ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ É Œ ÄÒÕÇÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÐÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔ ÒÁŒÅÎ 1=2, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 82, Ó. 136). üÔÏÔ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔØ Åč ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ (!)_n ÄÌÉÎÙ n ÒÁŒÎÁ n + O(1). éÚ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉÃ p_n ÅÄÉÎÉÃ Œ (!)_n ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1=2. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 122, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (ÏÂÙÞÎÁÑ ÉÌÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ, ÒÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ) ÓÌÏŒÁ (!)_n ÎÅ ÐÒÅŒÏÓ- ÈÏÄÉÔ nh(p_n; 1 − p_n) + O(log n), É ÐÏÔÏÍÕ ŒÅÌÉÞÉÎÁ h(p_n; 1 − p_n) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1 ÐÒÉ n → ∞ (ÒÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ ÎÉÍÉ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ O(log n)=n). ïÔÓÀÄÁ É ÉÚ ÇÒÁÆÉËÁ ÒÉÓ. 8 (Ó. 58) ÍÏÖÎÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ p_n → 1=2 ÐÒÉ n → ∞ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Á ÔÁËÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÒÙ 1.

œÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÎÏŒÙÍ ÉÌÉ ÐÒÏÓÔÏ ÍÙ ÐÏŒÔÏÒÉÌÉ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÔÅ ÖÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÙ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÕÇÏÍ ÑÚÙËÅ? óËÏÒÅÅ ŒÔÏÒÏÅ: ÅÓÌÉ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ, ËÁË ÄÏËÁÚÙŒÁÌÁÓØ ÔÅÏÒÅÍÁ 122, ÔÏ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÔÁÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÁÓØ ÔÁ ÖÅ ÏÃÅÎËÁ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ óÔÉÒÌÉÎÇÁ, ÞÔÏ É Œ ÐÒÑÍÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÚÁËÏÎÁ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ. (äÒÕÇÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, Ó ÏÃÅÎËÏÊ ÞÅÒÅÚ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÍÅÒÙ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 81, ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÐÒÑÍÏÊ ÐÅÒÅŒÏÄ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÏÃÅÎÏË ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÉŒÏÄÉÌÓÑ ÎÁÍÉ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 3.2, ÐÏÓÌÅ ÄÏËÁÚÁ- ÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 27.)

þÔÏ ÖÅ ÍÙ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÍ ÏÔ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ? íÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔŒ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ ËÌÁÓÓ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÄÌÑ ËÏ- ÔÏÒÙÈ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒ ÕÓÉÌÅÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ:

Theorem 131. [lln-complexity-bound] ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ KS ((!)_n) = n + o(n). ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÁÓÔÏÔ ÅÄÉÎÉÃ Œ Åč ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1=2.

◁ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ: Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ h(p_n; 1 − p_n) ÐÏ ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÅÓÔØ 1 + o(1). ▷

œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÔØÓÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅÍ p_n → 1=2, Á ÏÃÅÎÉŒÁÔØ ÓËÏ- ÒÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔÉ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Œ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÚÁËÏÎÏÍ ÐÏŒÔÏÒÎÏÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ, É ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÁÔØ ÐÒÏÓÔÏÅ ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ŒÅÒÈÎÅÊ ÏÃÅÎËÉ Œ ÜÔÏÍ ÚÁËÏÎÅ.

Theorem 132. [iterated-logarithm-upper] ðÕÓÔØ ! | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ, p_n | ÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉÃ Œ Åč ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ n. ôÏÇÄÁ, ËÁËÏŒÏ ÂÙ ÎÉ ÂÙÌÏ " > 0, ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

|p_n − 1=2| ⩽ (1 + ") √ ln ln n 2n ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛ«ÉÈ n.

◁ ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÄÁčÔ ÎÁÍ (ÏÐÉÓÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ) ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ

n − O(1) ⩽ KM((!)_n) ⩽ nh(p_n; 1 − p_n) + O(log n);

ÏÔËÕÄÁ h(p_n; 1 − p_n) ⩾ 1 − O(log n=n):

æÕÎËÃÉÑ p → h(p; 1 − p) = p(− log p) + (1 − p)(− log(1 − p))

ÉÍÅÅÔ ÍÁËÓÉÍÕÍ Œ ÔÏÞËÅ p = 1=2, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÔÏÒÁÑ ÐÒÏÉÚŒÏÄÎÁÑ Œ ÔÏÞËÅ ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ ÎÕÌÑ (É ÒÁŒÎÁ −4= ln 2). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ ôÅÊÌÏÒÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

h(1=2 + ‹) = 1 − 2 ln 2

‹^2 + o(‹^2)

ÐÒÉ ‹ → 0. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ‹_n = p_n − 1=2 ÉÍÅÅÍ

‹^2_n = O(log n=n);

ÔÏ ÅÓÔØ

|p_n − 1=2| = O (√ log n n ) : üÔÏ ÕÖÅ ËÏÅ-ÞÔÏ, ÈÏÔÑ ÄÏ ÎÕÖÎÏÊ ÎÁÍ ÏÃÅÎËÉ ÅÝč ÄÁÌÅËÏ. (úÁÍÅÔÉÍ Œ ÓËÏÂËÁÈ, ÞÔÏ É Œ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÏÃÅÎËÁ Ó ÐÏŒÔÏÒÎÙÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ÂÙÌÁ ÐÏÌÕÞÅÎÁ ÎÅ ÓÒÁÚÕ: ÓÎÁÞÁÌÁ èÁÕÓÄÏÒÆ (1913) ÄÏËÁÚÁÌ ÏÃÅÎËÕ O(n^”= √ n), ÚÁÔÅÍ èÁÒÄÉ É ìÉÔÌŒÕÄ (1914) Åč ÕÌÕÞÛÉÌÉ, ÚÁÍÅÎÉŒ n^” ÎÁ √ log n, ÚÁÔÅÍ ûÔÅÊÎÇÁÕÚ (1922) ÄÏËÁÚÁÌ ÏÃÅÎËÕ (1 + ") √ (2 ln n)=n, É ÌÉÛØ ÐÏÔÏÍ èÉÎÞÉÎ (1924) ÐÏÌÕÞÉÌ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÎÁÍÉ ÔÅÏÒÅÍÙ 132, ÚÁÍÅÎÉŒ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÎÁ ÐÏŒÔÏÒÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ. ôÁË ÞÔÏ ÐÏËÁ ÞÔÏ ÍÙ ÎÁÈÏÄÉÍÓÑ ÎÁ ÕÒÏŒÎÅ èÁÒÄÉ É ìÉÔÌŒÕÄÁ.)

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÕÌÕÞÛÉÔØ ŒÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ KM ((!)_n). (îÉÖÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÕÌÕÞÛÁÔØ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÎÅËÕÄÁ.) ïÎÁ ÐÏÌÕÞÁÌÁÓØ ÓÒÁŒÎÅÎÉÅÍ KM ((!)_n) Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ŒÅÒÏÑÔ- ÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (!)_n ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅŒÏÊ ÍÅÒÙ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ p_n. üÔÏÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÂÙÌ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÁŒÅÎ nh(p_n; 1 − p_n), ÎÏ ÓÁÍÁ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅŒÁ ÍÅÒÁ ÚÁŒÉÓÅÌÁ ÏÔ n, É ÐÏÔÏÍÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 81 ÄÁŒÁÌÁ ÏÃÅÎËÕ Ó ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÌÅÎÏÍ, ÒÁŒÎÙÍ KP (p_n) (ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÎÁÞÁÔØ Ó ÓÁÍÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ËÏÄÁ ÄÌÑ p_n). ðÒÉ ÜÔÏÍ KP (p_n) ÍÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ËÁË (2 + ") log n, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÄÒÏÂÉ p_n ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ n. œÓč ÜÔÏ ŒÍÅÓÔÅ ÄÁčÔ ÏÃÅÎËÕ 2 ln 2

(p_n − 1=2)^2 ≈ 1 − h(p_n; 1 − p_n) ⩽ (2 + ") log n=n;

ÞÔÏ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ.

þÔÏ ÖÅ ÅÝč ÍÏÖÎÏ ÓÜËÏÎÏÍÉÔØ? úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ p_n ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÏ Ë 1=2: ÅÓÌÉ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ n, ÔÏ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ ÏÔËÌÏÎÑÅÔÓÑ ÏÔ n=2 ÎÁ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ÞÕÔØ ÂÏÌØÛÅ √ n. ðÏÜÔÏÍÕ (ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅ) ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÂÉÔÏŒ ÄÌÑ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÞÉÓÌÉ- ÔÅÌÑ ÍÏÖÎÏ ÓÏËÒÁÔÉÔØ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ŒÄŒÏÅ, É ÔÏÇÄÁ ŒÍÅÓÔÏ 2 Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÂÕÄÅÔ 1;5. îÏ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÂÏÌØÛÅÇÏ.

òÅÛÁÀÝÁÑ ÉÄÅÑ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÓÔÉ p_n = 1=2 + ‹_n > 1=2. âÕÄÅÍ ŒÍÅÓÔÏ p_n ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄÌÑ ÏÃÅÎËÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ŒÅÌÉÞÉÎÕ 1=2 + ‹^′_n, ÇÄÅ ‹^′_n | ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ë ‹_n ÓÎÉÚÕ Ó ÎÅÂÏÌØÛÏÊ (ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ ÐÏÇÒÅÛ- ÎÏÓÔØÀ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, 0;9‹_n < ‹^′_n ⩽ ‹_n. ôÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ ‹^′_n ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÓÒÅÄÉ ÞÌÅ- ÎÏŒ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ (0;9)^k, É ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÁ ÐÒÉÍÅÒÎÏ log k, ÔÏ ÅÓÔØ log(− log ‹_n= log 0;9) = log(− log ‹_n) + c. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ ‹_n < 1= √ n, ÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅ- ÞÅÇÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ‹_n ÍÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ËÁË (1 + ") log log n (ÐÒÉ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÍ " É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n).

üÔÏ ÈÏÒÏÛÏ, ÎÏ ÚÁÔÏ ÕÈÕÄÛÉÌÁÓØ ŒÅÒÈÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (!)_n. á ÉÍÅÎÎÏ, ŒÍÅÓÔÏ h(p_n; 1 − p_n) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ

p_n(− log p^′_n) + (1 − p_n)(− log(1 − p^′_n));

ÇÄÅ p^′_n = 1=2 + ‹^′_n; ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉÅ ÞÁÓÔÏÔÙ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ Œ (!)_n ÒÁŒÎÙ p_n É 1 − p_n, ÎÏ ÐÒÉ ĂËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÉĄ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÎÅ ÏÎÉ, Á ÐÒÉÂÌÉÖčÎÎÙÅ (É ÕÐÒÏÝčÎÎÙÅ) p^′_n É 1 − p^′_n. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÌÉÛØ ÕŒÅÌÉÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ Œ ÎčÍ p_n ÎÁ p^′_n (ÐÏÓËÏÌØËÕ p_n > p^′_n > 1=2, ŒÔÏÒÁÑ ÓËÏÂËÁ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ÂÏÌØÛÅ ÐÅÒŒÏÊ, É ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÅ Åč ŒÅÓÁ ÚÁ ÓÞčÔ ÐÅÒŒÏÊ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ ŒÓÀ ÓÕÍÍÕ).

œ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÃÅÎËÕ

n − O(1) ⩽ nh(p^′_n; 1 − p^′_n) + (1 + ") log log n

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 (ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛ«ÉÈ n) É ÏÔÓÀÄÁ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ

‹^′_n ⩽ (1 + ") √ ln 2 · log log n=2n:

ïÃÅÎËÁ ÄÌÑ ĂÉÓÔÉÎÎÏÇÏĄ ‹_n ÌÉÛØ ÎÅÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ (Œ 1=0;9 ÒÁÚÁ Œ ÎÁÛÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ); ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ŒÍÅÓÔÏ 0;9 ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ŒÚÑÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÌÉÚËÏÅ Ë ÅÄÉÎÉÃÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÍÎÏÖÉÔÅÌØ ln 2 ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔ ÐÅÒŒÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ Œ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ, Á ŒÔÏ- ÒÏÊ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÐÏÇÌÏÝÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ (1 + ")). ▷ 182 ðÒÉŒÅÄčÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 132 ÎÅ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !: ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ n − KM ((!)_n) = o(log log n).

8.5. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÅÚ ÚÁÐÒÅÝčÎÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏŒ

[appl-llll]

8.5.1. úÁÐÒÅÝčÎÎÙÅ É ÐÒÏÓÔÙÅ ÓÌÏŒÁ

äÏËÁÚÙŒÁÅÍÏÅ Œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÎÅ ÓÁÍÏ ÐÏ ÓÅÂÅ, Á ËÁË ÎÅÏÖÉÄÁÎ- ÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.

Theorem 133. [no-forbidden-strings] ðÕÓÔØ ¸ < 1 | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ, ÏÂÝÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{ffn}, ÏÂSSÑŒÌÅÎÙ ÚÁÐÒÅÝčÎÎÙÍÉ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÞÉÓÌÏ c É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÚÁÐÒÅÝčÎÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏŒ ÄÌÉÎÎÅÅ c.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÚÁÐÒÅÝčÎÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ (ÐÒÏÓÔÁÑ) ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ ¸n, ÉÈ ËÁË ÒÁÚ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2^{ffn}. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ:

Theorem 134. [no-simple-strings] ðÕÓÔØ ¸ < 1 | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ, Œ ËÏ- ÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÄÌÉÎÙ n ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ¸n.

ðÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ ÓÒÁŒÎÉÔØ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ó ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ (ÔÅÏÒÅÍÁ 86, Ó. 140). ôÁÍ ÒÅÞØ ÛÌÁ ÌÉÛØ Ï ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ, Á ÎÅ ŒÓÅÈ ÐÏÄÓÌÏŒÁÈ, ÚÁÔÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÙÌÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n − O(1) (ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ÄÁčÔ ÏÃÅÎËÕ n − O(log n)). ëÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÏÄÓÌÏŒ (Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÁÞÁÌ) ÔÁËÕÀ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÎÅÌØÚÑ. (üÔÏ É ÎÅ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÏ: Œ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏÑŒÌÑÔØÓÑ ŒÓÅ ÐÏÄÓÌÏŒÁ, Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÍÁÌÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.)

183 äÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÎÁÊÄčÔÓÑ ¸ < 1 É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏŒ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ë ÄÌÉÎÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ¸. [õËÁ- ÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ. åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÄÓÌÏŒ ŒÓÅ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ, ÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÎÅÞÅÇÏ. åÓÌÉ ÖÅ Œ ÎÅč ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ u ÄÌÉÎÙ k, ÔÏ ÒÁÚÂÉŒÁÑ ÄÌÉÎÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÎÁ ÂÌÏËÉ ÄÌÉÎÙ k É ËÏÄÉÒÕÑ ÉÈ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÂÌÏË u ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ É ËÏÄ ÅÍÕ ÎÅ ÎÕÖÅÎ), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ë ÄÌÉÎÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ (log(2^k − 1))=k.]

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 133 ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ Œ ÄŒÁ ÜÔÁÐÁ. óÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ Åč ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ, ÔÅÏÒÅÍÕ 134, Á ÚÁÔÅÍ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ É ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ.

◁ äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 134 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ˛, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ¸ < ˛ < 1. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 65 (Ó. 110), ÎÁÊÄčÍ ÞÉÓÌÏ N Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ËÏ ŒÓÑËÏÍÕ ÓÌÏŒÕ x ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÐÉÓÁÔØ N ÂÉÔÏŒ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ŒÏÚÒÏÓÌÁ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ˛N. âÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ, ÎÁÞÁŒ Ó ÐÕÓÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ: ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÌÏËÏŒ ÄÌÉÎÙ N, ÏÔ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÌÏËÁ ÐÒÅÆÉËÓ- ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ ÎÁ ˛N. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÉÚ ÐÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ k ÂÌÏËÏŒ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ˛kN − O(1). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÔ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÓÔčÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ˛kN, Á KP (xy) ⩽ KP (x) + KP (y) + O(1). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÓÌÏŒÁ u (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÇÏÓÑ É ËÏÎ- ÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÂÌÏËÁ) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ˛l(u) − O(1), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÄÌÉÎÙ ÉÚ-ÚÁ ÇÒÁÎÉÞÎÙÈ ÜÆÆÅËÔÏŒ (ÏÂÒÅÚÁÎÉÅ ÐÏ ÇÒÁÎÉÃÅ ÂÌÏËÁ) ÅÓÔØ O(1). ïÓÔÁčÔÓÑ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ˛ ÍÙ ŒÚÑÌÉ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ¸ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÚÁÐÁÓÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ- ËÒÙŒÁÅÔ É ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ÜÆÆÅËÔÙ, É ÒÁÚÎÉÃÕ ÍÅÖÄÕ ÏÂÙÞÎÏÊ É ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ. ▷ 184 ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÂÙÞÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ŒÍÅÓÔÏ ÐÒÅ- ÆÉËÓÎÏÊ. [õËÁÚÁÎÉÅ. óÍ. ÚÁÄÁÞÕ 34 ÎÁ Ó. 45.]

◁ ôÅÐÅÒØ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 133; ÐÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÅÓÌÉ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÒÅÌÑ- ÔÉŒÉÚÏŒÁÎÎÙÍ ŒÁÒÉÁÎÔÏÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F ÚÁÐÒÅÝčÎÎÙÈ ÓÌÏŒ ÄÁÎÏ ÎÁÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÒÁËÕÌÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÓÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ (Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ŒÎÅÛÎÅÊ ÐÒÏÃÅÄÕÒÙ) ÕÚÎÁŒÁÔØ ÐÒÏ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÚÁÐÒÅÝÅÎÏ ÏÎÏ ÉÌÉ ÎÅÔ. ëÁË ÏÂÙÞ- ÎÏ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ, ÔÁËÁÑ ÒÅÌÑÔÉŒÉÚÁÃÉÑ ÎÉÞÅÍÕ ÎÅ ÍÅÛÁÅÔ, É ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 134 ŒÅÒÎÁ É ÄÌÑ ÒÅÌÑÔÉŒÉÚÏŒÁÎÎÏÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ F ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÏÒÁËÕÌÅ ŒÓÅ ÚÁÐÒÅÝčÎÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ n ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ n) ÎÅ ÂÏÌÅÅ ¸n+O(1), ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏŒÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÏ ÓŒÏÉÍ ÐÏÒÑÄ- ËÏŒÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ Œ ÓÐÉÓËÅ ÚÁÐÒÅÝčÎÎÙÈ ÓÌÏŒ. ðÏÜÔÏÍÕ ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÐÒÅÝčÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ n ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ¸n+O(log n), É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÔ ÄÌÉÎÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏŒ Ó ÕÄÅÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÍÅÎØÛÅ ˛ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ˛ > ¸. ▷ ìÀÂÏÐÙÔÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÖÅÌÁÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÕ 133 ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 134, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÒÅÌÑÔÉŒÉÚÁÃÉÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

Theorem 135. åÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ¸ É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F ÚÁÐÒÅ- ÝčÎÎÙÈ ÓÌÏŒ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 133 ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÏÎÏ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ É ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F .

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F ÒÅÌÑÔÉŒÉÚÁÃÉÑ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ É ÎÅ ÎÕÖÎÁ; ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ¸ ÔÏÖÅ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ.

◁ ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ¸ < 1 É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 133 ÎÅŒÅÒÎÏ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ c ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F_c Ó ÔÁËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

(Á) F_c ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÌØËÏ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÎÅÅ c;

(Â) F_c ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{ffk} ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ k (ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ k);

(Œ) ŒÓÑËÁÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÐÏÄÓÌÏŒÏ ÉÚ F_c. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÏÖÎÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ F_c ŒÚÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÉÚ F , ÉÍÅÀÝÉÈ ÄÌÉÎÕ ÂÏÌØÛÅ c.)

ïÂÙÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ (ÌÅÍÍÁ ëčÎÉÇÁ, ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ É ŒÓÑËÁÑ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÔÏÇÄÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÓÌÏŒÏ ÉÚ F_c, É ÐÏÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F_c ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ËÏÎÅÞÎÙÍ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÇÏ (ÔÏÞ- ÎÅÅ, ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ) ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏ c. (ðÅÒÅÈÏÄ Ë ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÎÕÖÅÎ, ÞÔÏÂÙ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ.)

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ c_i, ÂÅÒÑ c_{i+1} ÂÏÌØÛÅ ÄÌÉÎ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ Œ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ F_{ci} . ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ F_{ci} É ÂÕÄÅÔ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 133. ▷

ïÂÒÁÔÉÔÅ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÁ ÓÈÅÍÕ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ: ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÉ, ÞÔÏ ÏÂSSÅËÔ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, Á ÚÁÔÅÍ ÚÁÍÅÞÁÌÉ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ (ŒÏÚÍÏÖ- ÎÏ, ÄÒÕÇÏÊ) ÏÂSSÅËÔ Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ. üÔÁ ÓÈÅÍÁ Œ ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÆÏÒÍÅ ÅÝč ÎÅ ÒÁÚ ÎÁÍ ŒÓÔÒÅÔÉÔÓÑ.

8.5.2. ìÅÍÍÁ ìÏŒÁÓÁ

íÙ ÐÏËÁÚÁÌÉ, ËÁË ÏÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÍÕ ÁÎÁÌÏÇÕ. õÄÉŒÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄŒÉÇÁÔØÓÑ É Œ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÎÁÞÁŒ Ó ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (ÌÏËÁÌØÎÏÊ ÌÅÍÍÙ ìÏŒÁÓÁ) É ŒÙŒÅÄÑ ÉÚ ÎÅÇÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ, ËÁÓÁÀÝÉÅÓÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. îÏ ŒÎÁÞÁÌÅ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÂÝÉÈ ÓÌÏŒ.

œÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ. þÁÓÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÏÂSSÅËÔÁ, ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÇÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÕÓÌÏŒÉÊ, ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔ ÔÁË: ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ŒŒÏÄÑÔ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ÐÏÄÓÞÉÔÙŒÁÀÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ ÎÁÒÕÛÅÎÏ. åÓÌÉ ÜÔÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÍÁÌÙ | ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÍÁÌÙ, ÞÔÏ ÉÈ

ÓÕÍÍÁ ÍÅÎØÛÅ 1, | ÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÏÂSSÅËÔ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ŒÓÅÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ É ÐÏÔÏÍÕ ÉÓËÏÍÙÊ ÏÂSSÅËÔ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

óŒÏÊÓÔŒÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÏÅ Œ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ: ÅÓÌÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ A_i ÎÅ ÂÏÌØÛÅ "_i, ÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÓÏÂÙÔÉÊ A_1; : : : ; A_n ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ∑ "_i, Á ŒÅÒÏ- ÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÅ ÐÒÏÉÚÏÊÄčÔ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ

1 − "_1 − "_2 − : : : − "_n:

œÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÞÁÓÔÏ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÏÄÓÞčÔÕ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ĂÐÌÏÈÉÈĄ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ: ÅÓÌÉ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÐÌÏÈÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÅÎØÛÅ ÞÉÓÌÁ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ ÅÓÔØ É ÈÏÒÏÛÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ É ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÊ ÑÚÙË: ÅÓÌÉ ÐÌÏÈÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÁÌÏ, ÔÏ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÍÁÌÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, Á ÐÏÔÏÍÕ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ) ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÂÕÄÅÔ ÈÏÒÏÛÉÍ.

åÓÌÉ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 133 Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÐÏÄÓÞčÔÏŒ, ÔÏ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ: ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ ÐÌÏÈÕÀ ÓÔÒÏËÕ Œ ÄÁÎÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÍÁÌÁ (2^{(ff−1)n}), ÎÏ ÅÓÌÉ ÐÏÚÉÃÉÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÕÖÅ ÓÔÁ- ÎÅÔ ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ | Á ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÌÀÂÏÊ ÄÌÉÎÙ ÂÅÚ ÐÌÏÈÉÈ ÐÏÄÓÌÏŒ. óÐÁÓÉÔÅÌØÎÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÄŒÁ ÕÞÁÓÔËÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, ÔÏ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ Œ ÎÉÈ ÚÁÐÒÅÝčÎÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏŒ | ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÓÏÂÙÔÉÑ.

óÌÕÞÁÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ. åÓÌÉ ÓÏÂÙÔÉÑ A_i ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, É ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ A_i ÒÁŒÎÁ "_i, ÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ A_i ÎÅ ÐÒÏÉÚÏÊÄčÔ, ÒÁŒÎÁ

(1 − "_1) · (1 − "_2) · : : : · (1 − "_n):

ïÔÓÀÄÁ, ËÓÔÁÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÂÏÌØÛÅ 1 − "_1 − "_2 − : : : (ŒÁÒÉÁÎÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ âÅÒÎÕÌÌÉ).

œÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ ÜÔÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ "_i ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ; ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ "_i ÂÙÌÏ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ.

ìÅÍÍÁ ìÏŒÁÓÁ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÓÏÂÙÔÉÊ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÎÏÇÏ (É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ ÐÅÒŒÁÑ ÏÃÅÎËÁ), É ÏÎÉ ÎÅ ŒÓÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ (É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅ ÇÏÄÉÔÓÑ ŒÔÏÒÁÑ ÏÃÅÎËÁ).

ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ n ÓÏÂÙÔÉÊ A_1; : : : ; A_n É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÏÔ 1 ÄÏ n ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ N(i) ⊂ {1; : : : ; n}, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ i. åÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÓÏÓÅÄÑÍÉ i. (îÉËÁËÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÓÉÍÍÅÔÒÉÉ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ: ŒÅÒÛÉÎÁ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÓÏÓÅÄÏÍ ÓŒÏÅÇÏ ÓÏÓÅÄÁ.)

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÏÂÙÔÉÅ A_i ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÓÏÂÙÔÉÑÍÉ, ËÒÏÍÅ ÓÅÂÑ É ÓŒÏÉÈ ÓÏ- ÓÅÄÅÊ (ÍÙ ÄÏÐÕÓËÁÅÍ ŒÏÌØÎÏÓÔØ ÒÅÞÉ É ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÍ ÓÏÂÙÔÉÅ A_i Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ i). (éÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ ÉÍÅÎÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÔ ÎÁÂÏÒÁ ŒÓÅÈ ÎÅÓÏÓÅÄÎÉÈ ÓÏÂÙÔÉÊ, Á ÎÅ ÏÔ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ Œ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ). ôÏÇÄÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÔÁËÁÑ ÏÃÅÎËÁ:

Theorem 136. [lovasz-lemma] åÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ŒÙÂÒÁÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ "_i < 1 É Pr[A_i] ⩽ "_i ∏ j∈N(i)

(1 − "_j);

ÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÅ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ ÎÉ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÏÂÙÔÉÊ A_i, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ

(1 − "_1) · (1 − "_2) · : : : · (1 − "_n):

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÔÕ ÖÅ ÏÃÅÎËÕ, ÞÔÏ É ÄÌÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÏÂÙ- ÔÉÊ, ÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÓÉÌØÎÅÅ: ÚÁ ËÁÖÄÏÅ ÓÏÂÙÔÉÅ-ÓÏÓÅÄÁ j, Ó ËÏÔÏÒÙÍ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÎÅÔ, ÍÙ ÒÁÓÐÌÁÞÉŒÁÅÍÓÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÍ (1 − "_j ) Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ.

◁ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ ìÏŒÁÓÁ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÓÔÒÁÎÎÏ | Œ ÎčÍ ŒÒÏÄÅ ÂÙ ÎÉ Œ ËÁËÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÇÏ ÎÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ, ÎÏ ÐÒÉÄÕÍÁÔØ ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÚÁÐÏÍÎÉÔØ ÅÇÏ ÎÅ ÔÁË ÐÒÏÓÔÏ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÞÎčÍ ÄÌÑ ÔÒÅÎÉÒÏŒËÉ Ó ÐÒÏÓÔÙÈ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ:

(Á) åÓÌÉ A É B | ÄŒÁ ÓÏÂÙÔÉÑ, ÔÏ

Pr[A|B] ⩽

Pr[A] Pr[B] : œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÕÓÌÏŒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ Pr[A|B] ÅÓÔØ Pr[A ∧ B]= Pr[B], Á Pr[A ∧ B] ⩽ Pr[A]. (ëÁË ÏÂÙÞÎÏ Œ ÌÏÇÉËÅ, ∧ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ĂÉĄ.)

(Â) äÏÂÁŒÉÍ ŒÓÀÄÕ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÕÓÌÏŒÉÅ C (ĂÒÅÌÑÔÉŒÉÚÁÃÉÑĄ). ðÏÌÕÞÉÍ

Pr[A|B ∧ C] ⩽

Pr[A|C] Pr[B|C] : œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÌÅÍÍÙ ìÏŒÁÓÁ ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ Œ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ A É C ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ É ÐÏÔÏÍÕ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ ÅÓÔØ Pr[A], Á ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÁÌ.

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÅÍÍÕ ìÏŒÁÓÁ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÄÌÑ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÏÌÅÚÎÏ ÕÓÉÌÉÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÔÁËÉÅ ÆÁËÔÙ (¬ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÏÔÒÉÃÁÎÉÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÀ):

(1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ p; q; : : : (ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ i É ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ) ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Pr[A_i|¬A_p ∧ ¬A_q ∧ : : :] ⩽ "_i;

(2) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÎÄÅËÓÏŒ i; j; : : : É p; q; : : : ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

Pr[¬A_i ∧ ¬A_j ∧ : : : |¬A_p ∧ ¬A_q ∧ : : :] ⩾ (1 − "_i) · (1 − "_j) · : : :

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÐÅÒŒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ŒÔÏÒÏÅ, ÅÓÌÉ ÓÌÅŒÁ ÏÔ ÞÅÒÔÙ (ÓÒÅÄÉ i; j; : : :) ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÕÓÌÏŒÉÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ "_i, ÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÏÔÒÉÃÁÎÉÑ ÐÒÉ ÔÏÍ ÖÅ ÕÓÌÏŒÉÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ (1 − "_i).

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ É ÄÌÑ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÏÂÙÔÉÊ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ:

Pr[¬A_i ∧ ¬A_j |¬A_p ∧ ¬A_q ∧ : : :] = = Pr[¬A_i|¬A_j ∧ ¬A_p ∧ ¬A_q ∧ : : :] · Pr[¬A_j |¬A_p ∧ ¬A_q ∧ : : :];

ÏÓÔÁčÔÓÑ ÏÃÅÎÉÔØ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ ÐÏ (1).

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÚ ŒÔÏÒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÐÅÒŒÏÅ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÕÓÌÏŒÉÑ Œ (1) ÎÁ ÄŒÅ ÇÒÕÐÐÙ: ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ N(i) É ÎÅ ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ N(i). (úÄÅÓØ i | ÎÏÍÅÒ ÓÏ- ÂÙÔÉÑ, ÓÔÏÑÝÅÇÏ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ.) ðÕÓÔØ N É F | ËÏÎSSÀÎËÃÉÉ ÏÔÒÉÃÁÎÉÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ (ÓÏÓÅÄÎÉÈ É ÏÓÔÁÌØÎÙÈ). ôÏÇÄÁ, ÓÌÅÄÕÑ ÒÁÎÅÅ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÈÅÍÅ, ÍÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÁË:

Pr[A_i|N ∧ F ] =

Pr[A_i ∧ N|F ] Pr[N|F ] ⩽ Pr[A_i|F ] Pr[N|F ] = Pr[A_i] Pr[N|F ] : úÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ (2) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÓËÏÂÏË (1 − "_t) ÐÏ ŒÓÅÍ t ∈ N, É ÏÓÔÁčÔÓÑ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ, ÇÄÅ ÐÒÉ "_i ÓÔÏÉÔ ËÁË ÒÁÚ ÜÔÏÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ.

ïÓÔÁčÔÓÑ ÌÉÛØ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ, ÐÏÞÅÍÕ ŒÚÁÉÍÎÏÅ ÓŒÅÄÅÎÉÅ (1) Ë (2) É ÏÂÒÁÔÎÏ ÎÅ ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÐÏÒÏÞÎÏÍÕ ËÒÕÇÕ. ëÏÇÄÁ ÍÙ ÓŒÏÄÉÍ (1) Ë (2) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ ÏÃÅÎËÉ, ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÕÓÌÏŒÉÊ Œ N É F ÒÁŒÎÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÕÓÌÏŒÉÊ Œ (1). ïÂÒÁÔÎÏÅ ÓŒÅÄÅÎÉÅ (2) Ë (1), Ó ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ÎÁÞÁÌÉ, ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÕÓÌÏŒÉÊ Œ (1) ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ Œ ÓÒÁŒÎÅÎÉÉ Ó ÉÓÈÏÄÎÙÍ. ▷

œÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÇÄÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÅÚÎÁ ÌÅÍÍÁ ìÏŒÁÓÁ. 185 œ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÌÅÎÔÙ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÏÔ 1 ÄÏ N. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉÃÙ ÍÅÖÄÕ ËÌÅÔËÁÍÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÁÒÙ ÞÉÓÅÌ (l; r) ÚÁÐÒÅÝÅÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅÌØÚÑ, ÞÔÏÂÙ ÓÌÅŒÁ ÏÔ ÇÒÁÎÉÃÙ ÓÔÏÑÌÏ l, Á ÓÐÒÁŒÁ r. äÏËÁÖÉÔÅ. ÞÔÏ ÅÓÌÉ (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉÃÙ) ÄÏÌÑ ÚÁÐÒÅÝčÎÎÙÈ ÐÁÒ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÐÁÒ (ËÏÔÏÒÙÈ N^2) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=8, ÔÏ ÚÁÐÏÌ- ÎÅÎÉÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ. [õËÁÚÁÎÉÅ, óÏÐÏÓÔÁŒÉÍ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅ ÓÏÂÙÔÉÅ (ÚÁÐÒÅÝÅÎÉÅ ÐÁÒÙ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÞÉÓÅÌ). óÏÓÅÄÅÊ Õ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ÄŒÁ, ÐÒÉ "_i =^1_2 ÕÓÌÏŒÉÅ ÌÅÍÍÙ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ]

186 äÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ó ÎÅÓËÏÌØËÏ ÈÕÄÛÉÍÉ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ÂÅÚ ÓÓÙÌËÉ ÎÁ ÌÅÍÍÕ: ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÌÏÈÉÈ ÐÁÒ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÍÅÎØÛÅ 1=16, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÅ ÂÅÚ ÐÌÏÈÉÈ ÐÁÒ. [õËÁÚÁÎÉÅ. œ ËÁÖÄÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ ÉÍÅÀÔÓÑ ÂÏÌÅÅ 3=4 ÞÉÓÅÌ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏ- ÐÕÓÔÉÍÙ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 3=4 ÐÒÁŒÙÈ ÓÏÓÅÄÅÊ, É ÂÏÌÅÅ 3=4 ÞÉÓÅÌ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÐÕÓÔÉÍ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 3=4 ÌÅŒÙÈ ÓÏÓÅÄÅÊ, úÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ ÞÉÓÅÌ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÓÏÓÅÄÅÊ ÓÌÅŒÁ É ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÓÏÓÅÄÅÊ ÓÐÒÁŒÁ. œÚÑŒ ÞÉÓÌÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ, ÍÏÖÎÏ ÄÏ- ÐÉÓÙŒÁÔØ Ë ÎÅÍÕ ÓÐÒÁŒÁ É ÓÌÅŒÁ ÞÉÓÌÁ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÂÏÌØÛÉÈ ÐÏÌÏŒÉÎÙ, ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ).]

8.5.3. ìÅÍÍÁ ìÏŒÁÓÁ É ÚÁÐÒÅÝčÎÎÙÅ ÓÌÏŒÁ

ðÒÉÍÅÎÉÍ ÌÅÍÍÕ ìÏŒÁÓÁ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 133. ðÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ËÏÍÐÁËÔ- ÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÅÊ ÂÅÚ ÚÁÐÒÅÝčÎÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏŒ.

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÂÉÔÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÙ É ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. ðÏÑŒÌÅÎÉÅ ÚÁÐÒÅÝčÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÌÉÎÙ n Œ ÄÁÎÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ (ÎÁ ÄÁÎÎÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ I) ÉÍÅÅÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ 2^{(ff−1)n}, ÇÄÅ n | ÄÌÉÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÃÅÎËÉ Œ ÌÅÍÍÅ ìÏŒÁÓÁ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ŒÏÚØÍčÍ 2^{(fi−1)n} ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ˛ ∈ (¸; 1). îÁÄÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ˛ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÏÓØ ÕÓÌÏŒÉÅ ÌÅÍÍÙ ìÏŒÁÓÁ.

óÏÓÅÄÑÍÉ ÓÏÂÙÔÉÑ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ I ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÏÂÙÔÉÑ ÎÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÈ J, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÅÒÅ- ËÒÙŒÁÀÔÓÑ Ó I. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÓÏÂÙÔÉÊ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÄÌÉÎÙ, ÐÒÉ ÐÏÄÓÞčÔÁÈ ÕÄÏÂÎÏ ÇÒÕÐÐÉÒÏŒÁÔØ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ ÐÏ ÄÌÉÎÁÍ. éÍÅÅÔÓÑ n + k − 1 ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ J ÄÌÉÎÙ k, ÐÅÒÅËÒÙ- ŒÁÀÝÉÈÓÑ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏÍ I ÄÌÉÎÙ n. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÃÅÎËÉ ÌÅÍÍÙ ìÏŒÁÓÁ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ (1 − 2^{(fi−1)k}); É ŒÓÅÇÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ

(1 − 2^{(fi−1)k})^{n+k−1}:

ôÅÐÅÒØ ÎÁÄÏ ÜÔÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ ÐÏ ŒÓÅÍ k, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ N (ÅÓÌÉ ÍÙ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÅÚ ÐÌÏÈÉÈ ÐÏÄÓÌÏŒ ËÏÒÏÞÅ N). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ ìÏŒÁÓÁ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ

2^{(ff−1)n} ⩽ 2^{(fi−1)n} · ∏ k⩾N ( 1 − 2^{(fi−1)k}

)_{n+k−1}

(îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ Œ ÎÁÛÅÍ ÐÏÄÓÞčÔÅ ÅÓÔØ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ | ÐÒÉ n = k ÍÙ ÕÞÉÔÙŒÁÅÍ ÓÁÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÏÓÅÄÁ, ÎÏ ÜÔÏ Œ ÎÁÛÕ ÐÏÌØÚÕ.) îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÞÅÎØ ÇÒÕÂÏÊ ÏÃÅÎËÉ: ÚÁÍÅÎÉÍ n + k − 1 ÎÁ nk, ÉÚŒÌÅÞčÍ ËÏÒÅÎØ n-ÓÔÅÐÅÎÉ É ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ âÅÒÎÕÌÌÉ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ. ïÓÔÁÎÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ:

2^{ff−fi} ⩽ 1 − ∑ k⩾N k2^{(fi−1)k}

âÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ ÒÑÄ ∑ k k2^{(fi−1)k} ÓÈÏÄÉÔÓÑ ÐÒÉ ˛ < 1, Á ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÍÅÎØÛÅ 1 ÐÒÉ ¸ < ˛, ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ N ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ.

(ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÒÑÄÏË ŒÙÂÏÒÁ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ ÔÁËÏÊ: ÂÅÒčÍ ÌÀÂÏÅ ˛ ∈ (¸; 1), Á ÚÁÔÅÍ ÐÏÄÂÉÒÁÅÍ N. úÁÔÅÍ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÌÅÍÍÕ ìÏŒÁÓÁ Ë ÓÌÏŒÁÍ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ N É ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÄÌÉÎÎÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÅÚ ÚÁÐÒÅÝčÎÎÙÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ N É ÂÏÌÅÅ (ÏÃÅÎËÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÄÌÉÎÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ). îÁËÏÎÅÃ, ÐÏ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.)

187 [two-dimensional-forbidden] äÏËÁÖÉÔÅ ÄŒÕÍÅÒÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ 133: ÍÏÖ- ÎÏ ÚÁÐÏÌÎÉÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ËÌÅÔÞÁÔÕÀ ÂÕÍÁÇÕ ÎÕÌÑÍÉ É ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÏÊ ÐÒÑ- ÍÏÕÇÏÌØÎÉË ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ÐÌÏÝÁÄÉ ÎÅ ÂÙÌ ÚÁÐÒÅÝčÎÎÙÍ. (ðÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ ÐÌÏÝÁÄÉ k ŒÙÂÒÁÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{ffk} ÚÁÐÒÅÝčÎÎÙÈ ÚÁÐÏÌÎÅÎÉÊ, ÇÄÅ ¸ < 1 | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.) [õËÁÚÁÎÉÅ: ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÏÃÅÎËÉ.]

8.5.4. úÁÐÒÅÝčÎÎÙÅ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

äÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÌÉ Ï ÚÁÐÒÅÝčÎÎÙÈ ÐÏÄÓÌÏŒÁÈ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑÈ ÐÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ ÂÉÔÏŒ. üÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÓËÕÓÓÔŒÅÎÎÏ. âÏÌÅÅ ÏÂÝÁÑ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÁ ŒÏÐÒÏ- ÓÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÁËÏÊ: ÅÓÔØ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÂÉÔÏŒÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ; ËÁÖÄÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÚÁÐÒÅÝÁÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÒÉÎÉÍÁÔØ (ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ) ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ. îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÔÁËÏÇÏ ÔÉÐÁ: ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ĂÎÅ ÓÌÉÛ- ËÏÍ ÍÎÏÇÏĄ, ÔÏ ÏÎÉ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÓÏŒÍÅÓÔÎÙ (ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÏÎËÒÅÔÎÏ ÚÁÐÒÅÝÁÅÔÓÑ).

äŒÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÏÂÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÉÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ ÌÅÍÍÕ ìÏŒÁÓÁ, ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ ÞÉÓÌÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ, ŒËÌÀÞÁÀÝÉÈ ÄÁÎÎÕÀ ÐÅÒÅÍÅÎÎÕÀ.

îÁÞÎčÍ Ó ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÊ. ðÕÓÔØ ! = !_0!_1!_2 : : : | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ F ⊂ N ÉÎÄÅËÓÏŒ ÞÅÒÅÚ !(F ) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÄŒÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏ- ŒÏ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÅ ÉÚ ÞÌÅÎÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉ Œ F (Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÏŒ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÁÒÕ (F; X), ÇÄÅ F | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÎÄÅËÓÏŒ, Á X | ÄŒÏÉÞ- ÎÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÁ ÞÉÓÌÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ F . ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÚÁÐÒÅÝÁÅÔÓÑ ÐÁÒÏÊ (F; X), ÅÓÌÉ !(F ) = X. ðÁÒÙ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÚÁÐÒÅÝÅÎÉÑÍÉ, Á ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ F (ÄÌÉÎÕ ÓÌÏŒÁ X) | ÒÁÚÍÅÒÏÍ ÚÁÐÒÅÝÅÎÉÑ. úÁÐÒÅÝÅÎÉÅ ÐÏËÒÙŒÁÅÔ ÉÎÄÅËÓÙ, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ F .

Theorem 137. [lovasz-rumyantsev] ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ¸ ∈ (0; 1) É ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÚÁÐÒÅÝÅÎÉÊ (F; X), ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ i É ÞÉÓÌÁ n ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{ffn} ÚÁÐÒÅÝÅÎÉÊ ÒÁÚÍÅÒÁ n, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏËÒÙŒÁÀÔ i. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÞÉÓÌÏ N É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ, ÎÅ ÚÁÐÒÅÝčÎÎÁÑ ÎÉ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÚÁÐÒÅÝÅÎÉÊ ÒÁÚÍÅÒÁ ÂÏÌØÛÅ N.

◁ ðÏ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ N, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ).

óÏÂÙÔÉÅÍ ÂÕÄÅÔ ÎÁÒÕÛÅÎÉÅ ÚÁÐÒÅÝÅÎÉÑ. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ÄÌÑ ÚÁÐÒÅÝÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÁ n ÅÓÔØ 2^{−n}. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ ìÏŒÁÓÁ, ŒÙÂÅÒÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ›_i ÄÌÑ ÓÏÂÙÔÉÑ ÒÁÚÍÅÒÁ n ÚÎÁÞÅÎÉÅ 2^{−fin}, ÇÄÅ ˛ | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÂÏÌØÛÁÑ ¸ (ËÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÇÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÁÑ).

óÏÓÅÄÑÍÉ ÚÁÐÒÅÝÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÚÁÐÒÅÝÅÎÉÑ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ Ó ÎÉÍ (ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÅ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ). äÌÑ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÌÅÍÍÙ ìÏŒÁÓÁ ÎÁÄÏ ŒÚÑÔØ ÚÁÐÒÅÝÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÁ n É ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÞÔÏ 2^{−n} ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2^{−fin}, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ (1 − 2^{−fim}) ÐÏ ŒÓÅÍ ÚÁÐÒÅÝÅÎÉÑÍ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÓÑ Ó ÄÁÎÎÙÍ.

ðÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ÔÏÞËÁÍ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ. œÓÅÇÏ ÔÁËÉÈ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÔÏÞÅË n. (åÓÌÉ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÏÞÅË, ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏ ŒÙ- ÂÅÒÅÍ ÏÄÎÕ ÉÚ ÎÉÈ.) ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Œ ËÁÖÄÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÓËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÕÅÍ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÁÍ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÔÏÞËÉ É ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ m ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{ffm} ÓÏ- ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ (1 − 2^{fim}). äÁÌØÛÅ ÎÁÄÏ ÐÅÒÅÍÎÏÖÉÔØ ÐÏ ŒÓÅÍ m É ŒÏÚŒÅÓÔÉ Œ ÓÔÅÐÅÎØ n (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÞÁÓÔÅÊ n). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

2^{−n} ⩽ 2^{−fin} ∏ m¿N (1 − 2^{−fim})^{2ffmn};

ÉÌÉ (ÅÓÌÉ ÕÂÒÁÔØ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÅ Œ ÓÔÅÐÅÎØ n)

2^{fi−1} ⩽ ∏ m¿N (1 − 2^{−fim})^{2ffm} :

ðÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ âÅÒÎÕÌÌÉ ÜÔÏ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÅÓÌÉ

2^{fi−1} ⩽ 1 − ∑ m¿N 2^{ffm}2^{−fim}:

ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÍÅÎØÛÅ 1, Á ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÑ ∑ m 2^{(ff−fi)m}

ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ N ÎÕÖÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ. (ðÏÒÑÄÏË ŒÙÂÏÒÁ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÂÅÒčÍ ˛ ∈ (¸; 1), ÚÁÔÅÍ ŒÙÂÉÒÁÅÍ N, ÇÌÑÄÑ ÎÁ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ, ÚÁÔÅÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÄÌÉÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÌÅÍÍÕ ìÏŒÁÓÁ, É, ÎÁËÏÎÅÃ, ÓÓÙÌÁÅÍÓÑ ÎÁ ËÏÍÐÁËÔÎÏÓÔØ.) ▷ äÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 137, ÎÅ ÓÓÙÌÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ ÌÅÍÍÕ ìÏŒÁÓÁ (Á ÐÒÏŒÏÄÑ- ÝÅÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÅÊ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ), ÓÏÏÂÝÉÌÉ ÁŒÔÏÒÁÍ áÎ. á. íÕÞÎÉË É á. ì. óÅÍčÎÏŒ. ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÐÒÅÝÅÎÉÊ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅ- ÎÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ; ÐÕÓÔØ s | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÚÁÐÒÅÝÅÎÉÊ, ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ I ⊂ N ÞÅÒÅÚ c(I) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚÒÅÛčÎÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË I, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ I Œ {0; 1}, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÀÔ ÚÁÐÒÅ- ÝÅÎÉÊ. (ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÚÁÐÒÅÝÅÎÉÑ (F; X) Ó F ⊂ I, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÎÅ I ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÓÒÁŒÎÉŒÁÔØ ÅÇÏ Ó ÚÁÐÒÅÝÅÎÉÅÍ ÎÅÌØÚÑ.) äÌÑ ÐÕÓÔÏÇÏ I ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ c(I) = 1.

œÙÂÅÒÅÍ ˛ ∈ (¸; 1) É ÂÕÄÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ ÏÄÎÏÊ ÎÏŒÏÊ ÔÏÞËÉ Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ I ŒÅÌÉÞÉÎÁ c(I) ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔÓÑ Œ 2^fi ÒÁÚ (Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÉ, ÞÔÏ s ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÅÌÉËÏ). ïÔÓÀÄÁ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÒÅÛčÎÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÒÁÚÍÅÒÁ k ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2^{fik} É ÕÖ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ | ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÜÔÏ, ÎÏ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÍÙ ÄÏÂÁŒÉÌÉ Ë I ÎÏŒÕÀ ÔÏÞËÕ i, ÐÏÌÕÞÉŒ I^′ = I ∪ {i}. ëÁÖÄÏÅ ÒÁÚÒÅÛčÎÎÁÑ ÒÁÓËÒÁÓËÁ I ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÄŒÅ ÒÁÓËÒÁÓËÉ ÎÁ I^′ (ÄÌÑ ÄŒÕÈ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Œ ÎÏŒÏÊ ÔÏÞËÅ). ðÏÌÕÞÁÅÍ 2c(I) ÒÁÓËÒÁÓÏË, ÎÏ ÞÁÓÔØ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÐÒÅÝčÎÎÙÍÉ É ÉÈ ÎÁÄÏ ŒÙÞÅÓÔØ. ëÔÏ ÍÏÖÅÔ ÉÈ ÚÁÐÒÅÝÁÔØ? ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓËÒÁÓËÁ ÎÁ I ÒÁÚÒÅÛÅÎÁ, ÔÏ ÚÁÐÒÅÝÅÎÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ i Œ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ Ë ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÔÏÞËÁÍ Œ I; ÐÕÓÔØ K | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÔÉÈ ÔÏÞÅË, Á k | ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ. óËÏÌØËÏ ÒÁÓËÒÁÓÏË ÎÕÖÎÏ ŒÙÞÅÓÔØ ÉÚ 2c(I) ÉÚ-ÚÁ ÏÄÎÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÚÁÐÒÅÝÅÎÉÑ? éÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÒÁÚÒÅÛčÎÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË I \ K, Á ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÔÁËÏŒÙÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n(I)=2^{fik}. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÒÅÛčÎÎÙÈ ÒÁÓËÒÁÓÏË ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Œ 2^fi ÒÁÚ, ÔÏ ÕÄÁÌÅÎÉÅ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ Œ ÔÏ ÖÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, Á ÕÄÁÌÅÎÉÅ k ÔÏÞÅË ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Œ 2^{fik} ÒÁÚ.) ôÅÐÅÒØ ŒÙÞÉÔÁÅÍÏÅ ÎÁÄÏ ÐÒÏÓÕÍÍÉÒÏŒÁÔØ ÐÏ ŒÓÅÍ k ÏÔ s − 1 ÄÏ I, Á ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ÐÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2^{ff(k+1)} ÚÁÐÒÅÝÅÎÉÑÍ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÍ i É k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ I.

œ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÃÅÎËÕ:

c(I^′) ⩾ 2c(I) − |I|∑ k=s−1

2^{ff(k+1)} c(I) 2^{fik} ; ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÏÓÌÁÂÉÔØ (ÚÁÍÅÎÑÑ 2^ff ÎÁ 2 É ÐÒÏÄÏÌÖÁÑ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ) ÄÏ c(I^′) ⩾ 2c(I) ( 1 − ∑ k⩾s−1 2^{ffk} 2^{fik} ) : ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÔÏ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ s ÍÎÏÖÉÔÅÌØ Œ ÓËÏÂ- ËÁÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2^fi, É ÉÎÄÕËÔÉŒÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔÓÑ. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÒÉÍÅÎÑÌÉ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÌÉÛØ Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ ÒÁÚÍÅÒÁ ÍÅÎØÛÅ |I|, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÒÏÞÎÏÇÏ ËÒÕÇÁ ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ.)

8.5.5. óÌÏÖÎÙÅ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ

íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÊ ÑÚÙË É ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏ ÓÌÏÖÎÙÍÉ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ (Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÏÄÓÌÏŒÁ- ÍÉ).

íÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁÄÅÑÔØÓÑ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÊ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØ- ÛÏÊ ÄÌÉÎÙ m ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ¸m ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ¸ < 1 (ËÁË ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÄÌÑ ÐÏÄÓÌÏŒ)? ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÎÅÔ: ŒÅÄØ ÍÏÖÎÏ ŒËÌÀÞÉÔØ Œ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÅ ÉÎÄÅËÓÙ, ÇÄÅ ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ (ÉÌÉ ÅÄÉ- ÎÉÃÙ). îÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÊÄčÔ Œ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÂÏÒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ.

é ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÍÙ ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÉ ÐÏÄÏÂÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Œ ÚÁÄÁÞÅ 113 (ÄÌÑ ÒÁŒÎÏ- ÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ | ÔÅÏÒÅÍÁ 86, Ó. 140, (Ä)): ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÁ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÅ, ÔÏ

KP (F; !(F )) ⩾ |F | − c

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c É ÄÌÑ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ F .

îÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÏ, Ë ÞÅÍÕ ÍÙ ÓÔÒÅÍÉÍÓÑ (ÜÔÏ ÓËÏÒÅÅ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ Õ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÏÖÎÙÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ, Á ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÏ ÓÌÏÖÎÙÍÉ ÐÏÄÓÌÏŒÁÍÉ). îÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØ ÄÒÕÇÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

Theorem 138. [rumyantsev] ðÕÓÔØ ¸ ∈ (0; 1) | ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! É ËÏÎÓÔÁÎÔÁ N, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

max_{t∈F} KS (F; !(F )|t) ⩾ ¸|F |

ÐÒÉ ŒÓÅÈ F , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÎÅ ÍÅÎÅÅ N ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !: ŒÓÑËÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ F ÒÁÚÍÅÒÁ ÎÅ ÍÅÎÅÅ N ÉÍÅÅÔ ÜÌÅÍÅÎÔ t, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

KS (!(F )|F; t) ⩾ ¸|F | − 2 KS (F |t)

(ËÏÎÓÔÁÎÔÕ 2 ÎÁÐÉÓÁÎÁ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ, Åč ÍÏÖÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÔØ). ïÐÕÓËÁÑ t Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ F ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

KS (!(F )|F ) ⩾ ¸|F | − 2 max_{t∈F} KS (F |t):

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÉÎÄÅËÓÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÓÅÂÅ ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÎÙÍÉ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ F ÂÒÁÔØ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ, ÔÏ ŒÙÞÉÔÁÅÍÏÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÂÕÄÅÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÍ É ÐÏÔÏÍÕ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÏÍÐÅÎÓÉÒÏŒÁÔØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ ¸. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 187 (Ó. 219).

◁ ôÅÏÒÅÍÁ 138 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÊ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ 137. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Œ ÎÅÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÁÐÒÅÝÅÎÉÊ (F; Z), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ K(F; Z|t) < ¸|F | ÄÌÑ ŒÓÅÈ t ∈ F . úÎÁÞÉÔ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÎÄÅËÓÁ t ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÚÁÐÒÅÝÅÎÉÊ ÒÁÚÍÅÒÁ k, Õ ËÏÔÏÒÙÈ F ÓÏÄÅÒÖÉÔ t, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^{ffk}, ÞÔÏ É ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 137. ▷ [ÄÁÌÅÅ ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ ÂÙ ÉÚÌÏÖÉÔØ ÍÎÏÇÏÕÒÏŒÎÅŒÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ áÎÄÒÅÑ òÕÍÑÎÃÅŒÁ É Åč ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÄÒÏÂÎÙÈ ÐÅÒÉÏÄÏŒ]

8.6. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÄÎÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

íÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ (Ó. 19), ÞÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÌÀÂÏÐÙÔÎÙÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ. ðÏÄÒÏÂÎÏ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÒÁÚÂÉÒÁÅÔÓÑ Œ ÇÌÁŒÅ 10, ÎÏ ÏÄÎÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÐÏÄÏÂÎÏÇÏ ÒÏÄÁ ÍÙ ÐÒÉŒÅÄčÍ ÕÖÅ ÓÅÊÞÁÓ.

Theorem 139. [triple-function-inequality] ðÕÓÔØ X, Y É Z | ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, Á f : X × Y → R, g : Y × Z → R É h: X × Z → R | ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. ôÏÇÄÁ ( ∑ x;y;z

f(x; y)g(y; z)h(x; z)

)_2 ⩽ ( ∑ x;y f^2(x; y) ) · ( ∑ y;z g^2(y; z) ) · ( ∑ x;z h^2(x; z) )

◁ ëÁË ÎÉ ÓÔÒÁÎÎÏ, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

2 KP (x; y; z) ⩽ KP (x; y) + KP (y; z) + KP (x; z) + O(log n)

(ÔÅÏÒÅÍÁ 26, Ó. 50). îÁÍ ÕÄÏÂÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏ- ÓÔÉ, Á ÎÅ ÄÌÑ ÏÂÙÞÎÏÊ, ËÁË ÒÁÎØÛÅ, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÁË ËÁË ÒÁÚÎÉÃÁ ÅÓÔØ O(log n). (îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÄÌÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÅÒÎÏ É Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(1) (ÚÁÄÁÞÁ 84, Ó. 110), ÎÏ ÄÌÑ ÎÁÓ Â«ÏÌØÛÁÑ ÔÏÞÎÏÓÔØ ÎÅ ÎÕÖÎÁ.)

âÕÄÅÍ ÄÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X, Y É Z, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄčÔ ÒÅÞØ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÕÍÍÙ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÒÁŒÎÙ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÔÏ ÓÕÍÍÁ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÔ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ ÞÉÓÌÏ É ÌÅŒÁÑ, É ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔÉ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÔ Œ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ĂÎÏÒÍÉÒÏŒÁÔØĄ f; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ g É h.)

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ∑ x;y f^2(x; y) = 1 É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÓÕÍÍ. îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ∑ x;y;z f(x; y)g(y; z)h(x; z) ⩽ 1.

éÄÅÑ ÐÒÏÓÔÁ: ÆÕÎËÃÉÑ f^2 ÚÁÄÁčÔ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ÐÁÒÁÈ (x; y), ÐÏÜÔÏÍÕ KP (x; y) ⩽ − log f^2(x; y) = −2 log f(x; y) (ÅÓÌÉ ŒÒÅÍÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÍÅÎØÛÅ ÁÐÒÉÏÒÎÏÇÏ ÎÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, Á ÐÒÑÍÏ ÔÁË). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ KP (y; z) ⩽ −2 log g(y; z) É KP (x; z) ⩽ −2 log h(x; z). ðÏÜÔÏÍÕ (ŒÓÐÏÍÉÎÁÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ KP (x; y; z) É ŒÒÅÍÅÎÎÏ ÚÁÂÙŒÁÅÍ Ï ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÄÏÂÁŒËÅ)

KP (x; y; z) ⩽ − log f(x; y) − log g(y; z) − log h(x; z):

ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÕÍÍÁ 2^{− KP (x;y;z)} ÐÏ ŒÓÅÍ ÔÒÏÊËÁÍ x; y; z ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÙ (ÔÅÏÒÅÍÁ 51, Ó. 90), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÏÎÅÞÎÏ, ŒÓÅ ÎÁÛÉ ÏÃÅÎËÉ ÎÏÓÑÔ ÁÓÉÍÐÔÏÔÉÞÅÓËÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ, É ÐÏÔÏÍÕ ÄÌÑ ÎÁÓÔÏÑÝÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÓÌÏŒ Ë ÎÁÂÏÒÁÍ ÓÌÏŒ. œÏÔ ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ.

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÍ (ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÊ f, g É h Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ.

ðÕÓÔØ N | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ (ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÔÏÍ ÂÕÄÅÔ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ Ë ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÏÓÔÉ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X^N , Y^N É Z^N , ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÔÅÖÁÍÉ

ÉÚ N ÓÌÏŒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ X^N × Y^N = (X × Y )^N , ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÅÅ N ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍ ËÏÐÉÑÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ f^2 ÎÁ X ×Y . (æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ŒÅÒÏÑÔ- ÎÏÓÔØ ÔÏÞËÉ ⟨⟨x_1; : : : ; x_N ⟩; ⟨y_1; : : : ; y_N ⟩⟩ ÒÁŒÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ f^2(x_1; y_1) : : : f^2(x_N ; y_N ).) íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ, ŒÙÞÉÓÌÉÍÏ ÚÁŒÉÓÑÝÅÅ ÏÔ N, É ÐÏÔÏÍÕ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c, ÞÔÏ

KP (⟨x_1; : : : ; x_N ⟩; ⟨y_1; : : : ; y_N ⟩|N) ⩽ 2 ∑ i (− log f(x_i; y_i)) + c

ÐÒÉ ŒÓÅÈ N É ÐÒÉ ŒÓÅÈ x_1; : : : ; x_N ; y_1; : : : ; y_N (ÓÒÁŒÎÉŒÁÅÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ). íÏÖÎÏ ÕÂÒÁÔØ ÕÓÌÏŒÉÅ N Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÎÁÐÉÓÁŒ ÓÐÒÁŒÁ Ó log N ŒÍÅÓÔÏ c. äÁÌÅÅ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÓÌÏÖÉÍ ÔÒÉ ÔÁËÉÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ É ÏÃÅÎÉÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÒÏÊËÉ ÞÅÒÅÚ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÁÒ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ

KP (⟨x_1; : : : ; x_N ⟩; ⟨y_1; : : : ; y_N ⟩; ⟨z_1; : : : ; z_N ⟩) ⩽ ⩽ ∑ i (− log f(x_i; y_i)) + ∑ i (− log g(y_i; z_i)) + ∑ i (− log h(x_i; z_i)) + c log N

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c É ÄÌÑ ŒÓÅÈ N, x_1; : : : ; x_N , y_1; : : : ; y_N , z_1; : : : ; z_N (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ x_i; y_i; z_i ÐÒÉ i = 1; : : : ; N ÅÓÔØ O(N), ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÓÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅ- ÓËÉÅ ÄÏÂÁŒËÉ ÐÏÇÌÏÝÁÀÔÓÑ c log N). ðÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ÜÔÕ ÏÃÅÎËÕ Œ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∑ u 2^{− KP (u)} ⩽ 1, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ N ÓÕÍÍÁ ∑ ∏ i f(x_i; y_i)g(y_i; z_i)h(x_i; z_i)

ÐÏ ŒÓÅÍ ÎÁÂÏÒÁÍ x_1; : : : ; x_N , y_1; : : : ; y_N , z_1; : : : ; z_N ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^{O(log N)}, ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ ÏÔ N. îÏ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÅÓÔØ N-Ñ ÓÔÅÐÅÎØ ÓÕÍÍÙ ∑ ⟨x;y;z⟩∈X×Y ×Z f(x; y)g(y; z)h(x; z);

ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÂÙ ÜÔÁ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÓÕÍÍÁ ÂÙÌÁ ÂÏÌØÛÅ 1, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ ÂÙ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ. ▷

188 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÃÅÎËÁ ÄÌÑ ÏÂSSčÍÁ ÔÒčÈÍÅÒÎÏ- ÇÏ ÔÅÌÁ ÞÅÒÅÚ ÐÌÏÝÁÄÉ ÅÇÏ ÐÌÏÓËÉÈ ÐÒÏÅËÃÉÊ, ÕÐÏÍÑÎÕÔÁÑ ÎÁ Ó. 19. [õËÁÚÁÎÉÅ: Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ f; g; h ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÐÒÏÅËÃÉÊ ÔÅÌÁ; ÜÔÏ ÄÁčÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÕÀ ÏÃÅÎËÕ Œ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, Á ÄÌÑ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÇÏ ÎÁÄÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÌÉÂÏ ÒÁÚÂÉŒÁÑ ÔÅÌÏ ÎÁ ËÕÂÉËÉ, ÌÉÂÏ ÕÓÔÒÅÍÌÑÑ ÓÕÍÍÕ Ë ÉÎÔÅÇÒÁÌÕ.]

äÌÑ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÐÒÉŒÅÄčÍ ÄŒÁ ÄÒÕÇÉÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÏÇÏ ÖÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ. œÏÔ (ÐÒÏÓÔÏÅ) ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏÇÏ ÖÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ëÏÛÉ (ËÏÔÏÒÏÅ ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ

(u; v)^2 ⩽ ‖u‖^2 · ‖v‖^2, Œ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ ( ∑ u_iv_i)^2 ⩽ ( ∑ u^2_i )( ∑ v^2_i )). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ( ∑ x;y;z

f(x; y)g(y; z)h(x; z)

)_2 ⩽

⩽ ( ∑ x;y f^2(x; y) ) ∑ x;y ( ∑ z g(y; z)h(x; z) )_2 ⩽

⩽ ( ∑ x;y f^2(x; y) ) ∑ x;y (( ∑ z g^2(y; z) ) ( ∑ z h^2(x; z) )) =

= ( ∑ x;y f^2(x; y) ) ( ∑ y;z g^2(y; z) ) ( ∑ x;z h^2(x; z) )

åÝč ÏÄÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÏ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ÛÅÎÎÏÎÏŒÓËÏÊ ÜÎ- ÔÒÏÐÉÉ (É Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ĂÐÅÒÅŒÏÄĄ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ Ó ËÏÌÍÏÇÏ- ÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ). éÔÁË, ÐÕÓÔØ ∑ f^2 = ∑ g^2 = ∑ h^2 = 1. íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ∑ x;y;z p(x; y; z) ⩽ 1, ÇÄÅ p(x; y; z) = f(x; y)g(y; z)h(x; z). òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÏÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ, ÐÒÅÄ-

ÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÒÁŒÎÁ c > 1. ôÏÇÄÁ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÍ Åč ÞÌÅÎÙ, ÐÏÌÕÞÉŒ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ p^′ ÎÁ X × Y × Z:

p^′(x; y; z) = 1 c f(x; y)g(y; z)h(x; z):

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ X × Y × Z ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ . åč ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÔÒÏÊËÕ (ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÚÁŒÉÓÉÍÙÈ) ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ _x, y É _z; ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÄŒÕÍÅÒÎÙÅ ÐÒÏÅËÃÉÉ _{xy} = ⟨_x; _y⟩ É Ô. Ð. îÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÅÌÉÞÉÎÁ _{xy} ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ⟨x; y⟩ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ∑ z p^′(x; y; z). îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÛÅÎÎÏÎÏŒÓËÁÑ ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (p_1; : : : ; p_k) ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ ∑ p_i(− log p_i) É ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ∑ p_i(− log q_i) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ q_1+: : :+q_k = 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÎÔÒÏÐÉÀ H(_{xy}) ÍÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ÓŒÅÒÈÕ, ŒÚÑŒ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÄÒÕÇÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ f^2(x; y):

H(_{xy}) ⩽ ∑ x;y ( ∑ z p^′(x; y; z) ) (−2 log f(x; y)):

úÁÐÉÓÁŒ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÄÒÕÇÉÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ É ÐÒÉÍÅÎÉŒ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ H() = H(_x; _y; _z) ⩽ 1 2 (H(_{xy} + H(_{yz}) + H(_{xz}));

(ÚÁÄÁÞÁ 172, Ó. 196), ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ

H() ⩽ ∑ x;y;z

p^′(x; y; z)(− log f(x; y) − log g(y; z) − log h(x; z)) = = ∑ x;y;z

p^′(x; y; z)(− log p(x; y; z)):

îÏ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ H() = ∑ x;y;z p

′(x; y; z)(− log p^′(x; y; z)), É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ, ÔÁË ËÁË p^′ ÍÅÎØÛÅ p Œ c ÒÁÚ (É ÐÏÔÏÍÕ − log p^′ ÂÏÌØÛÅ − log p ÎÁ log c).

8.7. îÅÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ ÌÉÐÛÉÃÅŒÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÊ

œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ë ÁÎÁÌÉÚÕ ÓŒÏÊÓÔŒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. îÁÞÎčÍ Ó ÔÁËÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ, ÓŒÑÚÁÎÎÏÇÏ Ó ËÁÎÔÏÒÏŒÓËÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ � ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : � → � ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÌÉÐÛÉÃÅŒÙÍ, ÅÓÌÉ

d(f(!_1); f(!_2)) ⩽ cd(!_1; !_2)

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c É ÄÌÑ ŒÓÅÈ !_1; !_2 ∈ �. úÄÅÓØ d | ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ Œ ËÁÎÔÏÒÏŒÓËÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ËÁË 2^{−k}, ÇÄÅ k | ÎÏÍÅÒ ÐÅÒŒÏÇÏ ÍÅÓÔÁ, ÇÄÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ.

îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÙÅ n ÚÎÁËÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ f(!) ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒŒÙÍÉ n+O(1) ÚÎÁËÁÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !. ðÏÜÔÏÍÕ, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÅ ÌÏËÁÌØÎÙÍÉ ÐÒÁŒÉÌÁÍÉ (ËÁÖÄÙÊ ÂÉÔ Œ f(!) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÜÔÏÇÏ ÂÉÔÁ Œ !), ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉÐÛÉÃÅŒÙÍÉ.

îÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØ ÔÁËÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ !_1 É !_2 É ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÞÉÓÌÏ N É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !^′_1 É !^′_2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

!^′_2 = f(f(f(: : : f(!^′_1) : : :))) (N ÒÁÚ) É d(!_1; !^′_1) < "; d(!_2; !^′_2) < ":

(äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÏÒÂÉÔÁ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÁ- ÑÓÑ Œ ÏÄÎÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ É ÐÏÐÁÄÁÀÝÁÑ Œ ÄÒÕÇÕÀ.) üÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÎÁÚÙŒÁÔØ \ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØÀ".

ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÄŒÉÇÁ ŒÌÅŒÏ (ÏÔÂÒÁÓÙŒÁÎÉÅ ÐÅÒŒÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ) ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏ: ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÌØÎÏÓÔØ ÎÁÞÉÎÁÌÁÓØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ x_1, Á ÐÏÓÌÅ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÓÄŒÉÇÏŒ ÎÁÞÉÎÁÌÁÓØ ÎÁ ÄÒÕÇÏÅ ÓÌÏŒÏ x_2, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÞÁÔØ Åč Ó x_1x_2.

œÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ, ÓÏÈÒÁÎÉÔÓÑ ÌÉ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ d ÎÁ ÔÁË ÎÁ- ÚÙŒÁÅÍÏÅ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ âÅÚÉËÏŒÉÞÁ

ȷ(!_1; !_2) = lim sup_{n→∞} d_n(!_1; !_2)=n;

ÇÄÅ d_n | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÎÅÓÏŒÐÁÄÅÎÉÊ ÓÒÅÄÉ ÐÅÒŒÙÈ n ÞÌÅÎÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÅÈ i < n, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ i-Å ÞÌÅÎÙ !_1 É !_2 ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÓÄŒÉÇÁ ÕÖÅ ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ (ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ \B-ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÙÍ). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

Theorem 140. [durand-cervelle-bienvenu] îÉËÁËÏÅ ÌÉÐÛÉÃÅŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔ- ÓÑ B-ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÙÍ.

(çÏŒÏÒÑ Ï ÌÉÐÛÉÃÅŒÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ Œ ŒÉÄÕ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, Ó ËÁÎÔÏ- ÒÏŒÓËÉÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅÍ.)

ðÒÉÞÉÎÁ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÓÔÁ: ÌÉÐÛÉÃÅŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÐÏÞÔÉ ÎÅ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁ- ÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÔÁË ËÁË n ÂÉÔÏŒ ŒÙÈÏÄÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÀÔÓÑ n + O(1) ÂÉÔÁÍÉ ŒÈÏÄÎÏÊ (É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ŒÙÞÉ- ÓÌÉÍÙÍ, ŒÙÂÒÁŒ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ÏÒÁËÕÌ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÂÌÉÚËÉÅ Œ ÓÍÙÓÌÅ âÅÚÉËÏŒÉÞÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ÂÌÉÚËÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÄÏÌÉ ÓÒÅÄÉ ÐÅÒŒÙÈ n ÂÉÔÏŒ ËÏÄÉÒÕÅÔÓÑ ÍÁÌÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ÂÉÔÏŒ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó n).

◁ æÏÒÍÁÌØÎÏ ÕÄÏÂÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÊ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁŒÎÁ lim inf KS (!_0 : : : !_{n−1})=n ÄÌÑ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {!}), ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 97 ÎÁ Ó. 150 Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 5.8).

ìÅÍÍÁ 1. œÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÌÉÐÛÉÃÅŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÕÀ ÈÁÕÓÄÏÒ- ÆÏŒÕ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

(çÏŒÏÒÑ Ï ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÌÉÐÛÉÃÅŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ f : � → �, ÍÙ ÉÍÅÅÍ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ n ÐÅÒŒÙÈ ÚÎÁËÏŒ f(!) ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏ n + c ÚÎÁËÁÍ ! ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c.)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ f(!_1) = !_2, ÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÌÉÎÙ n ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !_2 ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ (ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÌÑ f) ÐÌÀÓ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÌÉÎÙ n + Ó ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !_1, É Œ ÐÒÅÄÅÌÅ ÜÔÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÎÅ ÉÇÒÁÀÔ ÒÏÌÉ.

ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ ȷ(!_1; !_2) < ", ÔÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÅ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÙ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ !_1 É !_2 ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ H(").

(úÄÅÓØ H(") | ÛÅÎÎÏÎÏŒÓËÁÑ ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ Ó ÄŒÕÍÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÉÍÅ- ÀÝÉÍÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ " É 1 − ".)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÐÅÒŒÙÅ n ÞÌÅÎÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ !_1 É !_2 ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ Œ k ÐÏÚÉÃÉÑÈ, ÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÉÈ ÒÁÚÎÏÓÔÉ (ÉÌÉ ÓÕÍÍÙ) ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2, Á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÉÎÙ n Ó k ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ nH(k=n) + O(log n) (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 7.3.1, ÔÅÏÒÅÍÁ 122, Ó. 197); ÏÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÂÅÒčÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ (ÓËÁÖÅÍ, ŒÙÞÉ- ÓÌÉÍÕÀ), ÔÏ ÌÀÂÁÑ ÂÌÉÚËÁÑ Ë ÎÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (Œ ÓÍÙÓÌÅ âÅÚÉËÏŒÉÞÁ) ÉÍÅÅÔ ÍÁÌÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, Á ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÌÉÐÛÉÃÅŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÇÕÔ ÐÏÌÕÞÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÁÌÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÀ- ÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÂÌÉÚËÁÑ ÐÏ âÅÚÉËÏŒÉÞÕ Ë ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ 1), ÉÍÅÅÔ (ÐÏ ÔÏÊ ÖÅ ÌÅÍÍÅ 2) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ, ÂÌÉÚËÕÀ Ë ÅÄÉÎÉÃÅ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÌÉÐÛÉÃÅŒÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÔÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ïÓÔÁčÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÒÅÌÑÔÉŒÉÚÏŒÁÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÏÇÏ ÏÒÁËÕÌÁ É ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÌÉÐÛÉÃÅŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÒÁËÕÌÁ. ▷ [ëÁË ÐÒÁŒÉÌØÎÏ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ? ÔÒÁÎÚÉÔÉŒÎÏÓÔØ? ÇÄÅ ÐÏÓÔÁŒÌÅÎ ŒÏÐÒÏÓ É ÇÄÅ ÄÁÎ ÏÔŒÅÔ? - ÎÁÄÏ ÓÐÒÏÓÉÔØ Õ ìÏÒÁÎÁ]

8.8. üÒÇÏÄÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ œØÀÇÉÎÁ? ÓÏÈÒÁÎÉÌÉÓØ ÌÉ ÚÁÐÉÓÉ?

9. þÁÓÔÏÔÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ

[mises]

9.1. éÓÈÏÄÎÙÊ ÚÁÍÙÓÅÌ ÆÏÎ íÉÚÅÓÁ

[misesorig] óÅÊÞÁÓ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÐÒÉŒÙËÌÉ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ÏÓÎÏŒÅ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅ- ÒÙ, ÔÒÅÂÕÀÔÓÑ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÅ ÕÓÉÌÉÑ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÂÙÔØ ÏÂ ÜÔÏÍ É ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ÏÃÅÎÉÔØ ÚÁÍÙÓÅÌ òÉÈÁÒÄÁ ÆÏÎ íÉÚÅÓÁ, ËÏÔÏÒÙÊ Œ ÎÁÞÁÌÅ XX ŒÅËÁ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ ÓÔÒÏÉÔØ ÔÅÏÒÉÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ÏÓÎÏŒÅ ÐÏÎÑÔÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÉÌÉ, ËÁË ÏÎ ÇÏŒÏÒÉÌ, ËÏÌÌÅËÔÉŒÁ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÐÏÐÒÏÂÕÅÍ.

œ ÐÒÉÒÏÄÅ ÂÙŒÁÀÔ ÑŒÌÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÌÅÇËÏ ÐÒÅÄÓËÁÚÙŒÁÔØ (ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ ËÁË ÉÚÕÞÅÎÙ ÕÐÒÁŒÌÑÀÝÉÅ ÉÍÉ ÚÁËÏÎÙ), ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÐÌÁÎÅÔ. îÏ ÂÙŒÁÀÔ É ÄÒÕÇÉÅ ÑŒÌÅÎÉÑ: ËÁË ÂÙ ÍÙ ÎÉ ÓÔÁÒÁÌÉÓØ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÒÏÓÁÎÉÑ ÍÏÎÅÔÙ, ÏÂÙÞÎÏ ÏËÏÌÏ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÊ ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅŒÅÒÎÙÍÉ. éÍÅÎÎÏ ÔÁËÉÅ ÑŒÌÅÎÉÑ É ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÒÅÄÍÅÔ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÓÎÏŒÎÙÍ ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ (ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÎÅ- ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ) ÐÏÎÑÔÉÅ ËÏÌÌÅËÔÉŒÁ | ÔÒÕÄÎÏ ÐÒÅÄÓËÁÚÕÅÍÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÉÍŒÏÌÏŒ (ÂÕËŒ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ ÎÕÌÑ É ÅÄÉÎÉÃÙ). á ÏÓÎÏŒÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ËÏÌÌÅËÔÉŒÁ ! = !_0!_1 : : : ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÓÔÉ ÞÁÓÔÏÔ:

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÅÌ p = lim_{n→∞}

!_0 + !_1 + : : : + !_{n−1} n É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ (Ó ÔÅÍ ÖÅ p), ÅÓÌÉ ÉÚ ŒÓÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÙÂÒÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (ÓËÁÖÅÍ, ÏÓÔÁŒÉÔØ ËÁ- ÖÄÙÊ ŒÔÏÒÏÊ ÞÌÅÎ, ÉÌÉ ÞÌÅÎÙ Ó ÓÏÓÔÁŒÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ, ÉÌÉ ÞÌÅÎÙ, ÓÔÏÑÝÉÅ ÐÏÓÌÅ ÅÄÉÎÉÃ).

õËÁÚÁÎÎÏÅ p É ÎÁÚÙŒÁÀÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ (Œ ÄÁÎÎÏÍ ËÏÌÌÅËÔÉŒÅ).

óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏÌÌÅËÔÉŒÏŒ ÏÂÏÓÎÏŒÙŒÁÅÔÓÑ ĂÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏĄ, ÓÓÙÌËÏÊ ÎÁ ÕÓÐÅÛÎÕÀ ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÇÏÒÎÙÈ ÄÏÍÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÙ ÒÁÚÏÒÉÌÉÓØ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÌÁ ÓÉÓÔÅÍÁ ÉÇÒÙ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÁÑ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÓÔÉ ÞÁÓÔÏÔ.

ôÁË | ÉÌÉ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁË | ÇÏŒÏÒÉÌ ÆÏÎ íÉÚÅÓ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÇÏ ËÎÉÇÕ \Wahrscheinlichkeit, Statistik und Wahrheit" [54]; ÜÔÁ ËÎÉÇÁ ÂÙÌÁ ÐÅÒÅŒÅÄÅÎÁ ÎÁ ÒÕÓÓËÉÊ ÑÚÙË ÐÏÄ ÎÁ- ÚŒÁÎÉÅÍ ĂœÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ É ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁĄ [55] | ŒÉÄÉÍÏ, ÓÌÏŒÏ Wahrheit (ÉÓÔÉÎÁ) Œ ÎÁÚŒÁÎÉÉ ÐÏËÁÚÁÌÏÓØ ÞÒÅÚÍÅÒÎÏ ÓÍÅÌÙÍ ÐÏÓÑÇÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ ÎÁ ÐÒÅÒÏÇÁÔÉŒÙ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏ ŒÅÒÎÏÇÏ É ÐÏÄ- ÌÉÎÎÏ ÎÁÕÞÎÏÇÏ ÕÞÅÎÉÑ). îÏ ÇÏŒÏÒÉÌ ÏÎ ÜÔÏ ÎÅ ŒÏ ŒÒÅÍÅÎÁ åŒËÌÉÄÁ ÉÌÉ óÐÉÎÏÚÙ, Á Œ ÎÁ- ÞÁÌÅ XX ŒÅËÁ, ËÏÇÄÁ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÏÇÏÓÔÉ ÂÙÌÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÓÔÏÊÞÉŒÙ. äÏÐÕÓÔÉÍ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÍÏÖÎÏ ÏÂSSÑŒÉÔØ ÁËÓÉÏÍÏÊ ÉÌÉ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÙÍ ÆÁËÔÏÍ, ÜÔÏ ÅÝč ËÕÄÁ ÎÉ ÛÌÏ (ÈÏÔÑ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÜËÓÐÅÒÉ- ÍÅÎÔÁÌØÎÙÊ ÆÁËÔ, ÇÏŒÏÒÑÝÉÊ ÎÅÞÔÏ Ï ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ŒÙÚÙŒÁÅÔ ÓÏÍÎÅÎÉÑ,

ÅÓÌÉ ÎÅ ÎÁÓÍÅÛËÉ). îÏ ÕÖ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÔÏÞÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÓÔÉ ÞÁÓÔÏÔ ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ ÂÙ.

ðÒÏÂÌÅÍÁ ÚÄÅÓØ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÅ ÕËÁÚÁÎÏ, ËÁËÉÅ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÛÅÎÏ ŒÙÂÉ- ÒÁÔØ. óÁÍ íÉÚÅÓ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÌÓÑ ÌÉÛØ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÈ ÐÒÁŒÉÌ ŒÙÂÏÒÁ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (ÔÒÉ ÔÁËÉÈ ÐÒÁŒÉÌÁ ÍÙ ÐÒÉŒÅÌÉ), Á ÔÁËÖÅ ÚÁÍÅÞÁÌ, ÞÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ Ï ŒËÌÀÞÅÎÉÉ ÉÌÉ ÎÅŒËÌÀÞÅÎÉÉ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÞÌÅÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Œ ŒÙÂÉÒÁÅÍÕÀ ÐÏÄ- ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÞÌÅÎÁ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÎÁÞÅ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÂÙ ÉÚ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÅÄÉÎÉÃ (ÉÌÉ ÎÕÌÅÊ), ÎÁÒÕÛÉŒ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÓÔÉ ÞÁÓÔÏÔ.

ðÏÜÔÏÍÕ ŒÏÚÍÏÖÎÙ ÒÁÚÎÙÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ ÚÁÍÙÓÌÁ íÉÚÅÓÁ, É ÎÅÓËÏÌØËÏ ÔÁËÉÈ ÕÔÏÞÎÅÎÉÊ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÐÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ËÏÌ- ÌÅËÔÉŒÏŒ (ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÓÌÅ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ); ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÌÉ ÂÒÏÓÁÎÉÅ ÍÏÎÅÔÙ ÄÁčÔ ËÏÌÌÅËÔÉŒ, ÐÏÚŒÏÌÉÔÅÌØÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ-ÎÁÕÞÎÙÍ ÉÌÉ ÆÉÌÏÓÏÆÓËÉÍ É ÏÓÔÁŒÉÔØ Œ ÓÔÏÒÏÎÅ.

äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÍÙ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÍÓÑ ÓÌÕÞÁÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÍÏÎÅÔÙ (p = 1=2), ÅÓÌÉ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ ÏÇÏŒÏÒÅÎÏ ÑŒÎÏ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔÙ ÅÄÉÎÉÃ (ÉÌÉ ÎÕÌÅÊ) Œ ÎÅÊ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ É ÒÁŒÅÎ 1=2.

9.2. ðÒÁŒÉÌÁ ŒÙÂÏÒÁ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÌÏŒ

[misessel] ðÏÖÁÌÕÊ, ÓÁÍÏÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÔÏÌËÏŒÁÎÉÅ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÇÏ ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙÂÏÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅ- ÄÕÀÝÅÍ: ÍÙ ÐÒÉÎÉÍÁÅÍ ÒÅÛÅÎÉÅ Ï ŒËÌÀÞÅÎÉÉ !_n Œ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÇÌÑÄÑ ÎÁ ŒÓÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÞÌÅÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ !_0!_1 : : : !_{n−1}. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÅ ÐÒÁ- ŒÉÌÏ ŒÙÂÏÒÁ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑ ŒÓÅ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ !_0 : : : !_{n−1} Œ ÄŒÕÈÜÌÅÍÅÎÔ- ÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {ŒËÌÀÞÁÔØ; ÎÅ ŒËÌÀÞÁÔØ}, ÉÌÉ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ĂŒËÌÀÞÁÔØĄ).

æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ R ⊂ � ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÅÅ ÅÍÕ ÐÒÁŒÉÌÏ ŒÙÂÏÒÁ ËÁË ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S_R, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÔÁŒÉÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ∈ � ÎÅËÏÔÏÒÕÀ (ËÏÎÅÞÎÕÀ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ) ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ S_R(!) ∈ �. á ÉÍÅÎÎÏ, S_R(!) ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÔÅÈ !_n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ !_0 : : : !_{n−1} ∈ R (Œ ÔÏÍ ÖÅ ÐÏÒÑÄËÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÉ ÛÌÉ Œ !).

ðÒÉÍÅÒ: ÅÓÌÉ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ x Ë ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ R ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ÓÌÏŒÁ x, ÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ S_R(!) ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ! ŒÙÂÏÒÏÍ ÞÌÅÎÏŒ !_n, ÓÔÏÑÝÉÈ ÎÁ ÚÁÒÁÎÅÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ (ÐÒÉ ÔÅÈ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ n ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ R). äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ: ÐÒÁŒÉÌÏ ĂŒÙÂÉÒÁÔØ ÞÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅ ÅÄÉÎÉÃĄ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ R, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍÕ ÉÚ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ, ÏËÁÎÞÉŒÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ.

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Œ ËÁÚÉÎÏ, ÇÄÅ ÉÇÒÁÀÔ Œ ÏÒÌÑÎËÕ, ÚÁÒÁÎÅÅ ÎÁ- ÍÅÔÉŒ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ŒÙÂÏÒÁ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ, É ÄÅÌÁÅÍ ÓÔÁŒËÉ Œ ÔÅ ÍÏÍÅÎÔÙ, ËÏÇÄÁ ÐÒÁŒÉÌÏ ŒÙÂÏÒÁ ŒËÌÀÞÁÅÔ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÞÌÅÎ Œ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÏ ÎÉËÁËÏÇÏ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔŒÁ ÍÙ ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÍ É ÐÒÅÄÅÌØÎÁÑ ÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉÃ Œ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÁ 1=2. îÏ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ ÌÉÛØ ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ŒÙÂÏÒÁ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ ÚÁÒÁÎÅÅ: ÚÁÄÎÉÍ ÞÉÓÌÏÍ (ÚÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ) ÌÅÇËÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÐÒÁŒÉÌÏ ŒÙÂÏÒÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÙ Õ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÙÉÇÒÁÌÏ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÁËÏÊ ÏÞÅŒÉÄÎÙÊ ÆÁËÔ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ

ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ S_R(!) ÓÏ- ÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ ÉÌÉ ÏÄÎÉÈ ÅÄÉÎÉÃ, É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏŒÁÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅÌØÚÑ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÉÔØ ËÏÌÌÅËÔÉŒ ËÁË ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ S_R(!) ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏŒÁÎÁ (ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÁ) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ R: ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ËÏÌÌÅËÔÉŒÏŒ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ.

ïÄÎÁËÏ, ËÁË ÚÁÍÅÔÉÌ œÁÌØÄ [83], ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÐÒÁŒÉÌ ŒÙÂÏÒÁ S_{Ri} (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÓÞčÔÎÏÍÕ ÓÅÍÅÊÓÔŒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒ R_i) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÓÔÉ ÞÁÓÔÏÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÓÅÈ ÐÒÁŒÉÌ ÜÔÏÇÏ ÓÅÍÅÊ- ÓÔŒÁ: ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ i ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ S_{Ri} (!) ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏŒÁÎÁ (ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÁ).

üÔÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ:

Theorem 141. [wald-theorem] ðÕÓÔØ R | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÔÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ! ∈ �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ S_R(!) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ, ÎÏ ÎÅ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏŒÁÎÁ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ).

óÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ËÁÖÄÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ŒÙÂÏÒÁ ÏÔÂÒÁËÏŒÙŒÁÅÔ ÌÉÛØ ÎÕÌÅŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. óÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÐÒÁŒÉÌ ŒÙÂÏÒÁ ÄÁčÔ ÓÞčÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÎÕÌÅŒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÕÄÅÔ ÎÕÌÅŒÙÍ. úÎÁÞÉÔ, ÎÅÏÔÂÒÁËÏŒÁÎÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ (É ÄÁÖÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÒÙ 1).

◁ õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÕÓÉÌÅÎÎÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏ- ÔÏÒÏÍÕ ŒÓÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ, ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏŒÁÎÙ, ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 3.2), Á ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ U ⊂ � | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. ôÏÇÄÁ ÅÇÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ S^{−1}_R (U) ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁÖÄÙÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÂÉÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ S_R(!) ÉÍÅÅÔ ÒÁŒÎÙÅ ÛÁÎÓÙ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÕÌčÍ É ÅÄÉÎÉÃÅÊ (ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÂÉÔÁÈ), É ÒÁÚÎÉÃÁ Ó ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÌÉÛØ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÐÏÑŒÉÔØÓÑ | ÎÏ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ.

(îÁÇÌÑÄÎÏ ÜÔÏ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÕÅÔÓÑ ÓÔÁÒÉÎÎÏÊ ÚÁÇÁÄËÏÊ: ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÌÉ ÄÏÌÑ ÍÕÖÞÉÎ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅ ÒÏÖÄÅÎÉÑ ÐÅÒŒÏÇÏ ÓÙÎÁ ÖÅÎÝÉÎÙ ÂÏÌØÛÅ ÎÅ ÂÕÄÕÔ ÒÏÖÁÔØ ÄÅÔÅÊ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÓÌÅÄÎÉË ÂÙÌ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ? ïÔŒÅÔ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÊ ÐÏ ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÁÍ.)

æÏÒÍÁÌØÎÏ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏŒÏÄÉÔÓÑ ÔÁË:

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ �_x ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÌÏŒÁ x É ÄŒÁ ÅÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ �_{x0} É �_{x1}. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÜÔÉÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÒÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ S_R ÉÍÅÀÔ ÒÁŒÎÕÀ ÍÅÒÕ (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÞÔÏ ÐÏÑŒÌÅÎÉÅ Œ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÑ É ÅÄÉÎÉÃÙ ÐÏÓÌÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÏÄÉÎÁËÏŒÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏ).

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ z, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉ ŒÙÂÏÒÅ ÐÏ ÐÒÁŒÉÌÕ S_R ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ x É ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ z ∈ R. ïÎÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÓÉÔÕÁÃÉÑÍ, ËÏÇÄÁ ÓÌÏŒÏ x ÕÖÅ ŒÙÂÒÁÎÏ É ŒÏÔ-ŒÏÔ ÂÕÄÅÔ ŒÙÂÒÁÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÂÉÔ. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄŒÁ ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒÁ ÎÅ ÓÒÁŒÎÉÍÙ ÄÒÕÇ Ó ÄÒÕÇÏÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ �_{z0} ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ z ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, É, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ŒÍÅÓÔÅ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ �_{x0}. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ �_{x1} ÅÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÉÄÁ �_{z1}. íÙ ÒÁÚÂÉÌÉ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÎÁ ÒÁŒÎÙÅ ÞÁÓÔÉ É, ÚÎÁÞÉÔ, ÍÅÒÙ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ ÒÁŒÎÙ.

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÅÒÁ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ �_x ÎÅ ÐÒÅ- ŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^{−l(x)}. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ � ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ. œ ÓÁÍÏÍ

ÄÅÌÅ, ŒÏÚØÍčÍ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ �_{xi} Ó ÍÁÌÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÍÅÒ; ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÏÂÒÁÚÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒ �_{xi} ; ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ. ïÂSSÅÄÉÎÉŒ ŒÓÅ ÜÔÉ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S^{−1}_R (U) Ó ÍÁÌÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ÍÅÒ. ìÅÍÍÁ (Á Ó ÎÅÊ É ÔÅÏÒÅÍÁ 141) ÄÏËÁÚÁÎÁ. ▷

ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝč, ÞÔÏ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÄÌÑ ÔÅÏÒÉÉ ÍÅÒÙ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ

—(S^{−1}_R (U)) ⩽ —(U)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ �. œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ S_R(!) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ (ÉÌÉ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ) !, ŒÅÒÎÏ É ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: S_R(!) ÉÍÅÅÔ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ, ÔÏ ÅÓÔØ —(S^{−1}_R (U)) = —(U)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚÍÅÒÉÍÏÇÏ U.

189 ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ! ÉÍÅÅÔ ÂÅÒÎÕÌ- ÌÉÅŒÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (ÉÓÐÙÔÁÎÉÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ É ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÓÐÅÈÁ), ÔÏ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ S_R(!) ÉÍÅÅÔ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ (ËÏÇÄÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ).

éÔÁË, ÐÏÎÑÔÉÅ ËÏÌÌÅËÔÉŒÁ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÎÅÐÕÓÔÙÍ (ËÏÌÌÅËÔÉŒÙ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ), ÅÓÌÉ ÉÚ ŒÓÅÈ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÒÁŒÉÌ ŒÙÂÏÒÁ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ŒÓÅÍ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ R ⊂ �) ŒÙÂÒÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÞčÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ. îÏ ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ?

9.3. óÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ

[miseschurch] ó ÐÏÑŒÌÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÉÉ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÓÔÁÌÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÔØ ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙÂÏÒÁ S_R, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ R. üÔÏ ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ á. þčÒÞ [11], ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÁËÉÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙÂÏÒÁ ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÍÉ ÐÏ þčÒ- ÞÕ, Á ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÅ ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÓÔØ ÞÁÓÔÏÔ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÈ ÐÏ þčÒÞÕ ÐÒÁŒÉÌÁÈ) ÎÁÚÙŒÁÀÔ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ.

íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏŒÙÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÒÙ 1. œÅÒÎÏ É ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

Theorem 142. [martinlof-church] œÓÑËÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ) ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ.

◁ üÆÆÅËÔÉŒÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÕÓÉÌÅÎÎÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ (ÔÅÏÒÅÍÁ 32, Ó. 67; ÓÍ. ÔÁË- ÖÅ ÒÁÚÄÅÌ 8.4) ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ÎÅÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ (Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÉÌÉ ÎÅ ÒÁŒÅÎ 1=2) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ S_R | ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÅ ÐÏ þčÒÞÕ ÐÒÁŒÉÌÏ ŒÙÂÏÒÁ, ÔÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÜÆÆÅË- ÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÂÕÄÅÔ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÍ R ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 141 ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÊ (ŒÓÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ, ÓÏ- ÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ, ÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ). ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÕ- ÞÁÊÎÁÑ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÜÔÏÍÕ ÐÒÏÏÂÒÁÚÕ, ÔÏ ÅÓÔØ Åč ÏÂÒÁÚ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏŒÁÎ (ÉÌÉ ËÏÎÅÞÅÎ). ▷

þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÐÒÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ËÒÏÍÅ ÕÓÉ- ÌÅÎÎÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÏÎÉ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ? îÁÐÒÉÍÅÒ,

ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÏÔÙ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÂÕËŒ, ÎÏ É ÐÏÄÓÌÏŒ ÔÁËÏŒÙ, ËÁËÉÍÉ ÏÎÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ:

Theorem 143. [mises-frequencies] ðÕÓÔØ ! | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ, Á U | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÄŒÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ ÐÏÚÉÃÉÉ k, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÏÔÏ- ÒÙÈ U ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ Œ ! (ÔÏ ÅÓÔØ U_0U_1 : : : = !_k!_{k+1} : : :). ôÏÇÄÁ ÄÏÌÑ ÔÁËÉÈ ÐÏÚÉÃÉÊ ÓÒÅÄÉ ÐÅÒŒÙÈ N ÐÏÚÉÃÉÊ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1=2^{l(U)} ÐÒÉ N → ∞.

◁ ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÎÕÌÉ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÎÏ Œ ÐÏÌÏŒÉÎÅ ÐÏÚÉÃÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÁŒÉÌÏ ĂŒÙÂÉÒÁÔØ ÐÏÓÌÅ ÎÕÌÅÊĄ. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ Œ ŒÙÂÒÁÎÎÏÊ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÎÕÌÅÊ, ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÎÕÌÅÊ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÀÔ ÎÕÌÉ É ÅÄÉÎÉÃÙ (ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ÞÁÓÔÏÔÁ ÇÒÕÐÐ 00 É 01 ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1=4). ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÁŒÉÌÏ ĂŒÙÂÉÒÁÔØ ÐÏÓÌÅ 00Ą (ÉÌÉ ÐÏÓÌÅ 01) É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ▷

190 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ ÂÌÏËÉ ÄÌÉÎÏÊ k, ÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ 2^k ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÂÌÏËÏŒ ÂÕÄÅÔ ŒÓÔÒÅÞÁÔØÓÑ Ó ÞÁÓÔÏÔÏÊ, ÓÔÒÅÍÑÝÅÊÓÑ Ë 1=2^k. [üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ ÕÞÉÔÙŒÁÀÔÓÑ ÂÌÏËÉ ÎÅ ÎÁ ŒÓÅÈ ÍÅÓÔÁÈ, Á ÌÉÛØ ÎÁ ËÒÁÔÎÙÈ k; ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞ- ÎÏ.]

ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 143, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÖÄÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ ÓÉÍŒÏÌÏŒ ŒÓÔÒÅ- ÞÁÅÔÓÑ Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ ÞÁÓÔÏÔÏÊ (Œ ÐÒÅÄÅÌÅ), ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉÓØ É ÄÏ íÉÚÅÓÁ É ÎÁÚÙŒÁÌÉÓØ ĂÎÏÒÍÁÌØÎÙÍÉĄ (ÔÏÔ ÖÅ ÔÅÒÍÉÎ ÐÒÉÍÅÎÑÀÔ É Ë ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ, ÄŒÏÉÞÎÙÍÉ ÚÁÐÉ- ÓÑÍÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ).

191 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ ÎÁ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØ- ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ. [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÓÔÏÌÂÉËÏÍ ĂŒ ÕÍÅĄ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÈÒÁÎÉÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ.]

[œÒÏÄÅ ÂÙ ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÌ J. Wall Œ ÓŒÏÅÊ PhD ÄÉÓÓÅÒÔÁÃÉÉ Œ 1949 ÇÏÄÕ (University of California, Berkeley), Á ÔÁËÖÅ ÜÔÏ ÎÁÐÉÓÁÎÏ Œ ËÎÉÇÅ L. Kuipers, H. Niederreiter, Uniform Distribution of Sequences, Wiley-Interscience, 1949. îÏ ÈÏÒÏÛÏ ÂÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, Á ÅÝč ÌÕÞÛÅ ÉÚÌÏÖÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÎÑÔÎÏ. åÝč ÈÏÒÏÛÏ ÂÙ ÕÚÎÁÔØ, ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. œÉÄÉÍÏ, ÚÁŒÉÓÉÔ | ÎÁÄÏ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ Œ ëÎÕÔÅ. þÔÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÐÒÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÓÔØ, ÓËÁÖÅÍ, e, ı ÉÌÉ √ 2?] óÒÅÄÉ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÅÓÔØ É ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÉÓÁÔØ ÐÏÄÒÑÄ ÞÉÓÌÁ 1; 2; 3; : : : Œ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ É ÏÂSSÅÄÉÎÉÔØ ÃÉÆÒÙ Œ ÏÄÎÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ

1 1 0 1 1 1 0 0 1 0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 0 0 1 0 0 1 1 0 1 0 1 0 1 1 : : :

(ÐÒÉÍÅÒ âÏÒÅÌÑ).

192 äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ. [õËÁÚÁÎÉÅ. ëÁËÏŒ ÂÙ ÎÉ ÂÙÌ ÒÁÚÍÅÒ ÂÌÏËÁ k, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÓÔÁ ÇÒÁÎÉÃÙ ÍÅÖÄÕ ÚÁÐÉÓÑÍÉ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÓÉÌØÎÏ ÍÅÎÑÀÔ ÞÁÓÔÏÔÙ, Á Œ ÓÒÅÄÎÅÍ ÐÏ ŒÓÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÁÍ ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÞÁÓÔÏÔÙ ÐÒÁŒÉÌØÎÙ.]

[ÜÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÏÄÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÅÓÔØ ÎÕÌÅŒÏÅ ÐÏ ûÎÏÒÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÔÏÖÅ, ÅÓÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÎÅ ÎÅÇÏ; ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÜÔÏ ÂÙÌÏ Œ ÎÅÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ôØÀÒÉÎÇÁ (Becher)] îÏ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÒÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÞÉ- ÓÌÉÍÏÊ, ÉÎÁÞÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ŒÙÂÏÒÁ, ÏÔÂÉÒÁÀÝÅÅ ÞÌÅÎÙ ÎÁ ÔÅÈ ÍÅÓÔÁÈ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÉ (ÅÄÉÎÉÃÙ). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ŒÅÒÎÁ ÔÁËÁÑ

Theorem 144. [mises-guess] äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÐÙÔÁÀÝÅÇÏ- ÓÑ ÐÒÅÄÓËÁÚÙŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÏ Åč ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÞÌÅÎÁÍ, ÄÏÌÑ ÕÓÐÅÛÎÙÈ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÊ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1=2.

◁ œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁÖÄÏÍÕ ÐÒÅÄÓËÁÚÙŒÁÀÝÅÍÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÄŒÁ ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙÂÏÒÁ: ÏÄÎÏ ÏÔÂÉÒÁÅÔ ÔÅ ÞÌÅÎÙ, ÇÄÅ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎ ÎÕÌØ, ÄÒÕÇÏÅ | ÇÄÅ ÅÄÉÎÉÃÁ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÚÂÉŒÁÅÔÓÑ Œ ĂÓÍÅÓØĄ ÄŒÕÈ ÓŒÏÉÈ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏŒÁÎÁ (ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÁ, ÎÏ ÔÏÇÄÁ ŒÓč ÏÞÅŒÉÄÎÏ), É ÐÏÔÏÍÕ ÎÁ ÎÅÊ ÄÏÌÑ ÕÓÐÅÛÎÙÈ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÊ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1=2. úÎÁÞÉÔ, É ÏÂÝÁÑ ÄÏÌÑ ÕÓÐÅÛÎÙÈ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÊ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1=2. ▷

üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÅÝč ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÂÏÂÝÉÔØ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÓÅÂÅ ÔÁËÕÀ ÉÇÒÕ: ÐÅÒÅÄ ÐÏÑŒÌÅÎÉÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÞÌÅÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÓÕÍ- ÍÕ (ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÅÅ ÅÄÉÎÉÃÙ) ÎÁ ÏÄÉÎ ÉÚ ÉÓÈÏÄÏŒ (ÎÕÌØ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉÃÕ). åÓÌÉ ÍÙ ÕÇÁÄÁÌÉ, ÔÏ ÓÔÁŒËÁ ÕÄŒÁÉŒÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÕÇÁÄÁÌÉ | ÐÒÏÐÁÄÁ- ÅÔ. îÁÛÁ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ Œ ÔÁËÏÊ ÉÇÒÅ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ S, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ ÎÁ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒÁÈ É ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÅÊ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÏÔÒÅÚËÅ [−1; 1]. (ðÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÓÔÁŒËÅ ÎÁ 0, ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ | ÎÁ 1.) óÕÍÍÁÒÎÙÊ ŒÙÉÇÒÙÛ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ S ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ !_0 : : : !_{n−1} ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÁË n−1∑ i=0 S(!_0 : : : !_{i−1}) · (−1)^{!i}

[ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÐÒÏÉÇÒÙÛÕ | ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÒÁÚÒÅÛÁÅÍ ÉÇÒÕ Œ ÄÏÌÇ]

Theorem 145. [continuous-bets] ðÕÓÔØ S | ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÉÄÁ, Á ! | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ôÏÇÄÁ ŒÙÉÇÒÙÛ S ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ n ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÅÓÔØ o(n).

◁ ðÕÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÔÏÌØËÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1 É −1. ôÏÇÄÁ Åč ÄÅÑÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÖÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÍÕ ÕÇÁÄÙŒÁÎÉÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÞÌÅÎÁ; ÄÏÌÑ ÕÓÐÅÈÏŒ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1=2, ÞÔÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÉÊ ŒÙÉÇÒÙÛ (Œ ÒÁÓÞčÔÅ ÎÁ ÏÄÎÕ ÉÇÒÕ) ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ.

åÓÌÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ S ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÌÉÛØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ËÒÁÔÎÙÅ 1=k ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ k (ÏÔ −1 ÄÏ 1 Ó ÛÁÇÏÍ 1=k), ÔÏ Åč ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ËÁË ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ 2k ÓÔÒÁ- ÔÅÇÉÊ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ −1 É 1; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÙÉÇÒÙÛ S ÂÕÄÅÔ ÓÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ ŒÙÉÇÒÙÛÅÊ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ, É ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ŒÙÉÇÒÙÛ ÅÓÔØ o(n), ÔÏ É ÄÌÑ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÅÎ o(n). (íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ k ÆÉËÓÉÒÏ- ŒÁÎÏ É ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ n.)

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÓÌÕÞÁÀ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. äÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ " > 0 ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÙÉÇÒÙÛ S ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ n ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ (ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ) "n ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛ«ÉÈ n.

œÙÂÅÒÅÍ k ÔÁË, ÞÔÏÂÙ 1=k ÂÙÌÏ ÍÅÎØÛÅ ", É ÐÒÉÂÌÉÚÉÍ ÎÁÛÕ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ S ÓÔÒÁÔÅÇÉÅÊ S^′ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ËÒÁÔÎÙÍÉ 1=k (ÚÁÍÅÎÉŒ ËÁÖÄÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ÂÌÉÖÁÊÛÅÅ ËÒÁÔÎÏÅ; ÏÛÉÂËÁ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ "=2). äÌÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ S^′ ŒÙÉÇÒÙÛ ÅÓÔØ o(n) É ÐÏÔÏÍÕ ÍÅÎØÛÅ ("=2)n ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n, Á ÒÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ ŒÙÉÇÒÙÛÅÍ ÄÌÑ S É S^′ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ("=2)n. ▷ åÝč ÏÄÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ (ÕÐÏÍÉÎÁŒÛÅÅÓÑ ÆÏÎ íÉÚÅÓÏÍ ËÁË ÏÄÎÏ ÉÚ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÓŒÏÊÓÔŒ ËÏÌÌÅËÔÉŒÏŒ):

Theorem 146. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÇÏ ÐÏ þčÒÞÕ ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙÂÏÒÁ Ë ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ íÉÚÅ- ÓÕ { þčÒÞÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÁčÔ ÌÉÂÏ ËÏÎÅÞÎÕÀ, ÌÉÂÏ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

◁ œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÐÒÁŒÉÌ ŒÙÂÏÒÁ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÄÎÏ- ËÒÁÔÎÏÍÕ: ÅÓÌÉ ÍÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÏÔÂÉÒÁÅÍ ÞÌÅÎÙ Œ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Á ÐÏÔÏÍ ÐÒÏÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÞÌÅÎÙ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ É ŒÙÂÉÒÁÅÍ ÉÚ ÎÉÈ ÔÏÌØËÏ ÞÁÓÔØ, ÔÏ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÓÞčÔÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ. (á ËÏÍÐÏÚÉÃÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÈ ÐÒÁŒÉÌ ÂÕÄÅÔ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÊ.) ▷

(œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ (ÒÁÚÄÅÌ 9.12, Ó. 255) ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ËÌÁÓÓ ÐÒÁŒÉÌ (ÎÅÍÏ- ÔÏÎÎÙÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙÂÏÒÁ) É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÉÚÍÅÎčÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÐÏ íÉÚÅÓÕ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏËÁÖÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÏŒÙÊ ËÌÁÓÓ ÐÒÁŒÉÌ ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÍÐÏÚÉÃÉÉ, É, ÂÏ- ÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËÌÁÓÓ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÚÁÍËÎÕÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÁŒÉÌ ŒÙÂÏÒÁ, ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 177, Ó. 273.)

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ: ËÁË ÓÏÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ É íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ? ëÁË ÍÙ ŒÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÕŒÉÄÉÍ, ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ | ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÅ.

îÏ ÓÎÁÞÁÌÁ ÅÝč ÎÅÓËÏÌØËÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÊ ÐÏ ÐÏŒÏÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ íÉÚÅÓÁ.

9.4. ðÒÉÍÅÒ œÉÌÌÑ

[misesville] íÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒ R_i ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÓÔÉ ÞÁÓÔÏÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÓÅÈ ÐÒÁŒÉÌ ŒÙÂÏÒÁ S_{Ri} | ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ 1. îÏ ÍÏÖÎÏ ÄÁÔØ É ÂÏÌÅÅ ÐÒÑÍÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÔÁËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÌÅÄÕÑ ÒÁÂÏÔÁÍ œÉÌÌÑ [79] É ìÁŒÌÜÎÄÁ [40].

[îÅÐÌÏÈÏ ÂÙ ŒÓč-ÔÁËÉ ÐÒÏÞÅÓÔØ ÒÁÂÏÔÕ œÉÌÌÑ É ŒÙÑÓÎÉÔØ, ÔÁ ÌÉ ÔÁÍ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ! ìÁŒÌÜÎÄ ÓÓÙÌÁÅÔÓÑ ÔÏÖÅ ÎÅ ÎÁ œÉÌÌÑ, Á ÎÁ ÒÁÂÏÔÕ Levin, Minsky, Silver] äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÐÒÁŒÉÌÁ S_R, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÕ R. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÌÅÇËÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ S_R(!) = 01010101 : : : (ÎÕÌÉ É ÅÄÉÎÉÃÙ ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ) É ÐÏÔÏÍÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ S_R(!) ÓÂÁÌÁÎ- ÓÉÒÏŒÁÎÁ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ! ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ (ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ). ëÏÇÄÁ ÐÒÁŒÉÌÏ S_R ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÔ ŒÙÂÒÁÔØ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÞÌÅÎ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÉÍ ÐÏ ÓÞčÔÕ ÂÕÄÅÔ ÜÔÏÔ ÞÌÅÎ (ÞčÔÎÙÍ ÉÌÉ ÎÅÞčÔÎÙÍ) É Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÓÔÁŒÉÍ Œ ! ÎÕÌØ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉÃÕ. (ôÅ ÞÌÅÎÙ !, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ŒÙÂÒÁÎÙ ÐÒÁŒÉÌÏÍ S_R, ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÌÀÂÙÍÉ.)

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒ R_1; : : : ; R_m. íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÓÔÉ ÞÁÓÔÏÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÐÒÁŒÉÌ S_{Ri} . äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÌÅÎÁ !_n ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÐÒÁŒÉÌ

S_{Ri} (ÐÒÉ i = 1; : : : ; m) ŒËÌÀÞÁÀÔ ÅÇÏ Œ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, É ÓÏÓÔÁŒÉÍ m-ÂÉÔÏŒÙÊ ŒÅË- ÔÏÒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÜÔÕ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÌÀÂÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÒÁÓÓÌÁÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ 2^m ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ 2^m ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ ÜÔÏÇÏ ÂÉÔÏŒÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ. (îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ËÏÎÅÞÎÙ.)

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÜÔÉ 2^m ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ŒÉÄ 010101 : : : (ËÏÎÅÞÎÁÑ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÕÌÉ É ÅÄÉÎÉÃÙ ÞÅÒÅÄÕÀÔÓÑ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÕÌÑ). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ !_0 : : : !_{n−1} ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙ. ëÁË ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ !_n? ë ÜÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ÕÖÅ ÑÓÎÏ, ËÁËÏÊ ÂÉÔÏŒÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ !_n (ËÁËÉÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ÅÇÏ ŒÙÂÅÒÕÔ) É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, Œ ËÁËÕÀ ÉÚ 2^m ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÐÏÐÁÄčÔ !_n. ïÓÔÁčÔÓÑ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ, ËÁËÉÍ ÐÏ ÓÞčÔÕ (ÞčÔÎÙÍ ÉÌÉ ÎÅÞčÔÎÙÍ) ÞÌÅÎÏÍ ÜÔÏÊ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÔ !_n.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ S_{Ri} (!) ÂÕÄÅÔ ÓÍÅÓØÀ 2^{m−1} ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÔÅÈ, Õ ËÏ- ÔÏÒÙÈ Œ ÂÉÔÏŒÏÍ ŒÅËÔÏÒÅ ÎÁ i-Í ÍÅÓÔÅ ÓÔÏÉÔ ÅÄÉÎÉÃÁ, É ÐÏÔÏÍÕ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÕÓÔÏÊ- ÞÉŒÏÓÔÉ ÞÁÓÔÏÔ (ÌÀÂÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ S_{Ri} (!) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÅÊ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉÃ, Á ÒÁÚÎÉÃÁ Œ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÞÉÓÌÏÍ 2^{m−1}, ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ Œ ËÁÖÄÏÊ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÒÁÚÎÉÃÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ).

ïÓÔÁÌÏÓØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÐÒÁŒÉÌ R_1; R_2; : : :. íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÐÏÄËÌÀÞÁÔØ ÜÔÉ ÐÒÁŒÉÌÁ, Œ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÉÍÅÑ ÄÅÌÏ ÌÉÛØ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÐÒÁŒÉÌ. œÏÔ ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ.

ðÕÓÔØ ÕÖÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË !_0 : : : !_{n−1} ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ËÁËÉÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ R_i ÏÎ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ (É ËÁËÉÅ ÐÒÁŒÉÌÁ S_{Ri} ŒÙÂÅÒÕÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ, ÐÏËÁ ÅÝč ÎÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ, ÞÌÅÎ !_n ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ). ôÅÐÅÒØ ÜÔÁ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅ m-ÂÉÔÏŒÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ, Á ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÂÉÔÏŒ u_1u_2 : : : (ÂÉÔ u_i ÒÁŒÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÅÓÌÉ ÐÒÁŒÉÌÏ S_{Ri} ŒÙÂÉÒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÕÔØ u_1u_2 : : : Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÄŒÏÉÞÎÏÍ ÄÅÒÅŒÅ.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÙÓÔÒÏ ÒÁÓÔÕÝÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ k_0 < k_1 < k_2 < : : : ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÕÓÔØ k_i = 2^{2i}. îÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÞÌÅÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ) ÏÄÎÁ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎ ÄŒÏÉÞÎÏÇÏ ÄÅÒÅŒÁ ÂÕÄÅÔ ÓÞÉÔÁÔØÓÑ ÁËÔÉŒÎÏÊ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄŒÉÇÁÑÓØ ŒÄÏÌØ ÐÕÔÉ u_1u_2 : : :, ÎÁÊÄčÍ ÐÅÒŒÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÂÙÌÁ ÁËÔÉŒÎÏÊ ÍÅÎÅÅ k_i ÒÁÚ, ÇÄÅ i | ŒÙÓÏÔÁ ŒÅÒÛÉÎÙ Œ ÄÅÒÅŒÅ, É ÏÂSSÑŒÉÍ ÁËÔÉŒÎÏÊ Åč. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÁËÔÉŒÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÏÊ ÂÕÄÅÔ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÓÌÏŒÏ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

• i-ÙÊ ÂÉÔ x ÒÁŒÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÐÒÁŒÉÌÏ S_{Ri} ŒÙÂÉÒÁÅÔ !_n;

• ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ (Œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ !_0 : : : !_{n−1}) ŒÅÒÛÉÎÁ x ÂÙÌÁ ÁËÔÉŒÎÁ ÍÅÎÅÅ k_{l(x)} ÒÁÚ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÔÒÏÉÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !_0!_1 : : : ÒÁÚÌÁÇÁÅÔÓÑ Œ ÓÍÅÓØ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (ËÏÎÅÞÎÙÈ) ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÓÞčÔÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÁËÔÉŒ- ÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎ. ðÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ŒÅÒÛÉÎÅ x, ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ k_{l(x)}, ÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ËÏÒÏÞÅ.

ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÍÙ ÓÔÒÏÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÏÄÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÍÅÌÁ ŒÉÄ 010101 : : :. ôÅÐÅÒØ, ÐÒÁŒÄÁ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÂÕÄÅÔ ÓÍÅÓØÀ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (ËÏÎÅÞÎÙÈ) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, É ÎÁÄÏ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÁŒÉÌÏ ŒÙÂÏÒÁ S_{Ri} ŒÙÂÅÒÅÔ ÉÚ ÎÅč ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

œÙÂÒÁÎÎÁÑ ÜÔÉÍ ÐÒÁŒÉÌÏÍ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÞÌÅÎÏŒ ÄŒÕÈ ÔÉÐÏŒ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÌÅÎÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÁËÔÉŒÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ËÏÒÏÞÅ i (É ÐÒÁŒÉÌÏ S_{Ri} ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÕÞÉÔÙŒÁÌÏÓØ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÞÌÅÎÏŒ). œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÌÅÎÙ, ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÁËÔÉŒÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ i-Ê ÂÉÔ ÒÁŒÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÞÌÅÎÏŒ ÐÅÒŒÏÇÏ ÔÉÐÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ (ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2^0k_0 + : : : + 2^{i−1}k_{i−1}) É Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ ÉÍÉ ÐÒÅÎÅÂÒÅÇÁÅÍ.

þÔÏ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÞÌÅÎÏŒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÔÉÐÁ, ÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÏÊ ÁËÔÉŒÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÞÉÓÌÁ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ, ÅÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ, ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 1. ðÏÜÔÏÍÕ ÅÓÌÉ ÓÁÍÁÑ ÄÌÉÎÎÁÑ ÁËÔÉŒÎÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ, ŒÓÔÒÅÔÉŒÛÁÑÓÑ ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ S_{Ri} , ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ N ⩾ i, ÔÏ ÒÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ ÞÉÓÌÏÍ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ (ŒÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ) Œ ÜÔÏÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ ÁËÔÉŒÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÈ ÐÒÉ ÅÇÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ, ÔÏ ÅÓÔØ O(2^N ), Á ÄÌÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ k_{N−1}, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÀÝÉÅ ÁËÔÉŒÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÙ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ, ÐÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÍÙ ÐÅÒÅÊÄčÍ Ë ÂÏÌÅÅ ÄÌÉÎÎÏÊ. ïÓÔÁčÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ 2^N = o(k_{N−1}).

éÔÁË, ÍÙ ÏÐÉÓÁÌÉ ÑŒÎÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÅÊ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÓÔÉ ÞÁÓÔÏÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÐÒÁŒÉÌ ŒÙÂÏÒÁ. þÔÏ ÄÁčÔ ÎÁÍ ÜÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ (ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÎÁÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÐÏ ÓÏ- ÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÍÅÒÙ)? îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÓÍÅÛÉŒÁÅÍÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ 010101 : : : ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÎÕÌÑ, ÔÏ ÌÀÂÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÉÈ ÓÍÅÓÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÅÊ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉÃ. ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ:

Theorem 147. [mises-church-ville] óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Œ ÌÀÂÏÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÅÊ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉÃ.

éÚ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÕÖÅ ŒÙŒÅÓÔÉ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÌÕÞÁÊ- ÎÁÑ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ, ÎÏ ÎÅ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÚÎÁÌÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÅÊ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉÃ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ. üÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË É ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÇÏ ŒÁÒÉÁÎÔÁ ÚÁËÏÎÁ ÐÏŒÔÏÒÎÏÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ | ÎÏ, Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÎÅ ÔÏÊ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 8.4 (ÔÅÏÒÅÍÁ 132).

193 [ville-1] ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÎÕÌÅŒÏÅ, É ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÅ. [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ p_n | ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÐÌÏÔØ ÄÏ ÄÌÉÎÙ n ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÅÊ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉÃ. ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ p_n ÕÂÙŒÁÅÔ É ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ, É Åč ÐÒÅÄÅÌ ÅÓÔØ ÍÅÒÁ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ " > 0 ÍÏÖÎÏ ÄÏÖÄÁÔØÓÑ ÍÏÍÅÎÔÁ, ËÏÇÄÁ p_n ÓÔÁÎÅÔ ÍÅÎØÛÅ ".]

194 [ville-2] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ, ÎÅ ÓÓÙÌÁÑÓØ ÎÁ ÚÁËÏÎ ÐÏŒÔÏÒÎÏÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ. [õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Œ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ n ÎÕÌÅÊ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉÃ, ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÁ 1=2. åÓÌÉ ŒÚÑÔØ ÂÙÓÔÒÏ ÒÁÓÔÕÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ n, ÔÏ ÜÔÉ ÓÏÂÙÔÉÑ ÂÌÉÚËÉ Ë ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍ (ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÎÁ ÍÅÎØÛÅÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÍÁÌÏ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ÏÖÉÄÁÅÍÙÍ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅÍ ÎÁ ÂÏÌØÛÅÍ ÏÔÒÅÚËÅ).]

íÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÐÒÏŒÏÄÉÔØ ÜÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÏÄÒÏÂÎÏ. œÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔØÀ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ (ÞÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ) Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÏÊ ÖÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÉ.

Theorem 148. [mises-church-logarithm] óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! = !_0!_1 : : :, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ

KS (!_0 : : : !_{n−1}) = O(log n):

◁ íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÏÐÉÓÁÎÎÏÅ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ËÏ ŒÓÅÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ŒÙÂÏÒÁ, ÉÓÐÏÌØÚÕÅ- ÍÙÍ ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ R_i ŒÓÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÌÏŒ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÎÅ ÕÄÁčÔÓÑ ÓÄÅÌÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÒÁÚÒÅÛÁÀÝÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÒÁÚ- ÒÅÛÉÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. (þÔÏ ÎÅ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÏ | ÉÎÁÞÅ ÂÙ ÐÏÌÕÞÉÌÁÓØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.)

íÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÄÒÑÄ ÐÅÒÅÂÉÒÁÔØ ŒÓÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÎÏ ÎÁÄÏ ÚÎÁÔØ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍ ÚÁ- ÄÁÀÔ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÐÕÓÔÉÔØ, ÚÁÍÅÎÉŒ ËÁËÉÍ-ÌÉ- ÂÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÍ ÐÒÁŒÉÌÏÍ ŒÙÂÏÒÁ). ôÁËÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÄÌÑ ÐÅÒŒÙÈ m ÐÒÏÇÒÁÍÍ ÚÁÎÉÍÁ- ÅÔ m ÂÉÔÏŒ (ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ) É ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÒÏŒÏÄÉÔØ ÎÁÛÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ÐÏËÁ ÍÙ ÎÅ ÄÏÊÄčÍ ÄÏ ÁËÔÉŒÎÙÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ m. á Ë ÜÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ k_{m−1} = 2^{2m−2}. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÂSSčÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ | ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÊ (ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ Ë ÄÌÉÎÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ), ÞÔÏ É ÔÒÅ- ÂÏŒÁÌÏÓØ. ▷

ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝč ÒÁÚ ÕÖÅ ÕÐÏÍÉÎÁŒÛÅÅÓÑ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ:

Theorem 149. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÁ- ÑÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ.

œÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ: ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÌÉ ÕÓÉÌÉÔØ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ Ë ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ, ÐÒÅÄSSÑŒÌÑÅÍÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ? îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÓÔÁŒËÉ, Á ÔÁËÖÅ ÎÅÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙÂÏÒÁ. œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÒÁÚ- ÄÅÌÁÈ ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÙ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

9.5. íÁÒÔÉÎÇÁÌÙ

[misesmart] çÏŒÏÒÑ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ËÏÌÌÅËÔÉŒÏŒ, ÍÙ ÁÐÅÌÌÉÒÏŒÁÌÉ Ë ÁÚÁÒÔÎÙÍ ÉÇÒÁÍ. îÏ Ó ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ÎÁÄÏ ÐÒÉÚÎÁÔØ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÓÔÒÁÎÎÏ: ËÌÉ- ÅÎÔ ÐÒÉÈÏÄÉÔ Œ ËÁÚÉÎÏ, ÇÄÅ ÂÒÏÓÁÀÔ ÞÅÓÔÎÕÀ ÍÏÎÅÔÕ, ŒÙÂÉÒÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÂÒÏÓÁÎÉÑ É ÚÁÔÅÍ ĂŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔĄ (ÔÏÞÎÅÅ, ÏÐÒÏŒÅÒÇÁÅÔ ÇÉÐÏÔÅÚÕ Ï ÞÅÓÔÎÏÓÔÉ ÍÏÎÅÔÙ), ÅÓÌÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ŒÙÂÒÁÎ- ÎÙÈ ÂÒÏÓÁÎÉÊ ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÏÔÙ 1=2.

ðÒÉÂÌÉÖÁÑÓØ Ë ÉÇÒÏŒÏÊ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÌÉÅÎÔ ÄÅÌÁÅÔ ÓÔÁŒËÕ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ (ÓËÁÖÅÍ, ÒÕÂÌØ) Œ ÉÚÂÒÁÎÎÙÈ ÉÇÒÁÈ (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÚÉÎÏ ÐÒÉ ÎÅÏÂ- ÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ŒÅÒÉÔ ÅÍÕ Œ ÄÏÌÇ); ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÓÒÅÄÎÉÊ ŒÙÉÇÒÙÛ (Œ ÒÁÓÞčÔÅ ÎÁ ÏÄÎÕ ÓÔÁŒËÕ) ÓÔÒÅÍÉÌÓÑ Ë ÎÕÌÀ. á ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ ËÌÉÅÎÔ ÏÂSSÑŒÌÑÅÔ ÍÏÎÅÔÕ ÎÅÞÅÓÔÎÏÊ.

âÏÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔÓÑ ÄÒÕÇÏÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÉÇÒÙ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Œ ËÁÚÉÎÏ, ÉÍÅÑ ÒÕÂÌØ. ðÅÒÅÄ ËÁÖÄÙÍ ÂÒÏÓÁÎÉÅÍ ÍÙ ÄÅÌÉÍ ÎÁÛ ËÁÐÉÔÁÌ ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÁŒÉÍ ÎÁ ÎÕÌØ É ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ. ôÁ ÞÁÓÔØ, ÇÄÅ ÍÙ ÎÅ ÕÇÁÄÁÌÉ, ÐÒÏÐÁÄÁÅÔ, Á ÇÄÅ ÕÇÁÄÁÌÉ | ÕÄŒÁÉŒÁ- ÅÔÓÑ, É ÍÙ ÐÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÉÇÒÕ. (îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÐÏÄÅÌÉÌÉ ËÁÐÉÔÁÌ ÐÏÒÏŒÎÕ ÍÅÖÄÕ 0 É 1,

ÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÓÔÁÎÅÍÓÑ ĂÐÒÉ ÓŒÏÉÈĄ. ïÔÓÀÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÐÒÅÄÕÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÓÔÁŒÉÔØ ÞÁÓÔØ ËÁÐÉÔÁÌÁ ÎÅ ÎÕÖÎÏ.)

îÁÛÁ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ Œ ÔÁËÏÊ ÉÇÒÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ (ÐÏ ÎÁÞÁÌØÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ) ÇÏŒÏÒÉÔ, ÓËÏÌØËÏ ÎÕÖÎÏ ÓÔÁŒÉÔØ ÎÁ ÎÕÌØ É ÓËÏÌØËÏ ÎÁ ÅÄÉÎÉ- ÃÕ. ôÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÕÄÏÂÎÅÅ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÎÅÓËÏÌØËÏ ÄÒÕÇÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ m(x) | ËÁÐÉÔÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ Õ ÎÁÓ ÂÕÄÅÔ ÐÏÓÌÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ x ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ. ôÁËÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ: ÐÏÓÌÅ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÓÌÏŒÁ x ÍÙ ÓÔÁŒÉÍ m(x0)=2 ÎÁ ÎÕÌØ É m(x1)=2 ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ. ðÒÉ ÜÔÏÍ

• m(�) = 1 (Œ ÎÁÞÁÌÅ ÉÇÒÙ, ÐÒÉ ÐÕÓÔÏÍ ÓÌÏŒÅ, ÎÁÛ ËÁÐÉÔÁÌ ÒÁŒÅÎ ÅÄÉÎÉÃÅ);

• m(x) = (m(x0) + m(x1))=2 (ÍÙ ÓÔÁŒÉÍ ÔÏ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ Ë ÄÁÎÎÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ).

æÕÎËÃÉÀ m, ÏÂÌÁÄÁÀÝÕÀ ÜÔÉÍÉ ÄŒÕÍÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏÍ ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ. (œÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÒÕÇÉÈ ÍÅÒ ÎÁ �. œ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÀÔÓÑ É ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ ŒÉÄÙ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ, ÎÏ ÄÌÑ ÎÁÛÉÈ ÃÅÌÅÊ ÂÏÌØÛÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔØ ÎÅ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ.) ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÍÅÓÔÏ ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁÈ, ÉÍ ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ.

ðÕÓÔØ | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (�_x)=—(�_x) (ÇÄÅ — | ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ �, Á �_x ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÒÏÄÏÌ- ÖÅÎÉÊ ÓÌÏŒÁ x) ÅÓÔØ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ, É ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÅÒÅ .

195 õÂÅÄÉÔÅÓØ Œ ÜÔÏÍ.

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÏÞÔÉ ÏÞÅŒÉÄÎÙÊ ÆÁËÔ (ÎÁÚÙŒÁÅÍÙÊ ÉÎÏÇÄÁ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ëÏÌ- ÍÏÇÏÒÏŒÁ):

Theorem 150. [martingale-inequality] ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m É ÞÉÓÌÏ k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ ÓÌÏŒÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ k, É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ. ôÏÇÄÁ (ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ) ÍÅÒÁ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1=k.

◁ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÕ m, É ÒÅÛÉÍ, ÞÔÏ ËÁË ÔÏÌØËÏ ÎÁÛ ËÁÐÉÔÁÌ ÄÏÓÔÉÇÎÅÔ (ÉÌÉ ÐÒÅŒÙÓÉÔ) k, ÍÙ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÍ ÉÇÒÕ É ÕÈÏÄÉÍ ÉÚ ËÁÚÉÎÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ĂÞÅÓÔÎÏÓÔÉĄ ÉÇÒÙ ÓÒÅÄÎÉÊ ŒÙÉÇÒÙÛ ÐÒÉ ÌÀÂÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÌÑ ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÅŒ, ËÏÇÄÁ ÏÎ ÂÏÌØÛÅ ÉÌÉ ÒÁŒÅÎ k, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1=k.

æÏÒÍÁÌØÎÏ ÜÔÏ ÐÒÏÝÅ ÓËÁÚÁÔØ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÍÅÒ. ðÕÓÔØ m(x) ÅÓÔØ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (�_x)=—(�_x) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÍÅÒÙ (Á — | ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁÑ ÍÅÒÁ). íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÔÅ x, Õ ËÏÔÏÒÙÈ -ÍÅÒÁ ËÏÎÕÓÁ �_x ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ —-ÍÅÒÕ ÜÔÏÇÏ ÖÅ ËÏÎÕÓÁ Œ k ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÒÁÚ. éÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÏÓÔÁŒÉÔØ ÔÏÌØËÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ (ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÁÞÁÌ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ), ËÏÔÏÒÙÍ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÔ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ËÏÎÕÓÙ. óÕÍÍÁÒÎÁÑ —-ÍÅÒÁ ÜÔÉÈ ËÏÎÕÓÏŒ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Œ k ÒÁÚ ÍÅÎØÛÅ ÉÈ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ -ÍÅÒÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÙ. ▷

œÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÁÌÏÊ ÍÅÒÙ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ (ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ), ËÏÔÏÒÁÑ ÍÎÏÇÏ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ Õ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

Theorem 151. [winning-martingale] ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ⊂ � ÍÅÒÙ " > 0. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: Õ ËÁÖÄÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ∈ U ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ m ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1=".

◁ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÅÒÕ , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ (X) = —(X ∩ U)=". (œÎÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U | ÎÕÌØ, ŒÎÕÔÒÉ U | Œ (1=") ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ.) ïÔÎÏÛÅÎÉÅ m(x) = (�_x)=—(�_x) É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÙÍ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏÍ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ! ∈ U, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁÞÁÌÏ x ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ !, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ �_x ⊂ U É m(x) = 1=". ▷

üÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ ÓÏÔÒÕÄÎÉËÉ ËÁÚÉÎÏ | ÖÕ- ÌÉËÉ É ÔÏÒÇÕÀÔ, ËÁË ÔÅÐÅÒØ ÇÏŒÏÒÑÔ, ĂÉÎÓÁÊÄÅÒÓËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊĄ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÎÉ ÇÏÔÏŒÙ ÚÁÒÁÎÅÅ ÕËÁÚÁÔØ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÂÕÄÕÝÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÒÏÓÁÎÉÊ. ëÁËÏŒÁ ĂÒÙÎÏÞÎÁÑ ÃÅÎÁĄ ÔÁËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ŒÍÅÓÔÅ Ó ÐÒÁŒÏÍ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁÞÁÔØ ÉÇÒÕ Ó ËÁÐÉÔÁÌÏÍ 1? ïÔŒÅÔ: 1=—(U). îÁÐÒÉÍÅÒ, ÚÎÁÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÅÒŒÙÈ N ÂÒÏÓÁÎÉÊ (ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÍÅÒÙ 1=2^N ), ÍÙ ÍÏÖÅÍ N ÒÁÚ ÐÏÄÒÑÄ ŒÙÉÇÒÙŒÁÔØ É Œ ÉÔÏÇÅ ÐÏ- ÌÕÞÉÔØ 2^N . äÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏ ÕÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÁ (ĂŒ ÎÁÛÅÍ ËÁÚÉÎÏ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÂÙŒÁÅÔ N ÎÕÌÅÊ ÐÏÄÒÑÄ Ó ÎÁÞÁÌÁ ÉÇÒÙĄ), ÔÏ É ÜÔÏ ÐÏÚŒÏÌÉÔ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏ ŒÙÉÇÒÁÔØ (ÐÒÁŒÄÁ, ÓÏŒÓÅÍ ÎÅÍÎÏÇÏ, ÐÏÌÕÞÉŒ 2^N =(2^N − 1) ÉÚ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ËÁÐÉÔÁÌÁ 1).

ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ËÁËÏŒÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÉÇÒÏËÁ (ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ). åÓÌÉ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ÎÁ ÐÅÒŒÏÍ ÈÏÄÕ ÄÅÌÉÔÓÑ Œ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ a_0 : a_1 (ÍÅÖÄÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÍÉÓÑ ÎÁ ÎÕÌØ É ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ), ÔÏ ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÓÔÁŒÉÔØ ÎÁÛ ËÁÐÉÔÁÌ Œ ÜÔÏÊ ÓÁÍÏÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ. (îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ U ÎÁÞÉÎÁÀÔÓÑ ÎÁ 0, ÔÏ ŒÅÓØ ËÁÐÉÔÁÌ ÎÕÖÎÏ ÓÔÁŒÉÔØ ÎÁ ÎÕÌØ.) ôÏÇÄÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÔÅËÕÝÉÊ ËÁÐÉÔÁÌ ÄÏÌÑ U ÓÒÅÄÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÔÅËÕÝÅÊ ÐÏÚÉÃÉÉ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ Œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÉÇÒÙ. œ ÎÁÞÁÌÅ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ ÒÁŒÅÎ 1, Á ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÒÁŒÅÎ ", Á ÐÒÉ ÐÏÐÁÄÁÎÉÉ Œ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U (ËÏÔÏÒÏÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÉÚÏÊÄčÔ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÎÁÍ ÎÅ ÐÒÏÄÁÌÉ ÌÏÖÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ) ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÒÁŒÅÎ 1, Á ÐÏÔÏÍÕ ÞÉÓÌÉÔÅÌØ ÒÁŒÅÎ 1=".

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÓŒÑÚÉ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ É ÍÅÒ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ É Œ ĂÐÒÅÄÅÌØÎÏÍĄ ÓÌÕÞÁÅ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !, ÅÓÌÉ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÑ m ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ.

Theorem 152. [martingale-null]

(Á) ðÕÓÔØ m | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ! ∈ �, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ.

(Â) ðÕÓÔØ X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ ÎÁ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÉÚ X.

◁ (Á) íÎÏÖÅÓÔŒÏ U_k ÔÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÁÒÔÉÎ- ÇÁÌ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ k ÉÌÉ ÂÏÌØÛÅ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 1=k (É ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ); ŒÓÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ m ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÜÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ.

(Â) äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔËÒÙÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_k, ÉÍÅÀÝÅÅ ÍÅÒÕ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=k, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ X, É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m_k, ËÏÔÏÒÙÊ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ŒÙÉÇÒÙÛ ÎÅ ÍÅÎØ- ÛÅ k ÎÁ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ U_k (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ X). ôÅÐÅÒØ ÉÚ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÍÁÒ- ÔÉÎÇÁÌÏŒ ÎÕÖÎÏ ÓÏÂÒÁÔØ ÏÄÉÎ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÚŒÅÛÅÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ ÅÓÔØ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ

(ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÎÁÛ ËÁÐÉÔÁÌ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÉÌÉ ÓÞčÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÅÊ, É Ó ËÁÖÄÏÊ ÞÁ- ÓÔØÀ ÉÇÒÁÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏ, ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÓŒÏÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ). âÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ m_4n Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ËÁÐÉÔÁÌÏÍ 2^{−n} ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ n (ÒÁÚÌÏÖÉŒ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ËÁÐÉÔÁÌ 1 Œ ÓÕÍÍÕ ÒÑÄÁ ∑ 2^{−n}); ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ U_4n (É ÐÏÔÏÍÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ X) ÇÁÒÁÎÔÉÒÏŒÁÎ ŒÙÉÇÒÙÛ 4^n · 2^{−n} = 2^n. úÎÁÞÉÔ, ÏÂÝÉÊ ŒÙÉÇÒÙÛ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ X ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ. ▷

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÉÌØÎÏ ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 82, Ó. 136), ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ðÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m ÓÉÌØÎÏ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 152 ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ, ËÁË ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÓÉÌØÎÏ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ ÎÁ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ X. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 151 ÒÁŒÅÎ 1=" ÎÁ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÙÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ.)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÕ 85, Ó. 138 ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÑ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ, ÓÉÌØÎÏ ŒÙÉÇÒÙŒÁÀÝÉÈ Õ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. (ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÉÚÁÃÉÑ ÐÏÎÑÔÉÊ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ, ÓŒÑÚÁÎ- ÎÙÈ Ó ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁÍÉ, ÍÙ ÅÝč ÂÕÄÅÍ ÍÎÏÇÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ.)

ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝč, ÞÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ŒÙÉÇÒÙÛÁ Ë ÓÉÌØÎÏÍÕ ŒÙÉÇÒÙÛÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÓÔÉ É ÎÅ- ÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ:

Theorem 153. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ m ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m^′, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÉÌØÎÏ ŒÙ- ÉÇÒÙŒÁÅÔ Õ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m.

◁ íÁÒÔÉÎÇÁÌ m^′ ÄÏÌÖÅÎ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ËÁË ÚÁÐÁÓÌÉŒÙÊ ÉÇÒÏË: ÄÏÓÔÉÇÎÕŒ ŒÙÉÇÒÙÛÁ 2 (ÐÏ m-ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ), ÏÎ ÏÔËÌÁÄÙŒÁÅÔ ÐÏÌÏŒÉÎÕ ĂÎÁ ÞčÒÎÙÊ ÄÅÎØĄ (ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÕ ÞÁÓÔØ ŒÙÉÇÒÙÛÁ ÉÇÒÏË ÓÔÁŒÉÔ ÐÏÒÏŒÎÕ ÎÁ ÎÕÌØ É ÅÄÉÎÉÃÕ), Á Ó ÄÒÕÇÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÏÊ ÐÏÓÔÕÐÁÅÔ ËÁË m (ÎÏ ÔÏÌØËÏ ŒÓÅ ÓÕÍÍÙ ŒÄŒÏÅ ÍÅÎØÛÅ). ëÏÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÄÏÓÔÉÇÎÕÔ ŒÙÉÇÒÙÛ 4 (ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ŒÙÉÇÒÙÛÕ 8 ÄÌÑ m), ÏÔËÌÁÄÙŒÁÅÍ ÐÏÌÏŒÉÎÕ (ÔÏ ÅÓÔØ 2) ÎÁ ÞčÒÎÙÊ ÄÅÎØ, Á ÏÓÔÁÔÏË ÓÎÏŒÁ ÐÕÓËÁÅÍ Œ ÉÇÒÕ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó m, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ▷

äÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÉ, ÞÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ŒÙÐÁÄÅÎÉÑ ÎÕÌÑ É ÅÄÉÎÉÃÙ (ÄÅËÌÁÒÉ- ÒÕÅÍÙÅ ËÁÚÉÎÏ) ÒÁŒÎÙ, É ÐÏÔÏÍÕ ÓÔÁŒËÉ É ÎÁ ÎÕÌØ, É ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ ÕÄŒÁÉŒÁÀÔÓÑ. îÏ ÜÔÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÎÕÌÑ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÏÊ 1=3, Á ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, 2=3. ôÏÇÄÁ ÓÔÁŒËÁ ÎÁ ÎÕÌØ ÄÏÌÖÎÁ ÕÔÒÁÉŒÁÔØÓÑ, Á ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ | ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÔØÓÑ ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ Œ ÐÏÌÔÏÒÁ ÒÁÚÁ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ: m(x) (ËÁÐÉÔÁÌ ÐÏÓÌÅ x) ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ, ÐÏ- ÓÔÁŒÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ÎÕÌØ (ÔÏ ÅÓÔØ m(x0)=3) É ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ, ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÊ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ (ÔÏ ÅÓÔØ 2m(x1)=3):

m(x) = 1 3 m(x0) + 2 3 m(x1):

üÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ É ÔÁË: ËÁÐÉÔÁÌ ÄÏ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÉÇÒÙ ÒÁŒÅÎ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÖÉÄÁÎÉÀ ËÁÐÉÔÁÌÁ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÊ ÉÇÒÙ.

äÁÄÉÍ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ ı | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ � (ÄÅËÌÁÒÉÒÕÅÍÏÅ ËÁÚÉÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ ÍÏÎÅÔÙ). óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ ÎÁ ÓÌÏŒÁÈ ÂÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÂÕËŒÏÊ ı, ÐÏÌÏÖÉŒ ı(x) = ı(�_x).

æÕÎËÃÉÑ m(x), ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÎÁ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒÁÈ É ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ı (Ó ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÎÁÞÁÌØ- ÎÙÍ ËÁÐÉÔÁÌÏÍ | Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÜÔÏ ÏÓÏÂÏ ÎÅ ÏÇÏŒÁÒÉŒÁÅÔÓÑ), ÅÓÌÉ m(�) = 1 É

m(x)ı(x) = m(x0)ı(x0) + m(x1)ı(x1)

ÐÒÉ ŒÓÅÈ x. (üÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ: ÐÏÄÅÌÉŒ ÎÁ ı(x), ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÕÓÌÏŒÎÙÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ı(x0)=ı(x) É ı(x1)=ı(x) ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÎÕÌÑ É ÅÄÉÎÉÃÙ ÐÏÓÌÅ x.)

œÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ m(x)ı(x) ÚÁÄÁčÔ ÍÅÒÕ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ı (ı-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ) | ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ÍÅÒÙ Ë ı.

äÁÌÅÅ ŒÓč ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÌÕÞÁÀ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ. á ÉÍÅÎÎÏ:

(1) ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ı-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÄÏÓÔÉÇÎÅÔ k ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ !, ÒÁÓÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ ÐÏ ÍÅÒÅ ı, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1=k;

(2) ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÏÔËÒÙÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 1=ı(U) ÎÁ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÉÚ U;

(3) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X ÉÍÅÅÔ ı-ÍÅÒÕ ÎÕÌØ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ı-ÍÁÒ- ÔÉÎÇÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ (ŒÁÒÉÁÎÔ: ÓÉÌØÎÏ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ) Õ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÉÚ X.

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÏÔÍÅÔÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÏÞÔÉ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÏ:

Theorem 154. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎ ÎÅ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ (É ÄÁÖÅ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁ ŒÓÅÈ Åč ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ).

◁ œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÞÉÓÅÌ m(x0) É m(x1) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ m(x), ÐÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ ÏÄÉÎ ÂÉÔ, ÎÅ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÑ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ. ▷ (åÓÌÉ ËÒÕÐØÅ ÍÏÖÅÔ ÍÁÎÉÐÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÍÏÎÅÔÏÊ, ÔÏ ÏÎ ÍÏÖÅÔ ŒÓÅÇÄÁ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ ËÌÉÅÎÔ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ŒÙÉÇÒÁÌ.)

[ôÅÏÒÅÍÁ äÕÂÁ: ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÉÍÅ- ÅÔ ÐÒÅÄÅÌ ÎÁ ÎÁ- ÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ. ëÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ: ÜÔÏ ÔÁË ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ.]

9.6. ïÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ: ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ Œ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ

[misesmart1] ôÅÏÒÅÍÕ 152 ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË:

(Á) ÞÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÕÌÅŒÏÅ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ ÎÁ ŒÓÅÈ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ;

(Â) ÜÔÏÔ ÍÅÔÏÄ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÎÕÌÅŒÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ (ÎÁÊÄÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÉÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ).

üÔÁ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ ÉÍÅÅÔ ÇÌÕÂÏËÉÊ ÓÍÙÓÌ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, Ó ÞÉÓÔÏ ÔÅÈÎÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅ- ÎÉÑ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÄÏÂÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÅÏÒÅÍ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÕÌØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÅÄSSÑŒÉÔØ ÍÁÒ- ÔÉÎÇÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ ÎÁ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÇÏ ÎÁÓ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÉÌÌÀÓÔÒÁÃÉÉ ÉÚÌÏÖÉÍ Œ ÔÁËÏÍ ÓÔÉÌÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÕÓÉÌÅÎÎÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅŒÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ B_p, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÉÓ- ÐÙÔÁÎÉÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ É ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÒÁŒÎÁ p.

äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ q > p ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ ĂÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉÃ Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ qĄ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ. (äÌÑ q < p É ÄÌÑ ÓÏÂÙÔÉÑ ĂÞÁÓÔÏÔÁ ÍÅÎØÛÅ qĄ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ.) äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ, ÒÁŒÎÙÊ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÍÅÒ B_q=B_p. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ z ÄÌÉÎÙ n Ó ÞÁÓÔÏÔÏÊ ÅÄÉÎÉÃ r (ÉÚ nr ÅÄÉÎÉÃ É n(1 − r) ÎÕÌÅÊ) ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ q^{nr}(1 − q)^{n(1−r)} p^{nr}(1 − p)^{n(1−r)} ; Á ÅÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÒÁŒÅÎ

n[(r log q + (1 − r) log(1 − q)) − (r log p + (1 − r) log(1 − p))]:

ðÏÓËÏÌØËÕ q > p, ÔÏ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ (ÌÉÎÅÊÎÏÊ) ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ r: ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ ÐÒÉ r ÒÁŒÅÎ log[q=p] + log[(1 − p)=(1 − q)], É ÏÂÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ. úÎÁÞÉÔ, ÐÒÉ r > q (ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÊ ÎÁÓ ÓÌÕÞÁÊ) ÚÁÍÅÎÁ r ÎÁ q ÌÉÛØ ÕÍÅÎØÛÉÔ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ É ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ

n[(q log q + (1 − q) log(1 − q)) − (q log p + (1 − q) log(1 − p)]:

óÏÇÌÁÓÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ çÉÂÂÓÁ (Ó. 185) ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ Œ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÓÓÔÏÑ- ÎÉÅ ëÕÌØÂÁËÁ { ìÅÊÂÌÅÒÁ ÍÅÖÄÕ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ (q; 1−q) É (p; 1−p), ÐÏÌÏÖÉÔÅÌÅÎ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÎÁ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÈ ÎÁÓ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ (ÇÄÅ ÞÁÓÔÏÔÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ q).

üÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÕÓÉÌÅÎÎÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÎÅ ÓÏŒÓÅÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÐÉÓÁÎ- ÎÏÊ ÓÈÅÍÅ, ÔÁË ËÁË ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ q ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÓŒÏÉ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÏÃÅÎËÉ ÍÅÒÙ ÓŒÏÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, Á ÌÉÛØ ÚÁÔÅÍ ÍÙ ÚÁÍÅÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÞčÔÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÞčÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÕÌÅŒÏÅ.

íÏÖÎÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ É Œ ÄÒÕÇÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ: ŒÚÑÔØ ÓÞčÔÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ q_i, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ, Á ÚÁÔÅÍ ÓÌÏÖÉÔØ ÜÔÉ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ŒÅÓÁÍÉ. åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, ÔÏ É ÓÕÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ.

ðÒÉÍÅÒÎÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÍÙ ÕÖÅ ÄÅÌÁÌÉ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 3.2 (ÚÁÄÁÞÁ 47, Ó. 59), ÔÏÌØËÏ ÇÏŒÏÒÉ- ÌÉ Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ É ÎÅ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÌÉ ÓÌÏŒÁ ĂÍÁÒÔÉÎÇÁÌĄ, ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑÓØ ÕÐÏÍÉÎÁÎÉÑÍÉ ÄŒÕÈ ÍÅÒ. (ðÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ŒÓÔÒÅÔÑÔÓÑ É Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 9.13.)

196 ðÏÓÔÒÏÊÔÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ), ËÏÔÏÒÙÊ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ ÎÁ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÅÊ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉÃÙ. [õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÓÍÅÓØ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ: —_i ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ, ÅÓÌÉ ÎÉÖÎÉÊ ÐÒÅÄÅÌ ÐÒÅŒÙÛÅÎÉÑ ÎÕÌÅÊ ÎÁÄ ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ ÒÁŒÅÎ i; ÅÓÌÉ ÍÙ ÚÁÒÁÎÅÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÓÔÁ ÜÔÁ ÒÁÚÎÉÃÁ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ i É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ i, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓËÁÚÙŒÁÔØ ÎÕÌØ, ËÏÇÄÁ ÒÁÚÎÉÃÁ ÄÏÓÔÉÇÌÁ i, É ÏÛÉÂÉÔØÓÑ ÔÏÌØËÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ. ïÔÄÅÌØÎÏ ÎÁÄÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÐÒÅŒÙÛÅÎÉÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.]

œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ Ó ÂÏÌÅÅ ÆÉÌÏÓÏÆÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ. þÔÏ ÚÎÁÞÉÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ? üÔÏ ÚÎÁ- ÞÉÔ ÐÒÅÄSSÑŒÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ L (ÓËÁÖÅÍ, ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ) É ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m É ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ŒÅÒÎÏ (ÈÏÔÑ ÂÙ) ÏÄÎÏ ÉÚ ÄŒÕÈ:

• ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ L; • ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ ÎÁ !.

äŒÉÇÁÑÓØ Œ ÜÔÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ĂÒÙÎÏÞÎÙÊĄ (ÉÌÉ ĂÉÇÒÏŒÏÊĄ) ÐÏÄÈÏÄ Ë ÐÏÎÑÔÉÀ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ É ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ | ÜÔÏ ÎÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ËÁË ÔÁËÏŒÏÊ, Á ÔÉÐ ÇÁÒÁÎÔÉÉ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÁ ÐÒÏÄÁčÔÓÑ.

þÔÏ ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ? ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÓÅÂÅ ÐÒÏÄÁŒÃÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁ ÒÕÂÌØ ÐÒÏÄÁčÔ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁ ËÁÒÔÏÞËÅ. ðÏËÕÐÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ÓÔÉÒÁÔØ ËÒÁÓËÕ, ÏÔËÒÙŒÁÑ ÂÉÔ ÚÁ ÂÉÔÏÍ. ðÒÏÄÁŒÅÃ ÄÁčÔ ÇÁÒÁÎÔÉÀ, ÞÔÏ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÐÏËÕÐÁÔÅÌÑ (ËÏÐÉÀ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏËÕÐÁÔÅÌØ ÏÔÄÁčÔ ÐÒÏÄÁŒÃÕ Œ ÚÁÐÅÞÁÔÁÎÎÏÍ ËÏÎŒÅÒÔÅ Œ ÍÏÍÅÎÔ ÐÏËÕÐËÉ) ÍÎÏÇÏ ÎÅ ŒÙÉÇÒÁÅÔ. ôÏÞÎÅÅ, ÅÓÌÉ ÜÔÏÔ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ Œ ËÁËÏÊ-ÔÏ ÍÏÍÅÎÔ ÐÒÉÍÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ k ÎÁ ÕÖÅ ÏÔËÒÙÔÙÈ ÂÉÔÁÈ, ÔÏ ÐÏËÕÐÁÔÅÌØ ÍÏÖÅÔ ŒÅÒÎÕÔØ ÎÅÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÅ ÂÉÔÙ, ÓÔÒÅÂÏŒÁŒ Ó ÐÒÏÄÁŒÃÁ k ÒÕÂÌÅÊ ÎÅÕÓÔÏÊËÉ. (úÄÅÓØ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÄÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÂÉÔÙ ÎÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙ ÐÏËÕÐÁÔÅÌÀ, ÉÎÁÞÅ ÏÎ ÍÏÇ ÂÙ ÓÖÕÌØÎÉÞÁÔØ: ÐÏÄÇÌÑÄÅÔØ ŒÐÅÒčÄ É ÏÔËÁÚÁÔØÓÑ ÏÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ ÎÅŒÙÇÏÄÎÙÈ ÅÇÏ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÕ ÂÉÔÏŒ.)

ôÁËÏÊ ÄÏÇÏŒÏÒ (ËÁË, ÎÁŒÅÒÎÏ, ÓËÁÚÁÌÉ ÂÙ ÆÉÎÁÎÓÉÓÔÙ) ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ĂÈÅÄÖÉÒÏŒÁÔØĄ ÒÉÓËÉ ÐÏËÕÐÁÔÅÌÑ: ÅÓÌÉ ÐÏËÕÐÁÔÅÌØ ÚÁÐÒÁŒÉÔ ËÕÐÌÅÎÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Œ ÓŒÏÀ ÍÁÛÉÎÕ, É ÍÁÛÉÎÁ ÐÏÔÅÒÐÉÔ ÕÝÅÒÂ ÉÚ-ÚÁ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÚÁËÏÎÕ ÂÏÌØ- ÛÉÈ ÞÉÓÅÌ, ÔÏ ÐÒÏÄÁŒÅÃ ŒÙÎÕÖÄÅÎ ÂÕÄÅÔ ŒÏÚÍÅÓÔÉÔØ ÕÝÅÒÂ ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÕ, ÐÒÅÄÕ- ÓÍÏÔÒÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÑŒÌÅÎÎÏÍÕ ÐÏËÕÐÁÔÅÌÅÍ ÐÒÉ ÐÏËÕÐËÅ. (ëÏÎÅÞÎÏ, ÎÁ ĂÐÒÁËÔÉËÅĄ ÒÅÞØ ÓËÏÒÅÅ ÂÕÄÅÔ ÉÄÔÉ Ï ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ, ÎÏ ÓÁÍÁ ÓÈÅÍÁ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ.)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÏÄÐÉÓÁÎÉÉ ÇÁÒÁÎÔÉÊÎÏÇÏ ÄÏÇÏŒÏÒÁ ÓÔÏÒÏÎÙ ÏÇÏŒÁÒÉŒÁÀÔ ÍÅÒÕ (ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ÏÔ ÎÅč ÚÁŒÉÓÉÔ ËÌÁÓÓ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÐÏÄÈÏÄÅ ÍÅÒÁ ÉÚ ÞÅÇÏ-ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÝÅÇÏ Œ ÐÒÉÒÏÄÅ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÔÉÐ ÄÏÇÏŒÏÒÁ, ÚÁËÌÀÞÁÅÍÏÇÏ ÐÏËÕÐÁ- ÔÅÌÅÍ É ÐÒÏÄÁŒÃÏÍ! (îÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÐÒÏÄÁŒÅÃ ÄÏÌÖÅÎ ÕÞÉÔÙŒÁÔØ ÄÁŒÁÅÍÕÀ ÇÁÒÁÎÔÉÀ ÐÒÉ ÐÒÏÉÚŒÏÄÓÔŒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ!)

ôÅÏÒÅÍÁ 152, ÅÓÌÉ ÓÌÅÄÏŒÁÔØ ÜÔÏÊ ÍÅÔÁÆÏÒÅ, ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÚÁËÏÎ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅ- ÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ (ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ) ÕÌÏÖÉÔØ Œ ÜÔÕ ÓÈÅÍÕ.

ðÏÄÒÏÂÎÏ ÔÁËÏÊ ÐÏÄÈÏÄ Ë ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÏÂÓÕÖÄÁÅÔÓÑ Œ ËÎÉÇÅ [78].

9.7. ðÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ

[misesmart1a] äÏËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁÈ ÉÍÅÀÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÅ ÁÎÁÌÏ- ÇÉ. îÕÌÅŒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÓÏÏÔŒÅÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ ĂÜÆÆÅË- ÔÉŒÎÙÈĄ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ, É ÔÁË ÏÎÏ É ÅÓÔØ.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ É ÂÕÄÅÍ ÒÁÚÒÅÛÁÔØ ÎÁÞÁÌØ- ÎÏÍÕ ËÁÐÉÔÁÌÕ (ÚÎÁÞÅÎÉÀ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ ÎÁ ÐÕÓÔÏÍ ÓÌÏŒÅ) ÂÙÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ, ÎÅ

ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÉÍ ÅÄÉÎÉÃÙ. (ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÓÎÉÚÕ ÂÙÌÏ ÄÁÎÏ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 4.1; ÆÕÎËÃÉÑ m ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ⟨r; x⟩, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ r ÍÅÎØÛÅ m(x), ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ.)

197 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÊ ÓÎÉÚÕ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ m(�) = 1, ŒÙÞÉ- ÓÌÉÍ.

œÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ ÎÁÍ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ É ÏÔËÁÚÁÌÉÓØ ÏÔ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ m(�) = 1.

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 152:

Theorem 155. [martingale-null-effective]

(Á) ðÕÓÔØ m | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÊ ÓÎÉÚÕ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ! ∈ �, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ.

(Â) ðÕÓÔØ X | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒÅ- ÞÉÓÌÉÍÙÊ ÓÎÉÚÕ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ ÎÁ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÉÚ X.

◁ åÓÌÉ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÓÎÉÚÕ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÁ ËÏ- ÔÏÒÙÈ ÏÎ ÂÏÌØÛÅ (ÃÅÌÏÇÏ) k, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÏÔËÒÙÔÙÍ É ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=k. (ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÉÍÅÅÍ Œ ŒÉÄÕ ÉÍÅÎÎÏ ÍÅÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, Á ÎÅ ÓÕÍÍÕ ÍÅÒ ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÈ Œ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ ÍÏÇÕÔ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÅÎØÛÉÊ ÉÎÔÅÒŒÁÌ, Á ÐÏÔÏÍ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ÅÇÏ ÂÏÌØÛÉÊ. îÏ ÜÔÏ ÎÅ ÓÔÒÁÛÎÏ, ÔÁË ËÁË ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÂÏÌØÛÅÇÏ É ÍÅÎØÛÅÇÏ ËÁË ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ É ŒÚÑÔØ ÉÈ.)

îÁÏÂÏÒÏÔ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÏÔËÒÙÔÏ É ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ ÍÅÎØÛÅ 1=k, ÔÏ ÓÔÒÏÉ- ÍÙÊ ÐÏ ÎÅÍÕ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 151 ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÂÕÄÅÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÓÎÉÚÕ (ÐÏÑŒÌÅÎÉÅ ÎÏŒÏÇÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ). îÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÄÅÌÉÔØ ÎÅ ÎÁ ÍÅ- ÒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (ÏÎÁ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ, É ÐÏÍÅÝÅÎÉÅ Œ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÓÎÉÚÕ ÞÉÓÌÁ ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÞÁÓÔÎÏÅ ÎÅÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÓÎÉÚÕ), Á ÎÁ Åč ŒÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ 1=k (ÔÏ ÅÓÔØ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÎÁ k). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ Œ ËÏÒÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÎÏ ÔÅÐÅÒØ ÜÔÏ ÒÁÚÒÅÛÅÎÏ.

ïÓÔÁčÔÓÑ (ËÁË Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 152) ÓÌÏÖÉÔØ ÐÏÓÔÒÏÎÎÙÅ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ÞÉÓÅÌ k ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ Ó ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍÉ (ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ) ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ; ÜÔÏ ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÅÔ ÐÅÒÅÞÉ- ÓÌÉÍÏÓÔØ ÓÎÉÚÕ. ▷

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÕÓÉÌÉÔØ, ÐÒÉÞčÍ ÄÁÖÅ Œ ÏÂÅ ÓÔÏÒÏÎÙ. œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÂÕÄÅÔ ÓÉÌØÎÏ ŒÙÉÇÒÙŒÁÔØ ÎÁ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÑÈ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X. (ïÔÍÅÔÉÍ Œ ÓËÏÂËÁÈ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÓÎÉÚÕ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ ÉÄÅÑ ĂÏÔËÌÁÄÙŒÁÎÉÑ ÞÁÓÔÉ ŒÙÉÇÒÙÛÁ ÎÁ ÞčÒÎÙÊ ÄÅÎØĄ ÔÁË ÐÒÏÓÔÏ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ.)

œÏ ŒÔÏÒÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ, ÎÏ É ÐÅ- ÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕ ÓÕÐÅÒÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ, ÉÌÉ, ËÁË ÉÎÏÇÄÁ ÇÏŒÏÒÑÔ, ÐÏÌÕÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ. ïÎÉ ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÉÇÒÁÍ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ËÁÚÉÎÏ ÍÏÖÅÔ ÏÔÂÉÒÁÔØ ÞÁÓÔØ ŒÙÉÇÒÙÛÁ ÉÇÒÏËÁ:

m(x) ⩾ (m(x0) + m(x1))=2

(ÄÌÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ) ÉÌÉ

m(x)ı(x) ⩾ m(x0)ı(x0) + m(x1)ı(x1)

(ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ). ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÌÉÛØ ÕÈÕÄÛÁÅÔ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÇÒÏËÁ, ŒÅÒÈÎÑÑ ÏÃÅÎ- ËÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ŒÙÉÇÒÙÛÁ ÏÓÔÁčÔÓÑ Œ ÓÉÌÅ.

éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÕÐÅÒÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ | ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÏÌÕÍÅÒ Ë ÍÅÒÅ ı, ËÏ- ÔÏÒÁÑ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ, ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÓÒÅÄÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ

m(x) = a(x)=ı(x);

ÇÄÅ a | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÌÕÍÅÒÁ ÎÁ ÄÅÒÅŒÅ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 5.2), Á ı(x) | ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ �_x ÐÏ ÍÅÒÅ ı. íÁËÓÉÍÁÌØÎÏÓÔØ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÕÌØ- ÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.

ïÔÓÀÄÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÏŒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ ìÅŒÉÎÁ { ûÎÏÒÒÁ ÄÌÑ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅ- ÒÏÑÔÎÏÓÔÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 83, Ó. 138): ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÐÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ ı ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁ Åč ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ a(x)=ı(x) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ.

[ëÁÖÅÔÓÑ, ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÅÝč Œ úŒÏÎËÉÎÅ É ìÅŒÉÎÅ? èÏÒÏÛÏ ÂÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ!]

9.8. œÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ

[misesmart2] ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ ÓÔÒÁÎÎÏ: ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÓÔÁŒËÉ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÓÎÉÚÕ ÞÉÓÅÌ, É ÜÔÏÍÕ ÓÌÏÖÎÏ ÐÒÉÄÁÔØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ÉÇÒÏŒÏÊ ÓÍÙÓÌ.

ðÏÜÔÏÍÕ ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÌÉÛØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁÍÉ. ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÍÅÒÁ ı. äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ı(x) = ı(�_x) ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ (ÜÔÏ ÎÕÖÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÔÏÑÔ Œ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑÈ).

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ ÍÅÒÅ ı ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ, ÅÓÌÉ ÎÉËÁËÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÊ ı-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÎÁ ÎÅÊ ÎÅ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ | ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÊ ı-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÎÁ Åč ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ.

ðÅÒŒÙÅ ÄŒÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÔÎÏÓÑÔÓÑ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÓÌÕÞÁÀ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÐÏ ÍÅÒÅ ı; ÄŒÁ ÄÒÕÇÉÈ | Ë ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÐÏ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅŒÏÊ ÍÅÒÅ (ŒÓÅ ÉÓÐÙÔÁÎÉÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ É ÉÍÅÀÔ ÒÁŒÎÕÀ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÓÐÅÈÁ p).

Theorem 156. [martingale-random]

(Á) œÓÑËÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ.

(Â) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÍÅÀÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. (ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÅÌØÚÑ ÏÂÒÁÔÉÔØ.)

(Œ) œÓÑËÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕ- ÞÁÊÎÁ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ.

(Ç) îÅ ŒÓÑËÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ.

◁ (Á) óÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÁÖÅ É ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕ ÍÁÒ- ÔÉÎÇÁÌÙ ÎÅ ŒÙÉÇÒÙŒÁÀÔ (ÔÅÏÒÅÍÁ 155).

(Â) íÙ ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÉÓÈÏÄÏŒ ÉÇÒÙ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÔÏÔ, ÇÄÅ ËÁÐÉÔÁÌ ÉÇÒÏËÁ ÎÅ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔÓÑ).

åÓÌÉ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ŒÙÞÉÓÌÉÍ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÁ ËÏ- ÔÏÒÏÊ ÏÎ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ. üÔÏ ÎÅÍÎÏÇÏ ÓÌÏÖÎÅÅ: ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÓÒÁŒÎÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ ÎÁ ÄŒÕÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑÈ x0 É x1 ÓÌÏŒÁ x, ÔÁË ËÁË ÚÎÁÅÍ ÜÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÌÉÛØ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ. îÏ ÜÔÏ É ÎÅ ÎÕÖÎÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁ n-Í ÛÁÇÅ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ, ÇÄÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÒÁÓÔčÔ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 1=2^n (Á ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÎÁÈÏÄÑ ŒÓč ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÅ ÐÒÉ- ÂÌÉÖÅÎÉÑ É ÏÖÉÄÁÑ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÜÔÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ).

(ëÓÔÁÔÉ, ÏÔÓÀÄÁ ÎÅÍÅÄÌÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ. éÍÅÎÎÏ ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒÅÈÏÄ Ë ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÓÎÉÚÕ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁÍ É ÓÕÐÅÒÍÁÒ- ÔÉÎÇÁÌÁÍ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎ.)

óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÛÁÇ: ÐÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÄŒÁ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ; ËÁË ÎÁÊÔÉ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÉ ÏÂÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ? äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ ŒÚŒÅÛÅÎ- ÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÜÔÉÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ, Œ ËÏÔÏÒÕÀ ÏÎÉ ÏÂÁ ŒÈÏÄÑÔ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÏÌÕÓÕÍÍÕ). ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÎÏŒÁ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ. åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÄŒÕÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !, ÔÏ É ÉÈ ÐÏÌÕÓÕÍÍÁ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÎÁ !, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ôÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÇÏÄÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍ, ÜÔÉ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ ÚÁÄÁÀÝÉÈ). ôÏÇÄÁ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÓÌÏÖÉÔØ, ŒÚÑŒ i-Ê ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ Ó ŒÅÓÏÍ 2^{−i}.

œÓÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ ÎÅÌØÚÑ ÒÁÓÐÏÌÏÖÉÔØ Œ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (ÜÔÏ, ËÓÔÁÔÉ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÎÁÍÉ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ: ŒÅÄØ ÔÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÊÔÉ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ!). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÙ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÍ. äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÍ ÎÕÖ- ÎÁ | ÜÔÏ ÓŒÅÄÅÎÉÑ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÐÒÏÇÒÁÍÍ ÚÁÄÁÀÔ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ, Á ËÁËÉÅ ÎÅÔ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏ ÂÉÔÕ ÎÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ. þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏ- ÓÔØÀ, ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ ÜÔÉ ÂÉÔÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÏÞÅÎØ ÐÏÎÅÍÎÏÇÕ, ŒËÌÀÞÁÑ Œ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅ i-À ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, ËÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÕÖÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎÎÏÊ (ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÊ ÏÔ i ÄÌÉÎÙ ÉÌÉ ÅÝč ÄÌÉÎÎÅÅ).

ïÐÉÛÅÍ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÏÄÒÏÂÎÅÅ. œ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ x, Á ÔÁË- ÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÀ m_1(x)+"_2m_2(x)+: : :+"_km_k(x), ÇÄÅ m_i | ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÊ i-Ê ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ (ÉÌÉ ÅÇÏ ÚÁÍÅÎÉÔÅÌØ | ÓËÁÖÅÍ, ŒÓÀÄÕ ÒÁŒÎÙÊ 1 ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ, | ÅÓÌÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÏÂ i-Ê ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÎÅ ÚÁÄÁčÔ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÓÌÅÄÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (ÄÌÑ ÔÅËÕÝÅÇÏ ÓÌÏŒÁ x) ÂÙÌÏ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ 2. (œÎÁÞÁÌÅ, ËÏÇÄÁ Õ ÎÁÓ ÔÏÌØËÏ m_1 É ÓÌÏŒÏ x ÐÕÓÔÏ, ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏ 1.)

ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÓÌÏŒÏ x ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÎÁ ÏÄÉÎ ÂÉÔ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅ- ÎÉÅ ÏÓÔÁŒÁÌÏÓØ ÍÅÎØÛÅ ÄŒÕÈ (É ÔÁËÏÅ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÎÁÊÔÉ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÄÌÑ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ). ôÁËÖÅ ŒÒÅÍÑ ÏÔ ŒÒÅÍÅÎÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÄÏÂÁŒÌÑÔØ ÎÏŒÙÊ ÞÌÅÎ "_km_k(x) Ë ÓÕÍÍÅ, ÐÏÄÂÉÒÁÑ "_k ÎÁÓÔÏÌØËÏ ÍÁÌÙÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ ÏÓÔÁÌÁÓØ ÍÅÎØÛÅ 2 (ÞÅÍ ÂÌÉÖÅ ÔÅËÕÝÁÑ ÓÕÍÍÁ Ë 2 É ÞÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ m_k(x) ÄÌÑ ÔÅËÕÝÅÇÏ ÓÌÏŒÁ x, ÔÅÍ ÍÅÎØÛÅ ÂÅÒčÔÓÑ "_k).

îÁ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ŒÓÅ m_i ÂÕÄÕÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ, ÔÁË ËÁË ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ŒÈÏÄÉÔ ÐÕÓÔØ Ó ÍÁÌÙÍ, ÎÏ Ó ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ.

óÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÔÁËÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ ÞÉÓÌÁ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÈ ÂÉÔÏŒ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, É ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÁ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÄÏÂÁŒÌÑÅÍ ÎÏŒÙÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ ÒÅÄËÏ. á ÏÂÙÞÎÁÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÄÌÉÎÙ n ÂÕÄÅÔ O(log n), ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

(Œ) œÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÕÓÉÌÅÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÕÌÅŒÏÅ, É ÐÏÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 9.6, ÇÄÅ ÍÙ ÓÔÒÏÉÌÉ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÇÒÁÎÉÃÙ, Á ÐÏÔÏÍ ÉÈ ÓÍÅÛÉŒÁÌÉ). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ p ŒÙÞÉÓÌÉÍÏ).

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ R | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ, Á S_R | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ŒÙÂÏÒÁ, ÔÏ ÌÅÇËÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ S_R(!) ÎÅÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏŒÁÎÁ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÎÕÖÎÏ ÉÇÒÁÔØ ÌÉÛØ Ó ÔÅÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÔÂÉÒÁÀÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌÏÍ S_R (Á Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÓÏÈÒÁÎÑÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍ, ÐÒÏÐÕÓËÁÑ ÈÏÄ).

ðÒÉ ÜÔÏÍ, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ R ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ, ËÏ- ÔÏÒÙÊ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ S_R(!) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ, ÎÏ ÎÅ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏŒÁÎÁ.

ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÊ ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁ ÎÅÊ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ.

(Ç) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ (ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ) ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÀÂÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÅÊ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉÃ (ÔÅÏÒÅÍÁ 147). ðÕÓÔØ p_n | ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏ- ÌÅÅ n ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÅÊ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉÃ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÏÂÓÕÖÄÁÌÉ (ÚÁÄÁÞÉ 193, 194), ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ p_n ŒÙÞÉÓÌÉÍÁ, ÕÂÙŒÁÅÔ É ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÍÏÖÎÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ M_n, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ 1=p_n Õ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ, ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ (ŒÐÌÏÔØ ÄÏ ÄÌÉÎÙ n) ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÅÊ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉÃ. œÚÑŒ ÔÅÐÅÒØ ŒÚŒÅÛÅÎÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ M_n (ŒÙÂÒÁÎÎÙÈ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ŒÙÉÇÒÙÛÉ ÒÏÓÌÉ ÂÙÓÔÒÅÅ, ÞÅÍ ÕÂÙŒÁÌÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ), ÐÏÌÕÞÉÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÏ ŒÓÅÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÅÊ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉÃ.

üÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÊ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÊ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅŒÏÊ ÍÅÒÙ (ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁŒ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ 147). íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ Ó ÄŒÕÍÑ ÍÅÒÁÍÉ (ÓÍ. ÎÉÖÅ ÒÁÚÄÅÌ 9.13). ▷ úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ (Â) É (Œ) ŒÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÐÏ íÉ- ÚÅÓÕ { þčÒÞÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 148 (ÓÌÅÄÕÑ ÒÁÂÏÔÅ [48]).

œ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÒÁÚÄÅÌÁ ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÓč ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ ÎÁ ÑÚÙË ÓÔÒÁÔÅ- ÇÉÊ | ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÍÏÔÒÑÔ ÎÁ ÕÖÅ ÐÒÏÉÓÛÅÄÛÉÅ ÉÓÐÙÔÁÎÉÑ É ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ, Œ ËÁËÏÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ ÎÕÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ ÓÔÁŒËÕ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÛÁÇÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÌÉÛØ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑÍÉ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙ ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ � → Q .

198 äÏËÁÖÉÔÅ ÜÔÏ. [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉÂÌÉÖÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ Ó ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ, ÍÏÖÎÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏŒÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔ ÚÁÍÅÎÙ ÔÏÞÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÎÁ ÐÒÉÂÌÉÖčÎÎÕÀ ŒÙÉÇÒÙÛ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ŒÄŒÏÅ (ÓËÁÖÅÍ).]

9.9. íÁÒÔÉÎÇÁÌÙ É ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÐÏ ûÎÏÒÒÕ

[misesmart3] ðÏÎÑÔÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ ÓŒÑÚÎÏ Ó ÐÏÎÑÔÉÅÍ ÓÌÕ- ÞÁÊÎÏÓÔÉ ÐÏ ûÎÏÒÒÕ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 3.4). ïÂÁ ÜÔÉÈ ÐÏÎÑÔÉÑ ÂÙÌÉ ŒŒÅÄÅÎÙ É ÉÚÕÞÅÎÙ Œ ËÎÉÇÅ ûÎÏÒÒÁ [66]. ôÁÍ ÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ É ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

Theorem 157. [schnorr-martingale-randomness] ðÕÓÔØ ÄÁÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÍÅ- ÒÁ ı, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ �_x ÉÍÅÀÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ÍÅÒÕ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÐÏ ûÎÏÒÒÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ı ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ ı É ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g : N → N Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ:

m(!_0!_1 : : : !_{n−1}) ⩾ g(n)

ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ n.

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÐÏ ûÎÏÒÒÕ ŒÌÅÞčÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ, ŒÙÉÇÒÙŒÁÀÝÅÇÏ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÏ É ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÎÉÖÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÓËÏÒÏÓÔÉ ŒÙÉÇÒÙÛÁ (ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÕÀ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ).

◁ ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÐÏ ûÎÏÒÒÕ. ôÏÇÄÁ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ ÒÁÚ- ÄÅÌÅ 3.4 (ÚÁÄÁÞÁ 65, Ó. 71), ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÏŒ x_0; x_1; x_2 : : :, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÑÄ ∑ ı(x_i) ŒÙÞÉÓÌÉÍÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÐÒÉÞčÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÅ ÓÒÅÄÉ x_i ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌÁ- ÍÉ !.

óÇÒÕÐÐÉÒÕÅÍ ÞÌÅÎÙ ÒÑÄÁ

ı(x_0) + ı(x_1) + ı(x_2) + : : : + ı(x_i) + : : :

ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ ÞÌÅÎÏŒ k-Ê ÇÒÕÐÐÙ ÂÙÌÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 4^{−k}. ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÁ ÒÁÚÎÙÈ ÇÒÕÐÐ ÒÁÚÄÅÌÅÎÙ ÐÏ ÄÌÉÎÁÍ: ÅÓÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ n_0 < n_1 < n_2 < : : : ; É ÓÌÏŒÁ k-ÇÒÕÐÐÙ ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ Œ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ [n_k; n_{k+1}). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÎÁÂÏÒ ŒÓÅÈ ÅÇÏ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÂÏÌØÛÅÊ ÄÌÉÎÙ, É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÏÂÒÁ- ÂÁÔÙŒÁÔØ ÓÌÏŒÁ ÒÁÚÎÙÈ ÇÒÕÐÐ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÄÌÉÎÙ ÂÏÌØÛÅ ÄÌÉÎ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÇÒÕÐÐÙ. óÕÍÍÙ ÐÏ ÇÒÕÐÐÁÍ ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÓÌÏŒÁ k-ÇÒÕÐÐÙ. ïÎÉ ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÅÒÙ ÍÅÎØÛÅ 4^{−k} É ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m_k, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÁ ÎÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 4^k. ôÅÐÅÒØ ÓÍÅÛÁÅÍ ÉÈ É ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m = ∑ 2^{−k}m_k. üÔÏÔ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 2^k ÎÁ ÓÌÏŒÁÈ k-ÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. ïÓÔÁčÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔØ g(n) = 2^k ÄÌÑ ŒÓÅÈ n Œ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ [n_k; n_{k+1}) É ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ ÇÒÕÐÐÁÈ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÎÁÞÁÌÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !.

îÁÐÒÏÔÉŒ, ÐÕÓÔØ ÅÓÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m É ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ g. ðÕÓÔØ ÐÒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ n ÚÎÁÞÅÎÉÅ m(!_0 : : : !_{n−1}) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ g(n). œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 155 ÍÙ ÐÏËÒÙŒÁÌÉ ! ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ �_x, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÓÌÏŒÁ x Ó m(x) > k, É ÓÕÍÍÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÍÅÒ ÂÙÌÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=k. ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ

• ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÓÎÉÚÕ, ÎÏ É ŒÙÞÉÓÌÉÍ;

• ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ n ÉÌÉ ÂÏÌØÛÅ ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ (ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ !) ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ g(n + 1).

ëÁË ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ? œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÅÇÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅÍ. ðÕÓÔØ, ÓËÁÖÅÍ, m^′ ÅÓÔØ ÔÁËÏÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÓŒÅÒÈÕ Ó ÏÛÉÂËÏÊ ÍÅÎØÛÅ 1. ôÏÇÄÁ ÓÌÏŒÁ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ m^′(x) > 2^k, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ó ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÍÅÒÏÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=(2^k − 1). œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ ÄÌÉÎÎÙÅ ÓÌÏŒÁ (ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÅ g ÎÁ ÉÈ ÄÌÉÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÓËÁÖÅÍ, 2^{k+2}), É ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÐÏ k. ðÒÁŒÄÁ, ÜÔÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÕÖÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ ÐÏËÒÙŒÁÔØ ! ÐÒÉ ŒÓÅÈ k. îÏ ÔÁËÏÅ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ k. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ n ÓÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ m(!_0 : : : !_{n−1}) ⩾ g(n). œÚÑŒ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ n, ŒÙÂÅÒÅÍ k, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ 2^k < g(n) < 2^{k+2}. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ x = !_0 : : : !_{n−1} ÉÍÅÅÍ m(x) > 2^k É m^′(x) > 2^k, ÔÁË ÞÔÏ ÓÌÏŒÏ x ÐÏÐÁÄčÔ Œ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, g(n) < 2^{k+2} ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÏ x ÎÅ ÂÕÄÅÔ ŒÙÂÒÏÛÅÎÏ É ÐÏÐÁÄčÔ Œ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ.

ôÅÐÅÒØ, ÓÏÅÄÉÎÉŒ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÉÚ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÒÉ ŒÓÅÈ k, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏ ÓÈÏÄÑÝÉÊÓÑ ÒÑÄ, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ, É ÐÏÔÏÍÕ ÏÎÁ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÐÏ ûÎÏÒÒÕ (ÚÁÄÁÞÁ 65, Ó. 71). ▷

[îÅ ÚÁÂÙÔØ ÐÒÏ ÚÁËÏÎÙ ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ | œ]

9.10. íÁÒÔÉÎÇÁÌÙ É ÜÆÆÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ

[misesmart4] œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÒÁÚÄÅÌÁÈ ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ ÐÏÎÑÔÉÑ ÎÕÌÅŒÏÇÏ É ÜÆÆÅË- ÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÇÏ (Á ÔÁËÖÅ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÐÏ ûÎÏÒÒÕ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁ ÑÚÙË ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ. áÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÙÊ ÐÅÒÅŒÏÄ ŒÏÚÍÏÖÅÎ É ÄÌÑ ÐÏÎÑÔÉÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÏ èÁÕÓÄÏÒÆÕ. œ ÏÄÎÏÊ ÆÒÁÚÅ ÜÔÏÔ ÐÅÒÅŒÏÄ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÁË: ÞÅÍ ÍÅÎØÛÅ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÔÅÍ ÂÙÓÔÒÅÅ ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÔÉ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÎÁ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ. îÁÞÎčÍ Ó ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÇÏ ŒÁÒÉÁÎÔÁ (ÂÅÚ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ):

Theorem 158. [hausdorf-martingale] íÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ � ÑŒÌÑÅÔÓÑ ¸-ÎÕÌÅŒÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ! ∈ A ÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÅ m(x) 2^{(1−ff)l(x)} ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ !.

(ðÒÉ ¸ = 1 ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ 152.)

îÅÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÎÁÇÌÑÄÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 158 ÔÁËÏŒÁ: ÐÕÓÔØ ÉÇÒÏË ÏÂÌÁÇÁÅÔÓÑ ÎÁÌÏÇÏÍ, Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÇÏ ËÁÐÉÔÁÌ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ (ÐÏÓÌÅ ÉÇÒÙ É ÐÅÒÅÄ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÅÊ) ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ Œ 2^{1−ff} ÒÁÚ, ÔÏ ÅÓÔØ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÎÁ 2^{ff−1}. ôÏÇÄÁ ËÁÐÉÔÁÌ ÉÇÒÏËÁ ÐÏÓÌÅ x ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏÍ, Á ÆÕÎËÃÉÅÊ m, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ

2^{ff−1}m(x) = m(x0) 2 + m(x1) 2 ; ÔÏ ÅÓÔØ 2^ffm(x) = m(x0) + m(x1) ôÁËÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ, (ÓÌÅÄÕÑ ÒÁÂÏÔÅ [42]) ÎÁÚÙŒÁÀÔ \¸-gales", ÞÔÏ ÍÙ ÐÏ-ÒÕÓÓËÉ ÐÅÒÅÄÁčÍ ËÁË ¸-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ. ïÎÉ ÔÏÖÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÍÅÒÁÍ: ¸-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÅÓÔØ ÆÕÎËÃÉÑ ŒÉÄÁ

p(x)2^{ffl(x)};

ÇÄÅ p(x) | ÍÅÒÁ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ �_x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ É ¸-ÓÕÐÅÒÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ, ÇÄÅ ÄÏÐÕÓËÁÀÔÓÑ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÐÏÔÅÒÉ ÉÇÒÏËÁ (ÐÏÍÉ- ÍÏ ÎÁÌÏÇÁ):

2^ffm(x) ⩾ m(x0) + m(x1)

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÓËÁÚÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 158 ÔÁË: ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÁÎÎÙÊ ¸-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ¸-ÎÕÌÅŒÙÍ, É ŒÓÑËÏÅ ¸-ÎÕÌÅŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ.

◁ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 152. ðÕÓÔØ m | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ¸-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ÏÎ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ (ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ), ÉÍÅÅÔ ¸-ÍÅÒÕ ÎÕÌØ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÁ, ÇÄÅ m ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ k ŒÐÅÒŒÙÅ, ÉÍÅÀÔ ÓÕÍÍÕ ¸-ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÍÅÒ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=k. åÓÌÉ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m(x) ËÁË p(x)2^{ffl(x)}, ÔÏ ÄÌÑ ŒÙÂÒÁÎÎÙÈ ÓÌÏŒ x ÉÍÅÅÍ p(x) ⩾ k2^{−ffl(x)}. œÓÅ ŒÙÂÒÁÎÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙ (ÏÄÎÏ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ), ÐÏ- ÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ p-ÍÅÒ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ŒÅÌÉÞÉÎ 2^{−ffl(x)} ÐÏ ŒÓÅÍ ŒÙÂÒÁÎÎÙÍ ÓÌÏŒÁÍ x, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ¸-ÍÅÒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1=k.

ïÂÒÁÔÎÏ, ÐÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ¸-ÍÅÒÙ ÎÕÌØ. îÁÍ ÎÁÄÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ¸-ÍÁÒÔÉÎ- ÇÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÎÁ ŒÓÅÈ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ. œÏÚØÍčÍ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁÍÉ Ó ÓÕÍÍÏÊ ¸-ÍÅÒ ÍÅÎØÛÅ 1=k, É ÐÏÓÔÒÏÉÍ ¸-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ m_k, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ k ÎÁ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ. (úÁÔÅÍ ÍÏÖÎÏ ÓÌÏÖÉÔØ m_4k Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ 2^{−k}, ÓÕÍÍÁ ¸-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ ÅÓÔØ ÔÁËÖÅ ¸-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ.) ëÁË ÐÏÓÔÒÏÉÔØ m_k? äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ¸-ÍÁÒ- ÔÉÎÇÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁŒÅÎ 1 ÎÁ x É 0 ÎÁ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒÁÈ ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ l(x), ÐÒÏÄÏÌÖÉŒ ÅÇÏ ÎÁ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÉÅ ÓÌÏŒÁ (ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ) É ÎÁ ÂÏÌÅÅ ÄÌÉÎÎÙÅ (ÌÀÂÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ). îÁ ÐÕÓÔÏÍ ÓÌÏŒÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ¸-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ ÂÕÄÅÔ 2^{−ffl(x)}, ÔÏ ÅÓÔØ ËÁË ÒÁÚ ¸-ÍÅÒÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ. úÎÁÞÉÔ, ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ¸-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=k, É ÕÍÎÏÖÉŒ Åč ÎÁ k, ÐÏÌÕÞÉÍ ÉÓËÏÍÙÊ ¸-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ. ▷

ôÅÐÅÒØ ÐÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ. ðÕÓÔØ ¸ | ŒÙÞÉ- ÓÌÉÍÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚ (0; 1]. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÓÎÉÚÕ ¸-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ É ¸-ÓÕÐÅÒÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ. ëÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ¸ = 1, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ- ÇÏ ÓÎÉÚÕ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ ÎÁ ÐÕÓÔÏÍ ÓÌÏŒÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÏ ÅÄÉÎÉÃÅ | ÜÔÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ (ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÓÎÉÚÕ) ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÅÅ ÅÄÉÎÉÃÙ.

íÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ¸-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁÍ (É ÓÕÐÅÒÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁÍ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ŒŒÅ- ÄčÎÎÙÅ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 5.8 ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ¸-ÎÕÌÅŒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 158. œ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÜÔÏ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË:

Theorem 159. [hausdorf-martingale-effective-a] ðÕÓÔØ ¸ ∈ (0; 1] | ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ ÄÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ � ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ¸-ÎÕÌÅŒÙÍ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÊ ÓÎÉÚÕ ¸-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ ÌÀÂÏÊ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ∈ A.

◁ œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉŒÅÄčÎÎÁÑ ŒÙÛÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÄÁčÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕ ¸-ÍÁÒÔÉÎ- ÇÁÌÙ m_k, É ÓÍÅÛÉŒÁÎÉÅ ÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÓÎÉÚÕ. ▷

œ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÍÙ ŒÓÔÒÅÞÁÅÍÓÑ Ó ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏÊ ÔÒÕÄÎÏÓÔØÀ. ðÕÓÔØ m | ÐÅÒÅÞÉ- ÓÌÉÍÙÊ ÓÎÉÚÕ ¸-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ÓÌÏŒ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ m(x) > k. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÕÍÍÁ ¸-ÍÅÒ ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÅ ÐÒÅ- ŒÏÓÈÏÄÉÔ 1=k. îÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ, Á ÅÓÌÉ ÏÓÔÁŒÉÔØ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ), ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÏÃÅÎËÁ ÄÌÑ ÓÕÍÍÙ ÍÅÒ. ðÏ- ÜÔÏÍÕ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÊ ÓÎÉÚÕ ¸-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ¸-ÎÕÌÅŒÙÍ, ÜÔÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÎÅ ÕÄÁčÔÓÑ.

[á ŒÅÒÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ŒÏÏÂÝÅ?]

ïÄÎÁËÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ

Theorem 160. [hausdorf-martingale-effective-b] ðÕÓÔØ m | ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÊ ÓÎÉÚÕ ¸ | ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ, Á ˛ > ¸. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÁ (ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔ- ÒÅÚËÁÈ) ËÏÔÏÒÙÈ m ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ˛-ÎÕÌÅŒÙÍ.

(îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Œ ÄÁÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ¸ É ˛ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙ.) ◁ ðÕÓÔØ k | ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅ ÓÌÏŒÁ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ m(x) > k, É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÉÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÇÏ ÎÁÓ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ. îÁÊÄčÍ ÓÕÍÍÕ ˛-ÍÅÒ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÅÓÌÉ ŒÙÂÒÁÔØ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ, ÔÏ ÓÕÍÍÁ ¸-ÍÅÒ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=k. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÄÌÉÎÙ N ÓÕÍÍÁ ¸-ÍÅÒ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÜÔÏÊ ÄÌÉÎÙ (ÉÚ ÐÏËÒÙÔÉÑ) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1=k. á ÓÕÍÍÁ ˛-ÄÌÉÎ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ Œ 2^{N(fi−ff)} ÒÁÚ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ÄÌÉÎÁÍ ÐÒÉŒÅÄčÔ ÌÉÛØ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ÎÁ ÓÕÍÍÕ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ Ó ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÅÍ k ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÕÀ ÓÕÍÍÕ ˛-ÍÅÒ. ▷

éÚ ÄŒÕÈ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÔÅÏÒÅÍ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ:

Theorem 161. [effective-martingale-dimension] üÆÆÅËÔÉŒÎÁÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÁ ÒÁÚÍÅÒ- ÎÏÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ⊂ � ÒÁŒÎÁ ÔÏÞÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ ÔÅÈ ¸, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ¸-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ, ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÎÁ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A.

œ ÜÔÏÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ ÎÁ ÓÕÐÅÒÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÌÅÇËÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 97. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ¸-ÓÕÐÅÒ- ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÐÏÌÕÍÅÒ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ÎÁ 2^{ffl(x)}. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÒÅÄÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÓÎÉÚÕ ¸-ÓÕÐÅÒÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ ÅÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ (ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÉÚ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉ- ÍÏÊ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÙ a), É Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÅÇÏ. úÎÁÞÉÔ, ÜÆÆÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {!} ÒÁŒÎÁ ÔÏÞÎÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÇÒÁÎÉ ÔÅÈ ¸, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ

a(!_0!_1 : : : !_{n−1})2^{ffn}

ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ. ìÏÇÁÒÉÆÍ ÜÔÏÇÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ ÅÓÔØ

¸n − KA (!_0!_1 : : : !_{n−1});

É ÐÏÔÏÍÕ ÔÏÞÎÁÑ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÔÁËÉÈ ¸ ÅÓÔØ

lim inf

KA (!_0 : : : !_{n−1}) n : (œ ÔÅÏÒÅÍÅ 97 ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÁÓØ ÐÒÏÓÔÁÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÎÏ Ó ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÊ ÎÁÓ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÜÔÏ ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌÉ.)

9.11. þÁÓÔÉÞÎÙÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙÂÏÒÁ

[misesdaley] œÅÒÎčÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ ÏÔ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ Ë ÐÒÁŒÉÌÁÍ ŒÙÂÏÒÁ É ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍ. ïÐÒÅÄÅ- ÌÑÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙÂÏÒÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ R. ôÁËÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ĂÚÁŒÉÓÁÅÔĄ, ÒÅÛÁÑ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÎÕÖÎÏ ÉÌÉ ÎÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÔÁŒËÕ ÎÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÞÌÅÎ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

íÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ É ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ ÐÒÁŒÉÌ ŒÙÂÏÒÁ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ r | ÞÁ- ÓÔÉÞÎÁÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒÁÈ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÁÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 É 1. éÍÅÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË !_0 : : : !_{n−1} É ÒÅÛÁÑ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ŒËÌÀÞÁÔØ ÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ !_n Œ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÍÙ ŒÙÞÉÓÌÑÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ r(!_0 : : : !_{n−1}). åÓÌÉ ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ ÅÄÉÎÉÃÅ, ÔÏ !_n ŒËÌÀÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ ÎÕÌÀ | ÔÏ ÎÅÔ, Á ÅÓÌÉ ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ | ÐÒÏÃÅÓÓ ŒÙÂÏ- ÒÁ ŒÏÏÂÝÅ ÎÁ ÜÔÏÍ ÏÂÒÙŒÁÅÔÓÑ É ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÜÔÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ R, ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÓÌÏŒÏ x ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ R, ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ r ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ x É ÎÁ ŒÓÅÈ ÅÇÏ ÎÁÞÁÌÁÈ, ÐÒÉ- ÞčÍ r(x) = 1. (üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍ ÄÌÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ r.) ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ r ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÉÄÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÁŒÉÌÏ ŒÙÂÏÒÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ S_r.

ðÏÌÕÞÁÅÍ ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ ÐÒÁŒÉÌ ŒÙÂÏÒÁ, ÞÅÍ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÅ ÐÏ þčÒÞÕ. üÔÏÔ ËÌÁÓÓ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌ äÜÌÉ [12] É ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÁËÉÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÍÉ ÐÏ þčÒÞÕ { äÜÌÉ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ { äÜÌÉ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÏÅ ÄÏÐÕÓÔÉ- ÍÏÅ ÐÏ þčÒÞÕ { äÜÌÉ ÐÒÁŒÉÌÏ ŒÙÂÏÒÁ ÄÁčÔ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ.

199 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÇÏ ÐÏ þčÒÞÕ { äÜÌÉ ÐÒÁŒÉÌÁ Ë ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ { äÜÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÁčÔ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ { äÜÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

ðÒÉ ÔÁËÏÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÉ ËÌÁÓÓÁ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÈ ÐÒÁŒÉÌ ËÌÁÓÓ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÅÊ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ. üÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 148 (Ó. 237) É ÔÁËÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ íÅÒËÌÅ):

Theorem 162. îÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ { äÜÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ KS (!_0 : : : !_{n−1}) = O(log n)

◁ ðÕÓÔØ KS (!_0 : : : !_{n−1}) < c log n

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c É ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n. íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ { äÜÌÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÁŒÉÌÏ ŒÙÂÏÒÁ, ÎÁÒÕÛÁÀÝÅÅ ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÓÔØ ÞÁÓÔÏÔ.

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ c < 1. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ c log n, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ n^c ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, É ÐÒÉ ÂÏÌØÛ«ÉÈ n ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ C_n) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n=10. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÏÄÎÏ ÔÁËÏÅ n. þÉÔÁÑ ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉ- ÎÙ n, ÂÕÄÅÍ ÐÙÔÁÔØÓÑ ÐÒÅÄÓËÁÚÙŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÂÉÔ ÐÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÉÚ

ÐÅÒŒÙÈ n ÂÉÔÏŒ ÍÏÖÎÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏ ÏÔÇÁÄÁÔØ 90%. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË. îÁÞÎčÍ ÐÅÒÅÞÉ- ÓÌÑÔØ C_n É ÄÏÖÄčÍÓÑ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÐÅÒŒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. üÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÙ ÏÂSSÑŒÌÑÅÍ ĂÔÅËÕÝÉÍ ËÁÎÄÉÄÁÔÏÍĄ É ÐÒÅÄÓËÁÚÙŒÁÅÍ ÔÅ ÂÉÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÎčÍ ÓÔÏÑÔ, ÐÏËÁ ÎÅ ÏÛÉÂčÍÓÑ. ôÁËÁÑ ÏÛÉÂËÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !, ÈÏÔÑ É ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ C_n, ÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÁÊÄÅÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÅ C_n, ÐÏËÁ Œ ÎčÍ ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔÓÑ ÄÒÕÇÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, É ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÌÑ ÐÒÅÄÓËÁ- ÚÁÎÉÊ | ÓÎÏŒÁ ÄÏ ÐÅÒŒÏÊ ÏÛÉÂËÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÏÛÉÂÏË ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÉÓÌÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ C_n, É ÐÏÜÔÏÍÕ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ 0;9n ÞÌÅÎÏŒ ÍÙ ÐÒÅÄÓËÁÖÅÍ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ.

âÕÄÅÍ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÔÁËÏÊ ÍÅÔÏÄ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ ÄÌÑ ÂÙÓÔÒÏ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ n_0 < n_1 < n_2 : : : É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ n_0 (ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ c log n). éÓÐÏÌØÚÕÑ C_{ni} ÎÁ ÕÞÁÓÔËÅ [n_{i−1}; n_i], ÍÙ ÄÏÐÕÓËÁÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 0;1n_i ÏÛÉÂÏË. åÓÌÉ n_{i−1}=n_i ÍÁÌÏ (ÓËÁÖÅÍ, ÍÅÎØÛÅ 0;1), ÔÏ Œ ÃÅÌÏÍ ÓÒÅÄÉ ÐÅÒŒÙÈ n_i ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÊ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 0;2n_i ÏÛÉÂÏË.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ (ËÁË É Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 144) ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÄŒÕÍ ÐÒÁŒÉÌÁÍ ŒÙÂÏÒÁ: ÏÄÎÏ ŒÙÂÉÒÁÅÔ ÔÅ ÞÌÅÎÙ, ÇÄÅ ÍÙ ÐÒÅÄÓËÁÚÙŒÁÌÉ ÅÄÉÎÉÃÕ, Á ŒÔÏÒÏÅ | ÇÄÅ ÐÒÅÄÓËÁÚÙŒÁÌÉ ÎÕÌØ, É ÏÄÎÁ ÉÚ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÂÕÄÅÔ ÓÉÌØÎÏ ÎÅÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ.

þÔÏ ÖÅ ÄÅÌÁÔØ ÐÒÉ c > 1? ðÕÓÔØ, ÓËÁÖÅÍ, c = 1;5. ôÏÇÄÁ ÏÃÅÎËÁ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ Œ C_n ÂÕÄÅÔ n^{1;5}, ÞÔÏ ÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ n, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ. îÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÔÁË. òÁÚÄÅÌÉÍ ÓÌÏŒÏ !_0 : : : !_{n−1} ÎÁ ÄŒÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ u É v (ÐÏ n=2 ÂÉÔÏŒ ËÁ- ÖÄÁÑ). ðÁÒÁ ⟨u; v⟩ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 1;5 log n. îÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ ÒÁŒÎÁ ÓÕÍÍÅ KS (u) + KS (v|u) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÞÌÅÎÏŒ ÐÏÒÑÄËÁ O(log KS (u; v)) = O(log log n), ÐÏÜÔÏÍÕ ÌÉÂÏ KS (u) < 0;8 log n, ÌÉÂÏ KS (v|u) < 0;8 log n. œ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÕÖÅ ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÕÇÁÄÙŒÁÎÉÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÃÅÎËÁ ÓŒÅÒÈÕ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ËÁÎÄÉÄÁÔÏŒ, n^{0;8}, ÍÅÎÅÅ ÏÄÎÏÊ ÄÅÓÑÔÏÊ ÏÔ ÞÉÓÌÁ ÕÇÁÄÙŒÁÅÍÙÈ ÂÉÔÏŒ (n=2). (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÉ ÂÉÔÏŒ ŒÔÏÒÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ ÐÅÒŒÕÀ ÐÏÌÏŒÉÎÕ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÓÌÏŒÁ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÓÌÏŒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ 0;8 log n)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÄÉÎ ÉÚ ÄŒÕÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÕÓÐÅÛÎÙÍ ÎÁ ÓŒÏÅÊ ÐÏÌÏ- ŒÉÎÅ. á ÅÓÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ ÎÁ ÄÁÎÎÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÅ ÕÓÐÅÛÅÎ, ÔÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÒÁŒÉÌ ŒÙÂÏÒÁ, ÐÒÏÐÕÓËÁÀÝÉÈ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÙ É ŒÙÂÉÒÁÀÝÅÅ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÕ- ÌÉ/ÅÄÉÎÉÃÙ Œ ÜÔÏÊ, ÂÕÄÅÔ ÕÓÐÅÛÎÙÍ.

ôÕÔ, ÏÄÎÁËÏ, ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ. œÓč ÓËÁÚÁÎÎÏÅ ÏÔÎÏÓÉÌÏÓØ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ n; ÄÁÌÅÅ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÎÁÛÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ n_i Œ ÏÄÉÎ. ðÒÏÂÌÅÍÁ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÐÙÔÁÌÉÓØ ÐÒÅÄÓËÁÚÙŒÁÔØ ÂÉÔÙ (ÓËÁÖÅÍ, Œ ÌÅŒÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÅ), ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ KS (u) < 0;8n, Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ ÎÁÛ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÕÓÐÅÛÎÙÍ (ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÅ ÓÔÒÁÛÎÏ), ÎÏ ŒÏÏÂÝÅ ĂÚÁŒÉÓÎÅÔĄ É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÉËÁËÉÈ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÊ ÎÅ ÄÁÓÔ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ n, ÎÏ É ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ n ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ n_i.

þÔÏÂÙ ÐÒÅÏÄÏÌÅÔØ ÜÔÕ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ, ÎÁÄÏ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ, ËÁË ÄÏËÁÚÙŒÁÌÁÓØ ÆÏÒÍÕÌÁ ÄÌÑ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ (ÔÅÏÒÅÍÁ 21, Ó. 42) É ŒÓÔÒÏÉÔØ Åč ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ Œ ÎÁÛÕ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ. œÏÔ ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ.

íÙ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÂÕÄÅÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÐÒÅÄÓËÁÚÙŒÁÔØ ÌÅŒÕÀ É ÐÒÁŒÕÀ ÐÏÌÏŒÉÎÙ (u É v) ÎÁ- ÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÌÉÎÙ n, ÎÏ ÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÁÞÅ. ðÒÅÄÓËÁÚÙŒÁÑ v ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ (ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ u), ÍÙ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C_n ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ (ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ 1;5 log n), ÏÖÉÄÁÑ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ËÁÎ- ÄÉÄÁÔÁ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÇÏ Ó u É ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ ÂÉÔÁÍÉ Œ v. ëÏÇÄÁ ÔÁËÏÊ ËÁÎÄÉÄÁÔ ÎÁÊÄÅÎ,

ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÅÇÏ ÄÌÑ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ, ÐÏËÁ ÎÅ ÏÛÉÂčÍÓÑ (ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÉÝÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ËÁÎÄÉÄÁÔÁ). õÓÐÅÛÎÏÓÔØ ÔÁËÉÈ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÊ (ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ u) ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÓËÏÌØËÏ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ v, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ uv ∈ C_n. åÓÌÉ ÉÈ ÍÎÏÇÏ, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÛÉÂÁÔØÓÑ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ (É ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÚÁÍÅÎÑÔØ ËÁÎÄÉÄÁÔÁ). á ÅÓÌÉ ÔÁËÉÈ v ÍÁÌÏ, ÓËÁÖÅÍ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n^{0;8}, ÔÏ ÎÁÛÉ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÕÓÐÅÛÎÙÍÉ. œÁÖÎÏ, ÞÔÏ Œ ÌÀÂÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏÔ ÓÐÏÓÏÂ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ĂÚÁŒÉÓÎÅÔĄ, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ uv ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ C_n. (á ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏŒÁÔØ, ŒÚÑŒ n_1 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ.)

ôÅÐÅÒØ Ï ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÉ ÌÅŒÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÙ. úÄÅÓØ ÍÙ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ËÁÎÄÉÄÁÔÏŒ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓ- ÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÁËÉÅ ÓÌÏŒÁ u, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n^{0;8} ÚÎÁÞÅÎÉÊ v, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ uv ∈ C_n. üÔÉ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÕÄÁÞÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÌÅŒÁÑ ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÐÏÐÁÄčÔ Œ ÞÉÓÌÏ ËÁÎÄÉÄÁ- ÔÏŒ (ÞÔÏ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÅ ÂÕÄÕÔ ÎÅÕÄÁÞÎÙÍÉ). îÏ ÅÓÌÉ ÌÅŒÁÑ ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÎÅ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÓÒÅÄÉ ËÁÎÄÉÄÁÔÏŒ, ÔÏ ÜÔÏÔ ÓÐÏÓÏÂ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ ĂÚÁ- ŒÉÓÎÅÔĄ (Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÖÄÁÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ËÁÎÄÉÄÁÔÁ, ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÇÏ Ó ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ ÞÌÅÎÁÍÉ, É ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÄÏÖÄčÍÓÑ).

þÔÏ ÐÒÏÉÚÏÊÄčÔ ÐÒÉ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ n_i? óÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ ÐÒÁŒÙÈ ÐÏÌÏŒÉÎ. üÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÁÀÔ (ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ n_1 ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÅÌÉËÏ, ÔÁË ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÄÌÉÎ n_i ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØ- ÛÅ 1;5 log n_i). åÓÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ ÕÓÐÅÛÎÏ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÁÌÙ), ÔÏ ÓÏÅÄÉÎčÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÂÕÄÅÔ ÕÓÐÅÛÅÎ (ÄÏÌÑ ÕÓÐÅÛÎÙÈ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÊ ÎÅ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë 1=2). úÎÁÞÉÔ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÌÉÛØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ ÕÓÐÅÛÎÏ. ôÏÇÄÁ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ i ÞÉÓÌÏ ËÁÎÄÉÄÁÔÏŒ v (ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ u) ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ n^{0;8}_i , É ÐÏÔÏÍÕ, ÏÔÂÒÏÓÉŒ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÌÅŒÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ ŒÓÅÇÄÁ ÕÓÐÅÛÎÙÍ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ { äÜÌÉ.

þÔÏ ÖÅ ÄÅÌÁÔØ, ÅÓÌÉ ÎÁÛÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c ÅÝč ÂÏÌØÛÅ? îÁÄÏ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ, ÔÏÌØËÏ ÒÁÚÂÉŒÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁ ÂÏÌØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÅÊ. áÌÇÏÒÉÔÍ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ ÄÌÑ ÓÁÍÏÊ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÁÅÔ. åÓÌÉ ÏÎ ÕÓÐÅÛÅÎ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÓÌÕÞÁÅŒ, ŒÓč ÄÏËÁÚÁÎÏ. åÓÌÉ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÏÎ ÎÅÕÓÐÅÛÅÎ, ÔÏ Ó ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ (ÄÌÑ ÐÒÅÄÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÞÁÓÔÉ) ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÁÅÔ. åÓÌÉ ÏÎ ÕÓÐÅÛÅÎ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍ ÞÉÓÌÅ ÓÌÕÞÁÅŒ, ŒÓč ÄÏËÁÚÁÎÏ. åÓÌÉ ÎÅÔ, ÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÞÁÓÔØ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

(áËËÕÒÁÔÎÏÅ ÉÚÌÏÖÅÎÉÅ ÓÏ ŒÓÅÍÉ ÄÅÔÁÌÑÍÉ ÓÍ. Œ ÓÔÁÔØÅ [48].) ▷ ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ { äÜÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ. îÏ ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÔÉ ÌÉÛØ ÎÅÍÎÏÇÏ ÂÙÓÔÒÅÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ (ÓËÁÖÅÍ, ÂÙÔØ O(log n log log n).

Theorem 163. [mises-daley-example] ðÕÓÔØ f : N → N | ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ÎÅÕÂÙŒÁ- ÀÝÁÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒ- ÞÕ { äÜÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÌÉÎÙ n ÎÅ ÂÏÌØÛÅ f(n) log n + O(1) (ÐÒÉ ŒÓÅÈ n).

◁ œÓÐÏÍÎÉÍ, ËÁË ÓÔÒÏÉÌÉÓØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÁÌÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 148). ôÏÇÄÁ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÓÏÓÔÏÑÌÁ Œ ÔÏÍ, ËÁËÉÅ ÉÚ ÐÒÁŒÉÌ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌÁÍÉ (ËÁËÉÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ) | ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÂÉÔÕ ÎÁ ÐÒÁŒÉÌÏ. ôÅÐÅÒØ ÜÔÏÇÏ ÕÖÅ ÍÁÌÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÁÄÏ ÚÎÁÔØ, Œ ËÁËÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÏÎÁ ÐÅÒÅÓÔÁÌÁ ÂÙÔØ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ (ÔÏ ÅÓÔØ ÐÅÒŒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ÏÎÁ ÎÅ

ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÎÁ ÔÅËÕÝÅÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ), ÞÔÏÂÙ Ó ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ Åč ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÞÔÏ-ÎÉ- ÂÕÄØ ÂÅÚÏÂÉÄÎÏÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÌÉÎÙ n Œ ÉÇÒÕ ŒŒÏÄÑÔÓÑ f(n) ÐÒÏÇÒÁÍÍ, ÔÏ ÄÌÑ ÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ n ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ f(n) log n ÂÉ- ÔÏŒ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÕÖÎÏ log n ÂÉÔÏŒ, ÞÔÏÂÙ ÕËÁÚÁÔØ ÍÏÍÅÎÔ Åč ÎÅÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÓÔÉ).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÌÉÞÉÅ n Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÔÁË ËÁË ÍÅÎÑÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁ O(log n), ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÉÚÍÅÎÅÎÉÀ ÆÕÎËÃÉÉ f ÎÁ O(1). ▷

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ É ÄÌÑ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ (ÄÌÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ) ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ. ôÅÐÅÒØ ÒÁÚÒÅ- ÛÉÍ ÂÒÁÔØ É ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ ÄÏÌÖÎÏ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ Œ ÔÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÔÒÉ ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÎÅÇÏ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÊ ÞÁÓÔÉÞÎÙÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ ÏÎ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÎÁ ŒÓÅÈ Åč ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ É ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÎÁ ÎÉÈ. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁ (ÐÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅ- ÒÅ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÞÁÓÔÉÞÎÏÇÏ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ, ŒÙÉÇÒÙŒÁÀÝÅÇÏ ÎÁ ÎÅÊ.

Theorem 164. [partial-martingale-merkle] (Á) œÓÑËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ, ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ { äÜÌÉ.

(Â) ðÕÓÔØ f : N → N | ÎÅÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÁÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÌÉÎÙ n ÎÅ ÂÏÌØÛÅ f(n) log n + O(1) (ÐÒÉ ŒÓÅÈ n).

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ 163. ◁ (Á) ðÒÉÍÅÎÉÍ ÔÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÝÕÀ ÐÒÁŒÉÌÏ ŒÙÂÏÒÁ Œ ÍÁÒÔÉÎ- ÇÁÌ, ÞÔÏ É Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 156, ÐÕÎËÔ (Œ). åÓÌÉ ÐÒÁŒÉÌÏ R ÎÅ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ÔÏ É ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÂÕÄÅÔ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ. îÏ ÅÓÌÉ ÐÒÁŒÉÌÏ Œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÄÁčÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÅÍÕ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ ÂÕÄÅÔ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÎÁ ŒÓÅÈ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !.

(Â) é ÚÄÅÓØ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 156, ÐÕÎËÔ (Â). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ŒŒÏÄÉÍÏÇÏ Œ ÉÇÒÕ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÚÎÁÔØ, Œ ËÁËÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÏÎ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÎÅÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÍ (ÞÔÏÂÙ Ó ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÅÇÏ ÞÅÍ-ÎÉÂÕÄØ ÂÅÚÏÂÉÄ- ÎÙÍ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÇÏ ÐÏÓÌÅÄÎÉÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ). üÔÁ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÚÁÎÉÍÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ log n ÂÉÔÏŒ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÏÇÏ ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÌÉÎÙ n, É ÅÓÌÉ Ë ÜÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ŒŒÅÓÔÉ Œ ÄÅÌÏ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ f(n) ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ, ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ËÁË ÒÁÚ ÔÒÅÂÕÅÍÁÑ ÏÃÅÎËÁ. ▷

9.12. îÅÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙÂÏÒÁ

[miseskl] äÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÎÁÛÉ ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙÂÏÒÁ ÂÙÌÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙ (ÓÏÈÒÁÎÑÌÉ ÐÏÒÑÄÏË ÞÌÅÎÏŒ Œ ÉÓÈÏÄ- ÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ). îÅÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ÂÙÌÉ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÙ ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÙÍ [23] É ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ìÁŒÌÜÎÄÏÍ [40,41].

îÁÇÌÑÄÎÏ ÉÄÅÀ ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÁ É ìÁŒÌÜÎÄÁ ÍÏÖÎÏ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ Œ ËÁÚÉÎÏ ÂÒÏÓÁÀÔ ÍÏÎÅÔÕ ÎÅ ÐÒÉ ÎÁÓ, Á ÚÁÒÁÎÅÅ, É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÂÒÏÓÁÎÉÊ (ÎÕÌÉ É ÅÄÉÎÉÃÙ) ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔ ÎÁ ËÁÒÔÏÞËÁÈ. üÔÉ ËÁÒÔÏÞËÉ ËÌÁÄÕÔ ĂÌÉÃÏÍ ŒÎÉÚĄ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÎÅ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÎÉÈ ÎÁÐÉÓÁÎÏ.

çÌÑÄÑ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ËÁÒÔÏÞÅË, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÐÒÁŒÏ ÐÏÐÒÏÓÉÔØ ÐÅÒÅŒÅÒÎÕÔØ ÌÀÂÕÀ ÉÚ ÎÉÈ (ÎÅ ÄÅÌÁÑ ÓÔÁŒËÉ), Á ÔÁËÖÅ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÔÁŒËÕ ÎÁ ÌÀÂÕÀ ÅÝč ÎÅ ÐÅÒÅŒčÒÎÕÔÕÀ ËÁÒÔÏÞËÕ.

îÁÛÁ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ Œ ÔÁËÏÊ ÉÇÒÅ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÄŒÕÍÑ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ. ðÅÒŒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ F ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ Œ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ É ÇÏŒÏÒÉÔ, ËÁËÕÀ ËÁÒÔÏÞËÕ ÎÁÄÏ ÐÅÒÅŒÏÒÁÞÉŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ (Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÍÙ ÕŒÉÄÅÌÉ ÎÁ ÕÖÅ ÐÅÒÅŒčÒÎÕÔÙÈ ËÁÒÔÏÞËÁÈ). íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎËÃÉÉ F ÎÁ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÓÌÏŒÁÈ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÄÒÕÇÏÇÏ, ÒÁÚÌÉÞÎÙ (ÎÉËÁËÁÑ ËÁÒÔÏÞËÁ ÎÅ ÐÅÒÅŒÏÒÁÞÉŒÁÅÔÓÑ ÄŒÁÖÄÙ).

œÔÏÒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ G ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÔÁËÖÅ ÎÁ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒÁÈ É ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 É 1; ÄÏÇÏŒÏÒÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÞÅÒÅÄÎÁÑ ËÁÒÔÏÞËÁ ÐÅÒÅŒÏÒÁÞÉŒÁÅÔÓÑ ĂÄÌÑ ÉÎ- ÆÏÒÍÁÃÉÉĄ, Á 1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÎÅč ĂÄÅÌÁÅÔÓÑ ÓÔÁŒËÁĄ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÞÌÅÎ ŒËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ).

æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ F (Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ) É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ G ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ (ÐÒÁŒÉÌÏ ŒÙÂÏÒÁ) S_{F;G} : � → � ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÔÒÏÉÍ ËÏÎÅÞÎÕÀ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ n_0; n_1; : : : ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÁÍ

n_0 = F (�); n_1 = F (!_{n0} ); n_2 = F (!_{n0} !_{n1} ); : : :

(ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÐÒÅÒÙŒÁÅÔÓÑ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÏÞÅÒÅÄÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ F ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ). îÁÛÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁ ÆÕÎËÃÉÀ F ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÏÍÅÒÁ n_i ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

úÁÔÅÍ ÏÔÂÉÒÁÀÔÓÑ ÔÅ ÞÌÅÎÙ !_{ni} , ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÅ G ÎÁ ÓÌÏŒÅ !_{n0} !_{n1} : : : !_{ni−1} ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÒÁŒÎÏ 1, Á ÚÎÁÞÅÎÉÑ G ÎÁ ŒÓÅÈ ÎÁÞÁÌÁÈ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ (É ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍÉ). óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ !_{ni} (Œ ÐÏÒÑÄËÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ i) É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ S_{F;G}(!).

ðÒÁŒÉÌÁ ŒÙÂÏÒÁ S_{F;G}, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ÆÕÎËÃÉÑÍ F É G, ÎÁ- ÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÍÉ ÐÏ ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÕ { ìÁŒÌÜÎÄÕ. ðÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ∈ � ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÕ { ìÁŒÌÜÎÄÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ, ÅÓÌÉ ÌÀ- ÂÏÅ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÅ ÐÏ ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÕ { ìÁŒÌÜÎÄÕ ÐÒÁŒÉÌÏ ŒÙÂÏÒÁ ÄÁčÔ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏŒÁÎÎÕÀ (ÉÌÉ ËÏÎÅÞÎÕÀ) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ É ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅŒÏÊ ÍÅÒÙ (ÎÅÚÁŒÉÓÉ- ÍÙÅ ÉÓÐÙÔÁÎÉÑ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÕÓÐÅÈÁ p) ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ p.

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ, ÎÏ ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÓÄÅÌÁÌ íÅÒËÌÅ [49]:

Theorem 165. [kolmogorov-loveland-total] œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÐÏ íÉÚÅ- ÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÕ { ìÁŒÌÜÎÄÕ ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÌÉÛØ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÍÉ ŒÙÞÉÓÌÉ- ÍÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ F É G; ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ ËÌÁÓÓ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ.

◁ ðÕÓÔØ ÉÍÅÀÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ F É G, ŒÙÂÉÒÁÀÝÉÅ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÎÅÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. òÁÚÏÂØčÍ ÜÔÕ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁ ÄŒÅ, Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÞčÔÎÏÓÔÉ ÐÏÒÑÄËÏŒÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ ÞÌÅÎÁ Œ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ïÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÂÕÄÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ, ÎÏ ÎÅ ÓÂÁÌÁÎÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ. ðÏÜÔÏÍÕ ÂÅÚ

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÎÁÛÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ŒËÌÀÞÁÅÔ Œ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÌÉÛØ (ÓËÁÖÅÍ) ÞčÔÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ôÏÇÄÁ ÎÅÞčÔÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÍÏÖÎÏ ÞÉÔÁÔØ ÚÁÒÁÎÅÅ, ÜÔÏ ÎÅ ÐÏŒÒÅÄÉÔ, ÔÁË ËÁË Œ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒËÌÀÞÅÎÙ ÏÎÉ ŒÓč ÒÁŒÎÏ ÎÅ ÂÕÄÕÔ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÅÓÌÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ÄÏÌÇÏ ÒÁÂÏÔÁÅÔ, ÍÏÖÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÐÒÏ ÚÁÐÁÓ ÞÉÔÁÔØ ÎÅÞčÔÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ôÁËÏÅ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ÚÁÄÁčÔÓÑ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ F É G. (åÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ĂÚÁŒÉÓĄ, ÔÏ ÎÏŒÙÊ ÂÕÄÅÔ ÞÉÔÁÔØ ÐÏÄÒÑÄ ÎÅÞčÔÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÏ ÎÉÞÅÇÏ ÔÁË É ÎÅ ŒÙÂÅÒÅÔ.) ▷ (œ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÍÙ ÓŒÅÌÉ ÏÄÎÏ ÐÒÁŒÉÌÏ Ó ÞÁÓÔÉÞÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ Ë ÄŒÕÍ ÐÒÁ- ŒÉÌÁÍ ÓÏ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ.)

ëÁË ÓÏÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÎÏŒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ Ó ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍÉ ÎÁÍ? þÁÓÔÉÞÎÙÊ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÄÁčÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.

Theorem 166. [mises-kl-relations] (Á) œÓÑËÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏ- ŒÕ { ìÁŒÌÜÎÄÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ { äÜÌÉ (É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ).

(Â) œÓÑËÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { ëÏÌ- ÍÏÇÏÒÏŒÕ { ìÁŒÌÜÎÄÕ.

ôÏÞÎÅÅ, ÐÕÎËÔ (Á) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÇÏ p ∈ (0; 1); ÐÕÎËÔ (Â) ÄÏ- ÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔ, ÞÔÏ p ŒÙÞÉÓÌÉÍÏ É ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅŒÏÊ ÍÅÒÙ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÏÍ p.

◁ (Á) äÏÐÕÓÔÉÍÙÅ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ { äÜÌÉ (É ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ) ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙÂÏÒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÈ ÐÏ ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÕ { ìÁŒÌÜÎÄÕ ÐÒÁŒÉÌ.

(Â) ðÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊ- ÎÏÓÔÉ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ. íÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ p, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÕ { ìÁŒÌÜÎÄÕ (ÐÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔ Œ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ÒÁŒÅÎ p) É ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ŒÙ- ÞÉÓÌÉÍÁÑ ÍÅÒÁ —_p ÎÁ �, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍ ÉÓÐÙÔÁÎÉÑÍ, Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÓÐÅÈÁ ÒÁŒÎÁ p).

ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ F É G, ÚÁÄÁÀÝÅÅ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÅ ÐÏ íÉÚÅ- ÓÕ { þčÒÞÕ ÐÒÁŒÉÌÏ ŒÙÂÏÒÁ.

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÃÅÌÏÇÏ n É ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ q ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ D_{n;q} ŒÓÅÈ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÏÌÑ ÅÄÉÎÉÃ ÂÏÌØÛÅ q. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ q > p É ÐÒÉ n → ∞ ÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ D_{n;q} (ÔÏÞÎÅÅ, —_p-ÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ D_{n;q} ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÅÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÁÞÁÌÏ Œ D_{n;q}) ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÕÂÙŒÁÅÔ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ S_{F;G}, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ !, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ ŒÙÂÏÒÁ ÄÁčÔ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n É ÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉÃ ÓÒÅÄÉ ÐÅÒŒÙÈ n ŒÙÂÒÁÎÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ ÂÏÌØÛÅ q. ìÅÇËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ —_p-ÍÅÒÁ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ —_p(D_{n;q}).

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ t | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÄŒÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ k − 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÓÌÏŒ- ÎÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ k-ÁÑ ÐÏ ÓÞčÔÕ ŒÙÂÒÁÎÎÁÑ (ŒËÌÀÞčÎÎÁÑ Œ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ) ËÁÒÔÏÞËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ ÞÔÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÞÌÅÎÙ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÌÏŒÏ t É ÄÏ ŒÙÂÏÒÁ k-Ê ËÁÒÔÏÞËÉ ŒÏÏÂÝÅ ÄÅÌÏ ÄÏÊÄčÔ. üÔÁ ÕÓÌÏŒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÁ p, ÐÏÓËÏÌØËÕ Ë ÍÏÍÅÎÔÕ ÐÅÒÅŒÏÒÁÞÉŒÁÎÉÑ k-Ê ËÁÒÔÏÞËÉ Åč ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ ÅÝč ÎÉËÁË ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÏÓØ É ÍÙ ÍÏÖÅÍ ĂÏÔÌÏÖÉÔØĄ ÂÒÏÓÁÎÉÅ ÍÏÎÅÔÙ ÄÏ ÜÔÏÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ. âÏÌÅÅ ÆÏÒ- ÍÁÌØÎÏ, ÓÏÂÙÔÉÅ, ËÏÔÏÒÏÅ ÆÉÇÕÒÉÒÕÅÔ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÞčÔÎÙÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ

ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍÕ ÈÏÄÕ ÐÒÏ- ÃÅÓÓÁ ŒÙÂÏÒÁ ŒÐÌÏÔØ ÄÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, ËÏÇÄÁ ŒÙÂÒÁÎÁ (ÎÏ ÅÝč ÎÅ ÐÅÒÅŒčÒÎÕÔÁ) k-Ñ ËÁÒÔÏÞËÁ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ËÁËÉÅ ËÁÒÔÏÞËÉ ÐÅÒÅŒčÒÎÕÔÙ É ÞÔÏ Œ ÎÉÈ ÏËÁÚÁÌÏÓØ). œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÕÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, ËÁËÁÑ ËÁÒÔÏÞËÁ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ŒÙÂÒÁÎÁ, É ÜÔÏÔ ŒÁÒÉÁÎÔ ÒÁÚ- ÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ Œ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ p : (1 − p) Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÑ ÜÔÏÊ ËÁÒÔÏÞËÉ. ïÔÓÀÄÁ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ŒÙÄÅÌÅÎÎÏÅ ËÕÒÓÉŒÏÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ïÓÔÁčÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÊ ÐÒÏÏÂÒÁÚ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÉÍÅÅÔ ÍÁÌÕÀ ÍÅÒÕ (ÂÙÓÔÒÏ ÕÂÙŒÁÀÝÕÀ Ó ÒÏÓÔÏÍ n), ÎÏ ÅÝč É ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍ (ÌÀÂÏÊ ÉÚ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎËÃÉÊ F É G É ÐÏÔÏÍÕ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔÓÑ), ÐÏÜÔÏÍÕ, ËÁË É Œ ÕÓÉÌÅÎÎÏÍ ÚÁËÏÎÅ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ, ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ÄÌÑ ËÁÖÄÏ- ÇÏ q | ÓŒÏč). œÓÅ ÜÔÉ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (Á ÔÁËÖÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Ó ÞÁÓÔÏÔÁÍÉ ÍÅÎØÛÅ p) ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ. ▷

œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÔÁËÏÅ ÕÓÉÌÅÎÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ (Â): ÅÓÌÉ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ p_n ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ Œ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ (0; 1) ŒÙÞÉÓÌÉÍÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ p ∈ (0; 1), ÔÏ ŒÓÑËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÍÅÒ (ÉÓÐÙÔÁÎÉÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÄÁÞÉ Œ i-Í ÉÓÐÙÔÁÎÉÉ ÒÁŒÎÁ p_i), ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÕ { ìÁŒÌÜÎÄÕ Ó ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÞÁÓÔÏÔ p.

üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÉÔ ÎÁÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÉÍÅÒÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÕ { ìÁŒÌÜÎÄÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Ó ÐÌÏÈÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ (ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉÃ, ÞÅÍ ÎÕÌÅÊ É ÄÒÕÇÉÅ).

ðÏËÁ ÖÅ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ Œ ÄÒÕÇÏÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ É ÐÏËÁÚÁÔØ | ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÒÁŒÎÏ- ÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ, | ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÕ { ìÁŒÌÜÎÄÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ É íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ { äÜÌÉ) ÉÍÅÅÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ (ÔÅÏÒÅÍÁ íÕÞÎÉËÁ).

Theorem 167. [muchnik-complexity] ðÕÓÔØ ! ∈ � ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ KS (!_0 : : : !_{n−1}) < ¸n ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ¸ < 1 É ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n. ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÕ { ìÁŒÌÜÎÄÕ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÃÅÎÅ ĂÉÎÓÁÊÄÅÒÓËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉĄ Œ ÉÇÒÁÈ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÍÉ ÓÔÁŒËÁÍÉ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÅÇÏ ÓÆÏÒÍÕ- ÌÉÒÕÅÍ É ÄÏËÁÖÅÍ, Á ÐÏÔÏÍ ÐÅÒÅÊÄčÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 167.

ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ËÒÕÐØÅ ÂÒÏÓÁÅÔ ÍÏÎÅÔÕ ÒÁÚ ÚÁ ÒÁÚÏÍ, É ÐÅÒÅÄ ËÁÖÄÙÍ ÂÒÏÓÁÎÉÅÍ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÄÅÌÁÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÓÔÁŒËÕ u ∈ [−1; 1] (ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ u ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÓÔÁŒËÁÍ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ, ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ | ÎÁ ÎÕÌØ). ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ u ÒÕÂÌÅÊ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÁÄÁÅÔ ÅÄÉÎÉÃÁ, É (−u) ÒÕÂÌÅÊ, ÅÓÌÉ ŒÙÐÁÄÁÅÔ ÎÕÌØ.

œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÉÇÒ Ó ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁÍÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÔÁŒËÁ ŒÓÅÇÄÁ ÅÓÔØ 1, ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÓËÏÌØËÏ ÍÙ ŒÙÉÇÒÁÌÉ ÉÌÉ ÐÒÏÉÇÒÁÌÉ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÁÒÔÉÑÈ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁÛ ÐÒÏÉÇÒÙÛ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ | Á ÒÁÎØÛÅ ÏÎ ÂÙÌ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ËÁÐÉÔÁÌÏÍ).

œÏ ÉÚÂÅÖÁÎÉÅ ÐÕÔÁÎÉÃÙ ÐÏÄÞÅÒËÎčÍ ÅÝč, ÞÔÏ ÍÙ ÄÅÌÁÅÍ ÓÔÁŒËÉ Œ ÔÏÍ ÖÅ ÐÏÒÑÄËÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÍÏÎÅÔÕ ÂÒÏÓÁÀÔ (ÎÉËÁËÉÈ ÎÅÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÐÒÁŒÉÌ ŒÙÂÏÒÁ ÐÏËÁ ÎÅÔ).

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ ÚÁÒÁÎÅÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^s ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ s < n. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÝÁÑ ŒÙÉÇÒÙÛ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n − s ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A (ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÒÏÓÁÎÉÊ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÓÌÏŒÕ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A).

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÙ ÚÁÒÁÎÅÅ ÚÎÁÅÍ ÒÅÚÕÌØ- ÔÁÔÙ ŒÓÅÈ ÂÒÏÓÁÎÉÊ), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÉÇÒÁÔØ n ÒÕÂÌÅÊ (ÞÔÏ ÎÅ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÏ: Œ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÔÉÉ ÍÙ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÍ ÒÕÂÌØ). (œ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÍ ŒÙÛÅ ĂÍÁÒÔÉÎÇÁÌØÎÏÍĄ ŒÁÒÉÁÎÔÅ ÉÇÒÙ ŒÙÉÇÒÙÛ ÂÙÌ ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌØÛÅ: 2^n.) åÓÌÉ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ k ÂÒÏÓÁÎÉÊ, ÔÏ ÐÏ ÌÅÍÍÅ ÍÏÖÅÍ ŒÙÉÇÒÁÔØ k ÒÕÂÌÅÊ (ÞÔÏ ÔÏÖÅ ÎÅÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÏ). þÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ: ÐÕÓÔØ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÏÒÌÏŒ ÂÕÄÅÔ ÞčÔÎÏ (ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ s = n − 1). ìÅÍ- ÍÁ ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ŒÙÉÇÒÁÔØ ÒÕÂÌØ. ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ËÁË: ÎÕÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ ÎÕÌÅŒÙÅ ÓÔÁŒËÉ ÄÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÍÏÍÅÎÔÁ, Á ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÂÒÏÓÁÎÉÑ ÎÁÍ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÉÚŒÅÓÔÅÎ, É ÎÁ ÎÅÇÏ ÎÁÄÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÔÁŒËÕ.

ðÏÓÌÅ ÜÔÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÏÂÝÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ. œ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÎÁÍ ÉÚŒÅÓÔÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË w ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ÐÕÓÔØ ÅÇÏ ÄÌÉ- ÎÁ j). éÍÅÅÔÓÑ 2^{n−j} ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ ÓÌÏŒÁ w, ÉÍÅÀÝÉÈ ÄÌÉÎÕ n, ÏÄÎÁËÏ ÎÅ ŒÓÅ ÏÎÉ ÐÒÉÎÁÄ- ÌÅÖÁÔ A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÓÌÏŒÎÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ Œ A ÐÏÓÌÅ w (ÄÏÌÀ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ, ÐÏÐÁÄÁÀÝÉÈ Œ A); ÍÉÎÕÓ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÜÔÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÎÁÚÏŒčÍ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÍ ËÁÐÉÔÁÌÏÍ ÉÇÒÏËÁ.

œÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÔ ËÁÐÉÔÁÌ ÒÁŒÅÎ n − s. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ŒÙÂÒÁÔØ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ (ÔÁË ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÒÁÚÍÅÒ ÓÔÁŒÏË Œ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ), ÞÔÏÂÙ ÓÕÍÍÁ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÏÇÏ É ÒÅ- ÁÌØÎÏÇÏ ËÁÐÉÔÁÌÁ ÎÅ ÕÂÙŒÁÌÁ. ôÏÇÄÁ Œ ËÏÎÃÅ ÉÇÒÙ, ËÏÇÄÁ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÊ ËÁÐÉÔÁÌ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ (ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÓÈÏÄÏŒ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ŒÎÕÔÒÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A), ÒÅÁÌØÎÙÊ ËÁÐÉÔÁÌ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n − s, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

ðÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ? ðÕÓÔØ Œ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÙÊ ËÁÐÉÔÁÌ ÒÁŒÅÎ (− log p) (ÇÄÅ p | ÔÅËÕÝÁÑ ÄÏÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ A ÓÒÅÄÉ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ). úÎÁÑ A, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ ÜÔÏÔ ËÁÐÉÔÁÌ, Á ÔÁËÖÅ ÕÚÎÁÔØ, ËÁË ÏÎ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÎÕÌÑ É ÅÄÉÎÉÃÙ: ÐÏÓÌÅ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÎÕÌÑ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÅÎ (− log p_0), Á ÐÏÓÌÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÅÎ (− log p_1), ÇÄÅ p_0 É p_1 | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÄÏÌÉ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ p = (p_0 + p_1)=2. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÊ ÒÁÚÍÅÒ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÓÔÁŒËÉ d, ÞÔÏÂÙ Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÓÕÍÍÁ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÏÎÎÏÇÏ É ÒÅÁÌØÎÏÇÏ ËÁÐÉÔÁÌÁ ÎÅ ÕÍÅÎØÛÉÌÁÓØ:

− log p_0 − d ⩾ − log p; − log p_1 + d ⩾ − log p;

ÉÌÉ, ÒÁÚÒÅÛÁÑ ÜÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ d,

− log p_0 + log p ⩾ d ⩾ − log p + log p_1 − log(p_0=p) ⩾ d ⩾ log(p_1=p)

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ d ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ p=p_0 ⩾ p_1=p, ÔÏ ÅÓÔØ p^2 ⩾ p_0p_1 (Á ÜÔÏ ÔÁË ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍ É ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ). úÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, p_0 É p_1 ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2p, ÐÏÜÔÏÍÕ ÇÒÁÎÉÃÙ ÄÌÑ d (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÁÍÏ d) ÎÅ ŒÙÈÏÄÑÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁ [−1; 1]. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

üÔÁ ÌÅÍÍÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

Theorem 168. [muchnik-preliminary] ðÕÓÔØ K | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ KS , Á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ∈ � ÔÁËÏŒÁ, ÞÔÏ

K(!_0 : : : !_{n−1}) ⩽ ¸n

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ¸ < 1 É ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n. ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ.

◁ äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÐÉÓÏË A_n ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ K ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ¸n. üÔÏÔ ÓÐÉÓÏË ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{ffn+O(1)} ÓÌÏŒ. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÐÏÐÁÄÁÅÔ Œ A_n. äÌÑ ÜÔÉÈ n ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÐÏ ÌÅÍÍÅ (ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_n) ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÂÕÄÅÔ ŒÙÉÇÒÙŒÁÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ (1 − ¸)n ÒÕÂÌÅÊ ÐÒÉ ÉÇÒÅ Ó ÎÁÞÁÌØÎÙÍ ÏÔÒÅÚËÏÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÄÌÉÎÙ n.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÙÓÔÒÏ ÒÁÓÔÕÝÉÈ n_i (ÎÁÓËÏÌØËÏ ÂÙÓÔÒÏ, ÞÔÏ n_{i−1}=n_i → 0) É ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÄÌÑ A_{ni} Œ ÏÄÎÕ. æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÄÌÑ A_{ni} ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÍÅÎÑÔØÓÑ ÎÅ ÎÁ ŒÓčÍ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ n_i, Á ÌÉÛØ ÐÏÓÌÅ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ n_{i−1}, ÞÔÏ, ÐÏ ÎÁÛÅÍÕ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÁÌÕÀ ÄÏÌÀ ÏÔ n_i. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÏÅÄÉÎčÎÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÂÕÄÅÔ ÕÓÐÅÛÎÁ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ ŒÙÉÇÒÙÛ Åč ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ n ÂÕÄÅÔ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔØ "n ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ " > 0 É ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ n. (äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÚÑÔØ " < 1 − ¸ É n = n_i ÐÒÉ ÂÏÌØÛ«ÉÈ i.)

á ÜÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ (ÔÅÏÒÅÍÁ 145, Ó. 233). ▷ ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÕÖÅ ÇÏÔÏŒÙ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 167.

◁ ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÐÒÏŒÅÄčÎÎÙÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ A_n ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n, ÉÍÅÀÝÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ¸n. ïÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÉÍÅÒÎÏ 2^{ffn} ÓÌÏŒ, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !. îÏ ÔÏÌØËÏ ÔÅÐÅÒØ ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÐÉÓÏË ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_n, Á ÍÏÖÅÍ ÌÉÛØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÜÔÉ ÓÌÏŒÁ (ÎÅ ÚÎÁÑ ÎÉ Œ ËÁËÏÊ ÍÏÍÅÎÔ, ŒÓÅ ÌÉ ÓÌÏŒÁ ÕÖÅ ÐÏ- ÑŒÉÌÉÓØ ÉÌÉ ÅÝč ÎÅÔ). ðÒÅÏÄÏÌÅÔØ ÜÔÕ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ, ŒÓÐÏÍÎÉŒ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÒÁÚÒÅÛÅÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÎÅÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙÂÏÒÁ. œÏÔ ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ.

óÎÏŒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÙÓÔÒÏ ÒÁÓÔÕÝÕÀ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ n_i, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, n_i = i! òÁÚÏÂØčÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÉ, ÐÒÏŒÅÄÑ ÇÒÁÎÉÃÙ Œ ÔÏÞËÁÈ n_i; ÄÌÉÎÁ i-ÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÂÕÄÅÔ n_i − n_{i−1}. îÅÍÎÏÇÏ ÕŒÅÌÉÞÉŒ ¸, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ i-ÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ¸, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ÅÇÏ ÄÌÉÎÕ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÕÄÅÌØÎÁÑ (Œ ÒÁÓÞčÔÅ ÎÁ ÂÕËŒÕ) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ i-ÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ¸. ðÕÓÔØ A_i | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n_i − n_{i−1}, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÄÅÌØÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ¸. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ i-ÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !, ËÏ- ÔÏÒÙÊ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ !^i, ÌÅÖÉÔ Œ A_i (ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛ«ÉÈ i), É ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_i, ÚÎÁÑ i.

ðÕÓÔØ t_i | ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏŒ ÜÔÏÇÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÕÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ, ÐÒÅÖÄÅ ÞÅÍ !_i ÐÏÑŒÉÔÓÑ Œ A_i. âÕÄÅÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÞčÔÎÙÅ É ÎÅÞčÔÎÙÅ ÎÏÍÅÒÁ, É ÓÒÁŒÎÉÍ ÓÏ- ÓÅÄÎÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ t_{2m} É t_{2m+1}. ôÒÉŒÉÁÌØÎÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ: ÌÉÂÏ t_{2m} ⩽ t_{2m+1}, ÌÉÂÏ t_{2m+1} ⩽ t_{2m} (Á ÍÏÖÅÔ, É ÔÏ, É ÄÒÕÇÏÅ). þÔÏ ÜÔÏ ÎÁÍ ÄÁčÔ? á ŒÏÔ ÞÔÏ: ÏÄÎÁ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÍÏÖÅÔ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ (ÎÅ ÄÅÌÁÑ ÓÔÁŒÏË, Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ) ÕÞÁÓÔÏË !^{2m}, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ A_{2m} ÄÏ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ !^{2m}, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ t_{2m}. úÁÔÅÍ ÜÔÁ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÄÅÌÁÅÔ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ (ÔÏ ÅÓÔØ t_{2m}) ÛÁÇÏŒ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_{2m+1}, ÎÁÄÅÅÔÓÑ ÎÁ ÔÏ, ÞÔÏ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏÅ ÅÊ !_{2m+1} ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_{2m+1} É ÄÅÌÁÅÔ ÓÔÁŒËÉ ËÁË Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ. üÔÏ ÐÒÉŒÅÄčÔ Ë ÕÓÐÅÈÕ, ÅÓÌÉ t_{2m} ⩾ t_{2m+1}; Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÓč ÐÒÏ- ÉÇÒÁÔØ. îÏ ÔÏÇÄÁ ÐÁÒÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÏÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔ !_{2m+1}, ÎÁÈÏÄÉÔ t_{2m+1}, Á ÚÁÔÅÍ ÄÅÌÁÅÔ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ ÛÁÇÏŒ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ A_{2m}, ÂÕÄÅÔ ÕÓÐÅÛÎÏÊ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ m Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÐÁÒÁ ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ (ÓÏ ÓÔÁŒËÁÍÉ Œ ÐÒÏÍÅÖÕÔ- ËÅ [−1; 1]), ÏÄÎÁ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÓÐÅÛÎÏÊ (ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 1 − ¸ Œ ÒÁÓÞčÔÅ ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÓÄÅÌÁÎÎÕÀ ÓÔÁŒËÕ). (æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÔÁËÉÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÉÍÅÀÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛ«ÉÈ m, ÎÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒÓÅ ÍÅÎØÛÉÅ ÐÒÏÐÕÓÔÉÔØ.) ïÄÎÁ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ É (ËÁË Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 145) ÐÒÉÂÌÉÖÁÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÉÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÁŒÉÌ ŒÙÂÏÒÁ, ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÈ ÐÏ þčÒÞÕ. þÉÓÌÏ ÐÒÁŒÉÌ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÊ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ; ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ÂÙÌÁ ÍÁÌÁ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó 1 − ¸, É ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÄÌÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ (ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÇÏ ÏÔ m) ÞÉÓÌÁ ÐÒÁŒÉÌ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ N. äÒÕÇÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÎÅÍÏÎÏÔÏÎÎÁ, É ÐÏÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ N ÐÒÁŒÉÌ ŒÙÂÏÒÁ, ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÈ ÐÏ ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÕ { ìÁŒÌÜÎÄÕ. œÓÅÇÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ 2N ÐÒÁŒÉÌ ŒÙÂÏÒÁ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÄÅÌÏ Ó ÄŒÕÍÑ ÓÏ- ÓÅÄÎÉÍÉ ÕÞÁÓÔËÁÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

óÏÅÄÉÎÑÑ ÐÒÁŒÉÌÁ ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ, ÐÏÌÕÞÉÍ 2N ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÈ ÐÏ ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÕ { ìÁ- ŒÌÜÎÄÕ ÐÒÁŒÉÌ ŒÙÂÏÒÁ. œÓÐÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ n_{i−1}=n_i ÍÁÌÏ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ŒÙÂÏÒÁ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÐÏÞÔÉ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔ ÞÁÓÔÏÔÕ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ m ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ 2N ÐÒÁŒÉÌ ÄÁčÔ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÞÁÓÔÏÔÙ. úÎÁÞÉÔ, ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÄÁčÔ ÔÁËÏÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÉÈ m, É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÕ { ìÁŒÌÜÎÄÕ.

ôÅÏÒÅÍÁ 167 ÄÏËÁÚÁÎÁ. ▷ éÚ ÎÅč (É ÔÅÏÒÅÍÙ 163) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÔÁËÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ:

Theorem 169. [daley-not-kolmogorov] óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ { äÜÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÕ { ìÁŒÌÜÎÄÕ.

9.13. óÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÐÏ ÉÚÍÅÎčÎÎÏÊ ÍÅÒÅ

[miseslamb] œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÉÚÌÏÖÉÍ ÍÅÔÏÄ (ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÙÊ ìÁÍÂÁÌØÇÅÎÏÍ [28]), Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓÔÒÏÉÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÕ { ìÁŒÌÜÎÄÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Ó ÒÁÚÎÙÍÉ ĂÐÁÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉĄ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ (ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ, Ó ÐÒÅŒÙÛÅÎÉÅÍ ÎÕÌÅÊ ÎÁÄ ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ Œ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ É ÄÒÕÇÉÅ).

9.13.1. óÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÐÏ ÄŒÕÍ ÍÅÒÁÍ

[kakutani-section] äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÏÂÓÕÄÉÍ ŒÏÐÒÏÓ, ÉÍÅÀÝÉÊ É ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ: ÎÁÓËÏÌØËÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÓÌÕ- ÞÁÊÎÏÓÔØ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÁÎÎÏÊ ÍÅÒÙ) ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÍÅÒÙ?

œÏÔ ÄŒÁ ÐÒÉÍÅÒÁ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ.

ðÒÉÍÅÒ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÕÀ ÍÅÒÕ —, Á ÔÁËÖÅ ÍÅÒÕ —^′, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÓÐÙÔÁÎÉÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÐÒÉÞčÍ ŒÏ ŒÓÅÈ, ËÒÏÍÅ ÐÅÒŒÏÇÏ, ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÓÐÅÈÁ ÒÁŒÎÁ 1=2, Á Œ ÐÅÒŒÏÍ ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ, ÓËÁÖÅÍ, 2=3. éÎÔÕÉÔÉŒÎÏ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ: Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Œ ÐÅÒŒÏÍ ÉÓÐÙÔÁÎÉÉ ŒÏÚÍÏÖÎÙ ÏÂÁ ÉÓÈÏÄÁ (É ÐÏ ÔÏÊ, É ÐÏ ÄÒÕÇÏÊ ÍÅÒÁÍ), Á ÄÁÌØÛÅ ÍÅÒÙ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ. üÔÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÔÁË ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÒÁÚÕÍÎÙÈ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ. íÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒ — É —^′ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÅÒÙ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ

Œ ÄŒÁ ÒÁÚÁ). ïÔÓÀÄÁ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ ÐÏ ÜÔÉÍ ÍÅÒÁÍ ÂÕÄÕÔ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

200 ëÁË ÄÏËÁÚÁÔØ ÜÔÏ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ËÒÉÔÅÒÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ?

201 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ (ÐÏ ÍÅÒÁÍ — É —^′) ÂÕÄÕÔ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ.

ðÒÉÍÅÒ 2. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÕÀ ÍÅÒÕ —, Á ÔÁËÖÅ ÍÅÒÕ —^′, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÓÐÙÔÁÎÉÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ É ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÓÐÅÈÁ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÈ ÒÁŒÎÁ 2=3. íÏÖÅÔ ÌÉ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÙÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ (ÓËÁÖÅÍ, ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ) ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ — É —^′? œ ÐÏÌÎÏÍ ÓÏÇÌÁÓÉÉ Ó ÎÁÛÅÊ ÉÎÔÕÉÃÉÅÊ, ÎÅÔ | Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ ÐÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔ ÒÁŒÅÎ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÕÓÐÅÈÁ, Á 1=2 ≠ 2=3.

œÏÚÎÉËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ. ðÕÓÔØ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄŒÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÅÌ p_i; p^′_i ∈ (0; 1). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÅÒÙ — É —^′ ÎÁ �, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍ ÉÓÐÙÔÁ- ÎÉÑÍ, ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÓÐÅÈÁ Œ i-Í ÒÁŒÎÁ p_i ÄÌÑ ÍÅÒÙ — É p^′_i ÄÌÑ ÍÅÒÙ —^′. þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ËÌÁÓÓÁÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÍÅÒ? åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÖÉ- ÄÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÂÌÉÚËÉÈ p_i É p^′_i ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, Á ÐÒÉ ÓÉÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÈÓÑ p_i É p^′_i ËÌÁÓÓÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÄÏÌÖÎÙ ÐÅÒÅÓÅËÁÔØÓÑ.

íÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÁË É ÅÓÔØ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÏÔÄÅÌčÎÎÙÈ ÏÔ 0 É 1 ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ p_i É p^′_i ÌÅÖÁÔ Œ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ("; 1 − ") ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ". ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ p_i É p^′_i ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÑÍÉ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ÉÎÁÞÅ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌÁ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ).

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÁËÏÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ (ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ëÁËÕÔÁÎÉ):

Theorem 170. [kakutani-constructive] (Á) åÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ∑ (p_i − p^′_i)^2 ËÏÎÅÞÎÁ, ÔÏ ËÌÁÓÓÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒ — É —^′ ÓÏŒÐÁ- ÄÁÀÔ.

(Â) åÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ∑ (p_i − p^′_i)^2 ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ, ÔÏ ÜÔÉ ËÌÁÓÓÙ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ.

◁ ëÁÖÅÔÓÑ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÐÕÎËÔ (Á) ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ∈ � ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÐÏ ÍÅÒÅ —, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍ p_i. ôÏÇÄÁ (ÍÏÎÏ- ÔÏÎÎÁÑ) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Åč ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÄÌÉÎÙ n ÂÌÉÚËÁ Ë ÌÏÇÁÒÉÆÍÕ ÅÇÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁŒÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ_{n−1} ∏ i=0 r_i

ÇÄÅ r_i = p_i ÐÒÉ !_i = 1 É r_i = 1 − p_i ÐÒÉ !_i = 0. åÓÌÉ p_i ÂÌÉÚËÏ Ë p^′_i, ÔÏ r_i ÂÌÉÚËÏ Ë r^′_i (ÇÄÅ r^′_i ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÌÑ ÄÒÕÇÏÊ ÍÅÒÙ). ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ŒÓÅÈ r_i ÂÌÉÚËÏ Ë ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ ŒÓÅÈ r^′_i, ÔÁË ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÍÅÒÅ ŒÌÅÞčÔ ÚÁ ÓÏÂÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ É ÐÏ ÄÒÕÇÏÊ.

üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÆÏÒÍÁÌÉÚÏŒÁÔØ, ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÍ ÐÒÉÄčÔÓÑ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ_{n−1} ∑ i=0 (− log r_i) − n−1∑ i=0 (− log r^′_i)

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ; ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÔÁË, ËÏÇÄÁ ∑ |p_i − p^′_i| < ∞ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ p_i É p^′_i ÏÔÄÅÌčÎÎÙÍÉ ÏÔ ÎÕÌÑ É ÅÄÉÎÉÃÙ). á ÜÔÏ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÎÁÍ ÄÁÎÏ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ; ÎÁÍ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÌÉÛØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ.

ëÁË ÖÅ ÂÙÔØ? úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÕÐÏÍÑÎÕÔÁÑ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÂÙÌÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ ÍÅÒÅ — ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ

KM (!_0 : : : !_{n−1}) = n−1∑ i=0 (− log r_i) + O(1)

(ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ), ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÅÒÈÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÙ, Œ ÞÁÓÔ- ÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ —^′) ÄÁčÔ ÎÁÍ n−1∑ i=0 (− log r_i) ⩽ n−1∑ i=0 (− log r^′_i) + O(1)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÒÁÚÎÉÃÕ ÍÅÖÄÕ r^′_i − r_i ÞÅÒÅÚ ‹_i. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÜÔÏ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ É ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÑÍ, ÐÏÌÕÞÉÍ (ŒÅÒÎÏÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ) ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ n−1∏ i=0 r_i ⩾ n−1∏ i=0 (r_i + ‹_i)

íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ∑ i ‹^2_i < ∞ É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ‹_i → 0 ÐÒÉ i → ∞. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅ ‹_i ÍÅÎØÛÅ ÞÉÓÌÁ ", ÏÔÄÅÌÑÀÝÅÇÏ ÎÁÛÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÔ ÎÕÌÑ É ÅÄÉÎÉÃÙ. éÚÍÅÎÉŒ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÞÌÅÎÏŒ p^′_i (ÞÔÏ ÎÅ ŒÌÉÑÅÔ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ i. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÅÒÕ —^{′′}, ĂÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÕÀĄ ÍÅÒÅ —^′ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ — (ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ p_i ÅÓÔØ ÓÅÒÅÄÉÎÁ ÏÔÒÅÚËÁ [p^′_i; p^{′′}_i ]). äÌÑ ÜÔÏÊ ÍÅÒÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÌÉÛØ ÚÎÁËÏÍ ÐÒÉ ‹_i: n−1∏ i=0 r_i ⩾ n−1∏ i=0 (r_i − ‹_i)

(ÏÎÏ ÔÁËÖÅ ŒÅÒÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ). ðÅÒÅÍÎÏÖÉÍ ÜÔÉ ÄŒÁ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ: n−1∏ i=0 r^2_i ⩾ n−1∏ i=0 (r^2_i − ‹^2_i )

á ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (ÓÁÍÏ ÐÏ ÓÅÂÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ, É ÄÁÖÅ ÂÅÚÏ ŒÓÑËÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ), Œ ÓÉÌÕ ÎÁÛÉÈ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÊ Ï ‹_i ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ É ÏÔÄÅÌčÎÎÏÇÏ ÏÔ ÎÕÌÑ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ): ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÉÚ ËÕÒÓÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ, ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÒÏÉÚŒÅ- ÄÅÎÉÅ ∏ (1 − h_i) ÂÏÌØÛÅ ÎÕÌÑ (ÐÒÉ 0 < h_i < 1) ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ∑ h_i < ∞.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, É ÏÂÁ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÅÍÙÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 82) ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÁ É ÐÏ ÍÅÒÅ —^′ (Á ÔÁËÖÅ —^{′′}, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÁÓ ÎÅŒÁÖÎÏ). õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (Á) ÄÏËÁÚÁÎÏ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (Â) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÉÓÐÙÔÁÎÉÑ, É ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÅÇÏ ÓÒÁÚÕ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÓÍ. ÎÉÖÅ ÔÅÏ- ÒÅÍÕ 171). ▷

202 ðÕÓÔØ p_0; p_1; p_2; : : : É p^′_0; p^′_1; p^′_2; : : : ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ("; 1 − ") ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ " > 0, Á ÍÅÒÙ — É —^′ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍ ÉÓÐÙÔÁÎÉÑÍ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ p_i É p^′_i. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ∑ (p_i − p^′_i)^2 < ∞, ÔÏ ÎÕÌÅŒÙÍÉ ÐÏ ÍÅÒÁÍ — É —^′ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÏÄÎÉ É ÔÅ ÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. [õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 170 Œ ÒÅÌÑÔÉŒÉÚÏŒÁÎÎÏÍ ŒÁÒÉÁÎÔÅ É ÚÁÍÅÔØÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÏÒÁËÕÌ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÒÙ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙ, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÅ.]

[œÏ ÞÔÏ ÐÒÅŒÒÁÔÉÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÅÓÌÉ ÒÁÚŒÅÒÎÕÔØ ŒÓÅ ÓÓÙÌËÉ ÎÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÞÉÓÔÏ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ???]

ðÕÓÔØ — | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÍÅÒÁ ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ �, Á p(x) | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒÁÈ: p(x) = —(�_x). äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ÞÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ p(x) > 0), ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÕÓÌÏŒÎÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÐÏÓÌÅ x, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÅ p(1|x) = p(x1)=p(x). (åÓÌÉ ÂÒÏÓÁÎÉÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÜÔÁ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ ÄÌÉÎÙ ÓÌÏŒÁ x É ÏÂÏÚÎÁÞÁÌÁÓØ ÎÁÍÉ ÒÁÎØÛÅ ÞÅÒÅÚ p_i.)

åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ, ÐÏÍÉÍÏ ÍÅÒÙ, ÚÁÄÁÎÁ ÅÝč É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ∈ �, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÅÔØ ÕÓÌÏŒÎÙÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÉÓÅÌ

p_i = p(1|!_0 : : : !_{i−1}) = p(!_0 : : : !_{i−1}1)=p(!_0 : : : !_{i−1})

(ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÅÓÌÉ p ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÁÈ ÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ).

Theorem 171. [kakutani-vovk] åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕÞÁÊÎÁ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒ- ÔÉÎ-ìčÆÁ ÐÏ ÄŒÕÍ ÍÅÒÁÍ — É —^′, É ÞÉÓÌÁ p_i É p^′_i, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÅ ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÄÌÑ ÜÔÉÈ ÍÅÒ, ŒÓÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ("; 1 − ") ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ " > 0, ÔÏ ∑ i (p_i − p^′_i)^2 < ∞

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÐÒÑÍÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 170. ïÔÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÉÓÌÁ p_i ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÔÁË ËÁË ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌØ ÄÒÏÂÉ p(x1)=p(x) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÂÒÁÝÁÔØÓÑ Œ ÎÕÌØ (ÓÌÏŒÏ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÎÕÌÅŒÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ).

◁ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÅÔØÀ ÍÅÒÕ ~—, ËÏÔÏÒÁÑ ÕÓÒÅÄÎÑÅÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÄÌÑ ÍÅÒ — É —^′. á ÉÍÅÎÎÏ, ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÐÏÓÌÅ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÍÅÒÙ ~— ÒÁŒÎÁ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍÕ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ ÖÅ x Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÍÅÒ — É —^′. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÕÓÒÅÄÎÅÎÉÀ ÍÅÒ: ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ ~—(X) = (—(X) + —^′(X))=2, ÔÏÖÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÅÒÁ, ÎÏ ÓÏŒÓÅÍ ÄÒÕÇÁÑ!)

åÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁ, ÔÏ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Åč ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÏÔÒÅÚËÏŒ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

KM (!_0 : : : !_{n−1}) = n−1∑ i=0 (− log r_i) + O(1);

ÇÄÅ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, r_i = p_i ÐÒÉ !_i = 1 É r_i = (1 − p_i) ÐÒÉ !_i = 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ É ÄÌÑ r^′_i (ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÄÌÑ ÍÅÒÙ —^′), Á ÄÌÑ r̃_i (ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÐÏ ÍÅÒÅ ~—) ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÌÉÛØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÍÉÎÕÓ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÍÅÒÙ).

éÓËÌÀÞÁÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÒÁŒÅÎÓÔŒ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÕÓÌÏŒÎÙÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ: n−1∑ i=0 (− log r_i) ⩽ n−1∑ i=0 (− log r̃_i) + O(1); n−1∑ i=0 (− log r^′_i) ⩽ n−1∑ i=0 (− log r̃_i) + O(1):

ðÏÓÌÅ ÓÌÏÖÅÎÉÑ É ÄÅÌÅÎÉÑ ÐÏÐÏÌÁÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ n−1∑ i=0 (− log r_i) + (− log r^′_i) 2 ⩽ n−1∑ i=0 (− log r̃_i) + O(1);

œÓÐÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ r̃_i = (r_i + r^′_i)=2 É ÐÅÒÅÎÏÓÑ ŒÓč Œ ÏÄÎÕ ÞÁÓÔØ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ n−1∑ i=0 ( (− log r_i) + (− log r^′_i) 2 − ( − log r_i + r^′_i 2 )) ⩽ O(1)

ëÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ (ŒÙÐÕËÌÏÓÔØ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ) É ÐÏ ÐÏÒÑÄËÕ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÒÁŒÎÏ (r_i − r^′_i)^2, ÐÏÜÔÏÍÕ ∑ (r_i − r^′_i)^2 = ∑ (p_i − p^′_i)^2 < ∞, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ. ▷

ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÇÏŒÏÒÉÔÓÑ ÌÉÛØ Ï ÂÌÉÚÏÓÔÉ ÍÅÒ ŒÄÏÌØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ !, ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ ÏÂÅÉÍ ÍÅÒÁÍ; ÎÁ ÄÒÕÇÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔ É ÓÉÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÁÔØÓÑ.

203 ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ. [õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÅ ÍÅÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁ ÌÅŒÏÊ ÐÏÌÏŒÉÎÅ ÏÔÒÅÚËÁ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙ, Á ÎÁ ÐÒÁŒÏÊ ÓÉÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ.]

204 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ, Á ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ.

ðÒÉŒÅÄčÎÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÉÍÅÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÕÀ ÉÇÒÏŒÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ. ðÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÓÅÂÅ, ÞÔÏ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄŒÁ ÔÏÔÁÌÉÚÁÔÏÒÁ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÓÔÁŒËÉ ÎÁ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÊ (ËÁÖÄÏÅ ÓÏÂÙÔÉÅ ÉÍÅÅÔ ÄŒÁ ÉÓÈÏÄÁ: ÎÕÌØ É ÅÄÉÎÉÃÕ). ïÄÎÁËÏ ÉÈ ÏÒÇÁÎÉÚÁ- ÔÏÒÙ ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ ÏÃÅÎÉŒÁÀÔ ÛÁÎÓÙ É ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉÎÉÍÁÀÔ ÓÔÁŒËÉ ÎÁ ÒÁÚÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ. œ ÏÄÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ É ÎÕÌÑ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÒÁŒÎÙÍÉ p É q (É ÐÏÔÏÍÕ ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÎÁÑ ÎÁ 1 [0] ÓÕÍÍÁ ŒÏÚŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ 1=p [1=q]), Á Œ ÄÒÕÇÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÒÁŒÎÙÍÉ p^′ É q^′ (Á ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÒÁŒÎÙ 1=p^′ É 1=q^′). (œÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ p; p^′; q; q^′ ÍÏÇÕÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ ÏÔ ÓÏÂÙÔÉÑ Ë ÓÏÂÙÔÉÀ).

œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÕÞÁÓÔŒÏŒÁÔØ Œ ÄŒÕÈ ÉÇÒÁÈ, ÐÒÉÞčÍ ÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ Œ ÏÄÎÏÊ ŒÙÉÇÒÁÔØ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ p; q; p^′; q^′ ÏÔÄÅÌÅÎÙ ÏÔ ÎÕÌÑ É ÓÕÍÍÁ ∑ (p − p^′)^2 (ÐÏ ŒÓÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÏÂÙÔÉÊ) ÂÅÓËÏÎÅÞÎÁ, ÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ Œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÉÇÒ ÎÁÛ ŒÙÉÇÒÙÛ ÂÕÄÅÔ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ.

ëÁË ÜÔÏÇÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ? ðÕÓÔØ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÉÇÒÅ Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÁÐÉÔÁÌ u, ÏÃÅÎËÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ÒÁŒÎÁ p; p^′; q; q^′. ðÏÄÅÌÉÍ u ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÓÔÁŒËÁÍÉ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÌÅ ÉÇÒÙ ÎÁÛ ËÁÐÉÔÁÌ ÂÙÌ ÒÁŒÅÎ (p + p^′)u=2p (ÅÓÌÉ ŒÙÐÁÄÅÔ ÅÄÉÎÉÃÁ) É (q + q^′)u=2q (ÅÓÌÉ ŒÙÐÁÄÅÔ ÎÕÌØ). (ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÄÏÐÕÓËÁÅÔÓÑ ÐÒÁŒÉÌÁÍÉ ÉÇÒÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ËÁÐÉÔÁÌÁ ÐÏÓÌÅ ÐÁÒÔÉÉ ÒÁŒÎÏ u.) œÏ ŒÔÏÒÏÊ ÉÇÒÅ ËÁÐÉÔÁÌ v ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ÉÇÒÙ Œ (p + p^′)v=2p^′ (ÅÓÌÉ ŒÙÐÁÄÅÔ ÅÄÉÎÉÃÁ) É (q + q^′)v=2q^′ (ÅÓÌÉ ŒÙÐÁÄÅÔ ÎÕÌØ). âÕÄÅÍ ÓÌÅÄÉÔØ ÚÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅÍ ËÁÐÉÔÁÌÏŒ Œ ÏÂÅÉÈ ÉÇÒÁÈ. ïÎÏ ÕÍÎÏÖÁÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÎÁ (p + p^′)^2=4pp^′, ÌÉÂÏ ÎÁ (q + q^′)^2=4qq^′. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Ï ÓÒÅÄÎÅÍ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÍ É ÓÒÅÄÎÅÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ uv ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÌÏÇÁÒÉÆÍÁÍ É ÏÃÅÎÉŒÁÑ ÜÔÏÔ ÒÏÓÔ, ÌÅÇËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ (ÄÌÑ ÏÔÄÅÌčÎÎÙÈ ÏÔ ÎÕÌÑ p; p^′; q; q^′) ÐÒÉ ∑ (p − p^′)^2 = ∞ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ËÁÐÉÔÁÌÏŒ ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÈÏÔÑ ÂÙ Œ ÏÄÎÏÊ ÉÇÒÅ ËÁÐÉÔÁÌ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÍÅÒ ÓŒÏÊ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÕÓÌÏŒÎÙÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÏ ÏÂÅÉÍ ÍÅÒÁÍ ÏÔÄÅ- ÌÅÎÙ ÏÔ 0 É 1 É ÒÁÚÌÉÞÉÑ Œ ÕÓÌÏŒÎÙÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÈ ÉÍÅÀÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÓÕÍÍÕ ËŒÁÄÒÁÔÏŒ, ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÉÚ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎ.

205 ðÕÓÔØ p_0; p_1; p_2; : : : É p^′_0; p^′_1; p^′_2; : : : ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÉÎÔÅÒŒÁÌÅ ("; 1 − ") ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÇÏ " > 0, Á ÍÅÒÙ — É —^′ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍ ÉÓÐÙÔÁÎÉÑÍ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ p_i É p^′_i. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ∑ (p_i − p^′_i)^2 = ∞, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÍÅÒÕ 0 ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ — É ÍÅÒÕ 1 ÐÏ ÍÅÒÅ —^′. [õËÁÚÁÎÉÅ. éÓÐÏÌØÚÕÊÔÅ ÔÅÏÒÅÍÕ 171 Œ ÒÅÌÑÔÉŒÉÚÏŒÁÎ- ÎÏÍ ŒÁÒÉÁÎÔÅ, ŒÙÂÒÁŒ ÏÒÁËÕÌ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÓč ŒÙÞÉÓÌÉÍÏ. íÏÖÎÏ ŒÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÐÏŒÔÏÒÉÔØ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ó ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÁÍÉ.]

9.13.2. úÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÄÌÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ

[lln-variable] õÓÉÌÅÎÎÙÊ ÚÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ p ∈ (0; 1) É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÅÊ ÅÍÕ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅŒÏÊ ÍÅÒÙ —_p (ÉÓÐÙÔÁÎÉÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÓÐÅÈÁ Œ ËÁÖÄÏÍ ÒÁŒÎÁ p) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔ ÒÁŒÅÎ p, ÉÍÅÅÔ ÍÅÒÕ 1 (Á ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ÐÒÅÄÅÌÁ ÞÁÓÔÏÔ ÉÌÉ ÉÍÅÀÝÉÈ ÄÒÕÇÏÊ ÐÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ).

ðÕÓÔØ ÔÅÐÅÒØ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÎÅ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙ, É Œ i-Í ÉÓÐÙÔÁÎÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÓÐÅÈÁ ÒÁŒÎÁ p_i. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ p_i → p, ÔÏ ÐÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔ ÄÌÑ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÅÊ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÅÎ p. îÅ ŒÐÏÌÎÅ ÓÔÒÏÇÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ ÔÁË: ŒÏÚØÍčÍ ËÁËÏÅ-ÔÏ " > 0. œÓÅ ÞÁÓÔÏÔÙ p_i, ËÒÏÍÅ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ (Á ÉÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÎÅÂÒÅÞØ), ÍÅÎØÛÅ p + "=2. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ p_i ÎÁ p+"=2, ÔÏ ÐÏÞÔÉ ÎÁŒÅÒÎÏÅ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÅÓÔÁ ÞÁÓÔÏÔÁ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ p + ". úÎÁÞÉÔ, ÜÔÏ ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ÔÁË ÄÌÑ p_i < p + "=2 ÐÏ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ.

üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ (Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÔÒÕÄÏÍ, ŒÐÒÏÞÅÍ) ÓÄÅÌÁÔØ ÓÔÒÏÇÉÍ, ÎÏ ÍÙ ÐÒÅÄÐÏ- ÞÉÔÁÅÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀ ÏÃÅÎËÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÅÚÎÁ ŒÏ ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ. ïÎÁ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ — ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ �; ÐÕÓÔØ p | ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÅÊ ÆÕÎËÃÉÑ ÎÁ ÓÌÏŒÁÈ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x = x_0 : : : x_{n−1} ÄÌÉÎÙ n ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉ- ÓÌÏ ÅÄÉÎÉÃ m Œ ÜÔÏÍ ÓÌÏŒÅ, Á ÔÁËÖÅ ÓÕÍÍÕ p_0 +: : :+p_{n−1} ÕÓÌÏŒÎÙÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ Œ ËÁÖÄÏÊ ÅÇÏ ÐÏÚÉÃÉÉ:

p_i = p(x_0 : : : x_{i−1}1)=p(x_0 : : : x_{i−1}):

ïÂÅ ÜÔÉ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÓÌÏŒÁ x; ÎÁÛÁ ÏÃÅÎËÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ Ó ÂÏÌØÛÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ (ÐÏ ÍÅÒÅ —) ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ n ÜÔÉ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÂÕÄÕÔ ÂÌÉÚËÉ. œÏÔ ÔÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ (ÓÍÙÓÌ m É p_i ÏÂSSÑÓÎčÎ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ, ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÂÅÒčÔÓÑ ÐÏ ÍÅÒÅ —):

Theorem 172. [chernov-variable]

Pr[|m − (p_0 + : : : + p_{n−1})| > d] ⩽ 2e^{−d2=4n}

(úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ Œ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÎÅ ÎÕÖÎÙ; ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÒÅÞØ ÉÄčÔ Ï ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÅ, ŒÅÒÎÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏ- ÓÔÅÊ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÄÌÉÎÙ n.)

◁ ïÔÄÅÌØÎÏ ÏÃÅÎÉŒÁÅÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÉÚÂÙÔËÁ É ÎÅÄÏÓÔÁÞÉ; ÏÂÁ ŒÁÒÉÁÎÔÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

Pr[m − (p_0 + : : : + p_{n−1}) > d] ⩽ e^{−d2=4n}

íÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÏÂÙÞÎÙÊ ÐÒÉčÍ: ÓÔÒÏÉÍ ÄÒÕÇÕÀ ÍÅÒÕ —^′, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ —^′=— ŒÅ- ÌÉËÏ ÎÁ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ, ÐÏÐÁÄÁÀÝÉÈ Œ ÓÏÂÙÔÉÅ ÉÚ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ. (ïÔÎÏÛÅÎÉÅ —^′=— ÂÕÄÅÔ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ŒÅÌÉË, Á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ e^{d2=4n} ÎÁ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ.)

ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÑ ÍÅÒÙ ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÇÏ ÅÄÉ- ÎÉÃ, ÔÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ Œ ÎÏŒÏÊ ÍÅÒÅ ÎÕÖÎÏ ÕÓÌÏŒÎÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÃÙ ÕŒÅÌÉÞÉÔØ (ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó —). á ÉÍÅÎÎÏ, ÅÓÌÉ ÒÁÎØÛÅ ÐÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÕÓÌÏŒÎÙÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÃÙ É ÎÕÌÑ ÂÙÌÉ p É q, ÔÏ ÔÅÐÅÒØ ÍÙ ÐÏÌÏÖÉÍ ÉÈ ÒÁŒÎÙÍÉ

p^′ = p + "pq; q^′ = q − "pq;

ÇÄÅ " | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÍÅÎØÛÅÅ 1=2 (ÅÇÏ ÍÙ ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÏÚÖÅ). ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ p^′ É q^′ ÎÅ ŒÙÊÄÕÔ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1].

ðÏÌÕÞÁÅÍ ÎÏŒÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÄÌÉÎÙ n. œÏ ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÏÎÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÌÏŒÅ x ÄÌÉÎÙ n? ëÁÖÄÙÊ ÎÏŒÙÊ ÓÉÍŒÏÌ ÓÌÏŒÁ x ÄÁčÔ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ p^′=p (ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÂÙÌÁ ÅÄÉÎÉÃÁ) ÉÌÉ q^′=q (ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÂÙÌ ÎÕÌØ), ÇÄÅ p; q; p^′; q^′ | ÕÓÌÏŒÎÙÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÃÙ É ÎÕÌÑ Œ ÉÓÈÏÄÎÏÊ É ÉÚÍÅÎčÎÎÏÊ ÍÅÒÁÈ. ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÌÏÇÁÒÉÆÍÁÍ, ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÇÏ ÎÁÓ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ŒÅÌÉÞÉÎ

ln(p^′=p) = ln(1 + "q) ⩾ "q − ("q)^2 ⩾ "(1 − p) − "^2 ÉÌÉ ln(q^′=q) = ln(1 − "p) ⩾ −"p − ("p)^2 ⩾ −"p − "^2

ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÂÕËŒ ÓÌÏŒÁ x (Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ p É q); ÐÅÒŒÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÄÌÑ ÅÄÉÎÉÃÙ É ŒÔÏÒÏÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÄÌÑ ÎÕÌÑ. (íÙ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ln(1 + h) ⩾ h − h^2, ŒÙÐÏÌÎÅÎÎÏÅ ÐÒÉ ŒÓÅÈ |h| ⩽ 1=2.)

þÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÓÌÏÖÉÔØ ŒÓÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ? ðÏÍÉÍÏ ÏÂÝÅÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ", Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÂÕÄÅÔ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉÃ m (ÏÔ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ (1 − p) ÐÏ ÅÄÉÎÉÃÅ) ÍÉÎÕÓ ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ p_i, ÇÄÅ p_i | ÕÓÌÏŒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÍ ÍÅÓÔÅ Œ ÓÌÏŒÅ x, É ÅÝč ÍÉÎÕÓ n"^2: ln p^′(x) p(x)

⩾ "(m − ∑ p_i) − n"^2:

äÌÑ ÔÅÈ x, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ (Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅŒÙÛÅÎÉÅ ÂÏÌØÛÅ d) ÉÍÅÅÍ ln p^′(x) p(x)

> "d − n"^2 = "(d − n"):

üÔÏ ŒÅÒÎÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ " ∈ (0; 1=2), ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÙÂÅÒÅÍ ÔÏ ÉÚ ÎÉÈ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ, Á ÉÍÅÎÎÏ " = d=2n (ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊ d > n ÍÏÖÎÏ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ, ÔÁË ËÁË ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉÃ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ n, ÐÏÜÔÏÍÕ " = d=2n < 1=2).

ðÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ln p^′(x) p(x)

> d^2=4n É p^′(x) p(x)

> e^{d2=4n}

ÞÔÏ ÎÁÍ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. ▷

(ðÏÕÞÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ, ËÁËÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ÎÕ- ÌÉ É ÅÄÉÎÉÃÙ ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÙ. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉÃ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÏÖÉÄÁÅÍÏÅ n=2 ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 2 √ n, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=e, ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 2k √ n | ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=e^k. œÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÎÁÛÁ ÏÃÅÎËÁ ÎÅ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÁÑ | ÔÅÏÒÅÍÁ íÕÁŒÒÁ { ìÁÐÌÁÓÁ ÄÁčÔ ÎÅÍÎÏÇÏ ÌÕÞÛÅ | ÎÏ ÂÌÉÚËÁ Ë ÎÅÊ, ÏÔÌÉÞÉÅ ÌÉÛØ Œ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÅ Œ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅ ÜËÓÐÏÎÅÎÔÙ.)

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÐÏŒÔÏÒÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÕÓÉÌÅÎÎÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ Ó ÜÔÏÊ ÎÏŒÏÊ ÏÃÅÎËÏÊ É ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÁËÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ, ŒÅÒÎÕÀ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÍÅÒÙ — ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ �:

Theorem 173. äÌÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! = !_0!_1 : : :, ÒÁÓÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ ÐÏ ÍÅÒÅ —, ÐÏÞÔÉ ÎÁŒÅÒÎÏÅ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÁËÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ:

lim_{n→∞} (m n − p_0 + : : : + p_{n−1} n ) = 0;

ÇÄÅ m | ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉÃ ÓÒÅÄÉ !_0; !_1; : : : ; !_{n−1}, Á p_i | ÕÓÌÏŒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÐÏÓÌÅ !_0!_1 : : : !_{i−1}.

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÉÓÐÙÔÁÎÉÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, Á ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÕÓÐÅÈÁ p_i ÓÔÒÅÍÑÔÓÑ Ë ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÅÄÅÌÕ p, ÔÏ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÅÄÉÎÉÃÁ ÐÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔ ÒÁŒÅÎ p (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÅÄÅÌ ÓÒÅÄÎÉÈ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÈ (p_0 + : : : + p_{n−1})=n ÒÁŒÅÎ p).

íÙ, ÏÄÎÁËÏ, ÈÏÔÉÍ ÂÏÌØÛÅÇÏ | ÞÔÏÂÙ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÅÄÉÎÉÃÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÂÙÌÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ íÉÚÅÓÕ (Œ ÔÏÍ ÉÌÉ ÉÎÏÍ ŒÁÒÉÁÎÔÅ), ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÓÁÍÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÏ É ÄÌÑ Åč ĂÚÁËÏÎÎÏ ŒÙÂÒÁÎÎÙÈĄ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÐÒÅÄÅÌ ÞÁÓÔÏÔ ÒÁŒÎÑÌÓÑ p.

äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÐÒÁŒÉÌ ŒÙÂÏÒÁ (ÚÁÄÁŒÁÅÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÓÌÏŒ, ÐÏÓÌÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÓÔÁŒËÁ).

9.13.3. úÁËÏÎ ÂÏÌØÛÉÈ ÞÉÓÅÌ ÄÌÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ

ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÍÅÒÁ — ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ �, Á ÔÁËÖÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ŒÙÂÏÒÁ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ R. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÁËÏÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ÚÁÄÁčÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ S_R : � → �: ÏÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÏÓÔÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÔÅ ÞÌÅÎÙ !_i, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ !_0 : : : !_{i−1} ∈ R.

ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ Ó ŒÙÂÒÁÎÎÏÊ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÙŒÁÔØ É ÕÓÌÏŒÎÙÅ ŒÅ- ÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÃÙ ÐÅÒÅÄ ÐÏÑŒÌÅÎÉÅÍ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÞÌÅÎÏŒ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. äÒÕÇÉ- ÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ! ÍÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÏÔÂÉÒÁÅÍ ÔÅ !_i, ÐÒÉ ËÏÔÏ- ÒÙÈ !_0 : : : !_{i−1} ∈ R, ÎÏ ÔÁËÖÅ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÍ ÕÓÌÏŒÎÙÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ p_i ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ:

p_i = p(!_0 : : : !_{i−1}1)=p(!_0 : : : !_{i−1});

É ÎÁÒÑÄÕ Ó ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ

S_R(!) = !_{i0} !_{i1} !_{i2} : : :

(ÚÄÅÓØ i_0 < i_1 < i_2 < : : : | ÎÏÍÅÒÁ ŒÙÂÒÁÎÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ) ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÅÝč É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ p_{i0} ; p_{i1} ; p_{i2} ; : : :

Theorem 174. [chernov-variable-subsequence] ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ ÍÅÒÁ — ÎÁ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ � É ÐÒÁŒÉÌÏ ŒÙÂÏÒÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ R. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n > 0 ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÏÃÅÎËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 172:

Pr[|m − (p_{i0} + : : : + p_{in−1} )| > d] ⩽ 2e^{−d2=4n};

ÅÓÌÉ m | ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉÃ ÓÒÅÄÉ ÐÅÒŒÙÈ n ŒÙÂÒÁÎÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (m = !_{i0} + : : : + !_{in−1} ), Á p_{i0} ; : : : ; p_{in−1} | ÕÓÌÏŒÎÙÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÍÅÓÔÁÈ.

œÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ! ŒÙÂÒÁÎÎÁÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔØ S_R(!) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÅÎÅÅ n ÞÌÅÎÏŒ; ÔÁËÉÅ ! ÎÅ ŒÈÏÄÑÔ Œ ÓÏÂÙÔÉÅ, ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ.

ðÒÉÍÅÒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÁŒÉÌÏ ŒÙÂÏÒÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÔÂÉÒÁÅÔ ÔÅ ÞÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÓÌÏŒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÍÅÎØÛÅ 0;5. ôÏÇÄÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÏÌÑ ÅÄÉÎÉÃ ÓÒÅÄÉ ÐÅÒŒÙÈ n ŒÙÂÒÁÎÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ 51% ÌÉÛØ Ó ÍÁÌÏÊ (ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ Ó ÒÏÓÔÏÍ n) ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ.

◁ âÕÄÅÍ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 172; ÐÒÉ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÎÏŒÏÊ ÍÅÒÙ ÍÙ ÍÅÎÑÅÍ ÕÓÌÏŒÎÙÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÔÏÌØËÏ Œ ÔÅÈ ÐÏÚÉÃÉÑÈ, ÇÄÅ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÞÌÅÎ ŒËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (Á Œ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÕÓÌÏŒÎÙÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÓÔÁ- ÀÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍÉ). ôÏÇÄÁ Œ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÂÕÄÅÔ ŒÈÏÄÉÔØ ÄÌÉÎÁ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ (ŒÍÅÓÔÏ ÄÌÉÎÙ ŒÓÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ), ÞÉÓÌÏ ŒÙÂÒÁÎÎÙÈ ÅÄÉ- ÎÉÃ (ŒÍÅÓÔÏ ÞÉÓÌÁ ŒÓÅÈ ÅÄÉÎÉÃ) É ÓÕÍÍÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ Œ ÍÏÍÅÎÔÙ ŒÙÂÏÒÁ (ŒÍÅÓÔÏ ÓÕÍÍÙ ŒÓÅÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ), ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÒÏŒÎÏ ÔÏ, ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ. ▷

äÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÔÒÏÉÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ { äÜÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ. œÏÔ ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ.

ðÕÓÔØ p_0; p_1; : : : | ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉ- ÓÅÌ, ŒÙÞÉÓÌÉÍÏ ÓÈÏÄÑÝÁÑÓÑ Ë ÞÉÓÌÕ p ∈ (0; 1). (œÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÏ ÄÁÎÎÏÍÕ " > 0 ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÕËÁÚÁÔØ ÔÏ N, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÏÔÓÔÏÑÔ ÏÔ ÐÒÅÄÅÌÁ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ ÎÁ "; ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÇÄÁ p ŒÙÞÉÓÌÉÍÏ.) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÍÅÒÕ —, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍ ÉÓÐÙÔÁÎÉÑÍ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ p_i.

Theorem 175. [lambalgen-original] œÓÑËÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ ÐÏ ÍÅÒÅ — ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ { äÜÌÉ Ó ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÞÁÓÔÏÔ p.

◁ ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ (ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ) " > 0 É ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÅ Œ ÓÍÙ- ÓÌÅ þčÒÞÁ { äÜÌÉ (ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÎÅ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÅ) ÐÒÁŒÉÌÏ ŒÙÂÏÒÁ R. íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ÔÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÁŒÉÌÁ ÄÁčÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ É ÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉÃ Œ ÎÅÊ ÂÅÓËÏÎÅÞ- ÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ p + ", ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ. (áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÞÁÓÔÏÔ, ÍÅÎØÛÉÈ p − ".)

æÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ n É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_n ÔÅÈ !, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÂÒÁÎÎÁÑ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n É ÄÏÌÑ ÅÄÉÎÉÃ ÓÒÅÄÉ ÐÅÒŒÙÈ n ÞÌÅÎÏŒ ÂÏÌØÛÅ p + ". üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÏÔËÒÙÔÏ (ÐÒÉÍÅÎÑÑ ÐÒÁŒÉÌÏ ŒÙÂÏÒÁ ŒÄÏÌØ ŒÓÅÈ ŒÅÔŒÅÊ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ŒÓÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÐÁÄÁÀÔ Œ U_n).

ôÅÏÒÅÍÁ 174 ÄÁčÔ ŒÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_n; ÄÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n ÓÒÅÄ- ÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ p + "=2 (É ÇÒÁÎÉÃÕ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØÀ), É ÄÁŒÁÅÍÁÑ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÏÃÅÎËÁ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÕÂÙŒÁÅÔ Ó ÒÏÓÔÏÍ n. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ U ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÍÅÒÙ (ŒÚÑŒ ŒÓÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U_N ; U_{N+1}; U_{N+2}; : : : ÄÌÑ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÇÏ N; ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ŒÓÑËÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔ U ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ŒÈÏÄÉÔ Œ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÎÙÈ U_n). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, U ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ É ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ▷

îÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ Œ ÔÅÈ ÖÅ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÑÈ ŒÅÒÎÏ É ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

Theorem 176. [lambalgen-modified] œÓÑËÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ ÐÏ ÍÅ- ÒÅ — ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÕ { ìÁŒÌÜÎÄÕ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÅÄÅÌÏÍ ÞÁÓÔÏÔ p.

◁ ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÇÏ ÐÏ ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÕ { ìÁŒÌÜÎÄÕ ÐÒÁŒÉÌÁ S_{F;G} Ë ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÄŒÁ ÜÔÁÐÁ. óÎÁÞÁÌÁ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÕÎËÃÉÉ F ÏÔÂÉÒÁÅÔÓÑ ÐÏÄÐÏ- ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÒÏÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÞÌÅÎÏŒ (ËÁË ŒÙÂÒÁÎÎÙÈ, ÔÁË É ÎÅ ŒÙÂÒÁÎÎÙÈ). úÁÔÅÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÕÎËÃÉÉ G ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔÓÑ ŒÙÂÏÒ, É ÜÔÁ ŒÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÀ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÇÏ ÐÏ þčÒÞÕ-äÜÌÉ ÐÒÁŒÉÌÁ.

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÅÒŒÏÇÏ ÜÔÁÐÁ. ëÁË ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÁ ÐÏÌÕÞÁÀÝÁÑÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁ- ÔÅÌØÎÏÓÔØ !_F , ÅÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÕÓÐÅÈÁ p_i Œ i-Í ÉÓÐÙÔÁÎÉÉ?

ðÅÒŒÙÊ ÞÌÅÎ !_F ÉÍÅÅÔ Œ ! ÚÁÒÁÎÅÅ ÉÚŒÅÓÔÎÙÊ ÎÏÍÅÒ n_0 = F (�) (ÎÁÛÅ ÐÒÁŒÉÌÏ ÎÁÞÉÎÁÅÔ Ó ÐÒÏÓÍÏÔÒÁ ÜÔÏÇÏ ÞÌÅÎÁ). œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ Œ ÎÁÞÁÌÅ !_F ÅÓÔØ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ- ÚÏÍ, p_{n0} . ëÁËÏÊ ÞÌÅÎ ÂÕÄÅÔ ŒÔÏÒÙÍ Œ !_F ? üÔÏ ÕÖÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÐÅÒŒÏÇÏ ÐÒÏÓÍÏÔÒÁ.

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÄÌÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÅÄÉÎÉÃÙ ÎÁ ŒÔÏÒÏÍ ÍÅÓÔÅ ÅÓÔØ ÄŒÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ- ÓÔÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÄŒÕÍ ÒÁÚÎÙÍ ÐÏÚÉÃÉÑÍ Œ !. ïÂÝÅÅ ÐÒÁŒÉÌÏ: ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ 1 ÐÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x Œ !_F ÒÁŒÎÁ p_{F (x)}, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÓÍÏÔÒÅÎ ÞÌÅÎ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ F (x). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÓÉÌÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ F (ÎÉËÁËÏÊ ÞÌÅÎ ÎÅ ÐÒÏÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÄŒÁÖÄÙ) ÕÓÌÏŒÎÙÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ŒÄÏÌØ ÌÀÂÏÊ ŒÅÔŒÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÐÏÄÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ p_i ÂÅÚ ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÊ, É ÐÏÔÏÍÕ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ŒÎÅ ÉÎÔÅÒŒÁÌÁ (p − "=2; p + "=2) ÏËÁÖÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Œ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ p_0; p_1; : : :.

üÔÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÏÃÅÎËÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 174 Ë ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ !_F É ÐÒÁŒÉÌÕ ŒÙ- ÂÏÒÁ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÍÕ ÆÕÎËÃÉÅÊ G, ËÁË É Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 175.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎËÃÉÉ F É G ŒÙÞÉÓÌÉÍÙ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ !, Õ ËÏÔÏ- ÒÙÈ ÐÒÁŒÉÌÏ ŒÙÂÏÒÁ S_{F;G} ÄÁčÔ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÅÅÓÑ ÎÁ ÄÁÎÎÏÅ ÓÌÏŒÏ x, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÏ ÐÏ x, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÏÃÅÎËÉ ÎÁ ŒÅÒÏÑÔ- ÎÏÓÔØ ÂÏÌØÛÉÈ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÞÁÓÔÏÔÙ ÏÔ p ÍÙ ÌÅÇËÏ ÓÔÒÏÉÍ ÎÕÖÎÏÅ ÎÁÍ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. ▷

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÁÔØ É ÂÏÌÅÅ ÐÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 176. œÏÔ ÏÄÎÏ ÉÚ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ (ÚÁÉÍÓÔŒÏŒÁÎÎÏÅ ÉÚ [71]).

ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ (ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÅ) " > 0 É ÆÕÎËÃÉÉ F; G, ÚÁÄÁÀÝÅÅ ÄÏÐÕ- ÓÔÉÍÏÅ Œ ÓÍÙÓÌÅ ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÁ { ìÁŒÌÜÎÄÁ ÐÒÁŒÉÌÏ ŒÙÂÏÒÁ R. íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ÔÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÁŒÉÌÁ ÄÁčÔ ÂÅÓ- ËÏÎÅÞÎÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ É ÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉÃ Œ ÎÅÊ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ p + ", ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ ÎÕÌÅŒÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ —. (áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ÞÁÓÔÏÔÙ, ÍÅÎØÛÅÊ p − ".)

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ U_n ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ !, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ S_{F;G}(!) ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n ÞÌÅÎÏŒ É ÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉÃ ÓÒÅÄÉ ÐÅÒŒÙÈ n ÞÌÅÎÏŒ ÂÏÌØÛÅ p + ". äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÒÑÄ ∑ —(U_n) ŒÙÞÉÓÌÉÍÏ ÓÈÏÄÉÔÓÑ (ÇÄÅ — | ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ÎÁÍÉ ÍÅÒÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍ ÉÓÐÙÔÁÎÉÑÍ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ ÕÓÐÅÈÁ p_i).

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ¸_{n;k}(r_1; : : : ; r_n) ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ Œ n ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÉÓÐÙÔÁÎÉÑÈ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ ÕÓÐÅÈÁ r_1; : : : ; r_n ÓÌÕÞÉÌÏÓØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ k ÕÓÐÅÈÏŒ. æÕÎËÃÉÑ ¸_{n;k} ÎÅÕÂÙŒÁÅÔ ÐÏ ŒÓÅÍ ÓŒÏÉÍ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍ (É, ËÓÔÁÔÉ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÉÌÉÎÅÊÎÏÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ r_i ÓÔÅÐÅÎÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 1 ÐÏ ËÁÖÄÏÍÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÕ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ¸_{n;k} ⩽ ¸_{n;l} ÐÒÉ k ⩾ l.

íÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ —(U_n) ⩽ ¸_{n;k}(r_1; : : : ; r_n), ÇÄÅ k = n(p + "), Á r_i | i-ÙÊ ÐÏ ŒÅ- ÌÉÞÉÎÅ ÞÌÅÎ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ p_0; p_1; : : : (r_1 | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ, r_2 | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÉÚ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ É Ô. Ä.; ÔÏÞÎÅÅ, r_1 | ÔÏÞÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ŒÓÅÈ p_i, r_1 | ÔÏÞÎÁÑ ŒÅÒÈÎÑÑ ÇÒÁÎØ ÍÉÎÉÍÕÍÏŒ ÐÁÒ min(p_i; p_j ) ÐÒÉ i ≠ j É ÔÁË ÄÁÌÅÅ).

ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÉÚ ÜÔÏÊ ÏÃÅÎËÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÓÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÒÑÄÁ —(U_n). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ r_1 ⩾ r_2 ⩾ : : : É lim r_i = p. úÁÍÅÎÉÍ ÔÅ r_i, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÏÌØÛÅ p + "=2, ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ (ÐÕÓÔØ ÉÈ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁŒÎÏ s), Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÎÁ p + "=2. ðÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ

—(U_n) ⩽ ¸_{n−s;k−s}(p + "=2; : : : ; p + "=2);

ÔÁË ÞÔÏ ÍÙ ÓŒÅÌÉ ÄÅÌÏ Ë ÏÃÅÎËÅ ÕËÌÏÎÅÎÉÊ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÕÖÅ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏ ÒÁÚÂÉÒÁÌÉ. (œÁÖÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ n ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (k − s)=(n − s) ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÏ p + " É ÚÁÍÅÔÎÏ ÂÏÌØÛÅ p + "=2.)

ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ ÕËÁÚÁÎÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ —(U_n). âÕÄÅÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ (ÓÍ. ŒÙÛÅ), ÞÔÏ ÞÌÅÎÙ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÁÐÉÓÁÎÙ ÎÁ ËÁÒÔÏÞËÁÈ, ÌÅÖÁÝÉÈ ÌÉÃÏÍ ŒÎÉÚ, É ÞÔÏ ÐÒÁ- ŒÉÌÏ ŒÙÂÏÒÁ ÇÏŒÏÒÉÔ, ËÁËÉÅ ËÁÒÔÏÞËÉ ÎÕÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÒÎÕÔØ ÄÌÑ ÐÒÏÓÍÏÔÒÁ É ËÁËÉÅ | ÄÌÑ

ŒËÌÀÞÅÎÉÑ Œ ŒÙÂÒÁÎÎÕÀ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓŒÅÄÅÎÉÑ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÅ ËÁÒÔÏÞËÉ ÐÅÒÅŒÏÒÁÞÉŒÁÌÉÓØ, É ÞÔÏ ÎÁ ÎÉÈ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÚÁÐÉÓÙŒÁÀÔÓÑ Œ ÐÒÏÔÏËÏÌ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙÂÏÒÁ Ë ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÕÓÔØ ı | ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÔÁËÏÇÏ ÐÒÏÔÏËÏÌÁ. þÅÒÅÚ n(ı) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÞÌÅÎÏŒ, ŒËÌÀÞčÎÎÙÈ Œ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ ı, Á ÞÅ- ÒÅÚ k(ı) | ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÅÄÉÎÉÃ ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÞÌÅÎÏŒ. þÅÒÅÚ r_i(ı) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ i-ÙÊ ÐÏ ŒÅÌÉÞÉÎÅ ÞÌÅÎ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÏÊ ÉÚ p_0; p_1; : : : ŒÙËÉÄÙŒÁÎÉÅÍ ÞÌÅÎÏŒ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÉÍ ÐÅÒÅŒčÒÎÕÔÙÍ Œ ÈÏÄÅ ı ËÁÒÔÏÞËÁÍ (ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÂÙÌÉ ÌÉ ÏÎÉ ŒËÌÀÞÅÎÙ Œ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ÐÒÏÓÍÏÔÒÅÎÙ).

þÅÒÅÚ —(U_n|ı) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÕÓÌÏŒÎÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ U_n ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÔÏËÏÌ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙÂÏÒÁ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ ÎÁ ı. íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÇÏ ÎÁÓ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ: ÐÒÉ n(ı) ⩽ n

—(U_n|ı) ⩽ ¸_{n−n(ß);k−k(ß)}(r_1(ı); r_2(ı); : : :) (∗)

(ÐÒÉ ÐÕÓÔÏÍ ı ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÕÀ ÎÁÓ ÏÃÅÎËÕ). åÓÌÉ n(ı) = n, ÔÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (ÌÅŒÁÑ É ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔÉ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÒÁŒÎÙ ÌÉÂÏ ÎÕÌÀ, ÌÉÂÏ ÅÄÉÎÉÃÅ). ðÕÓÔØ n(ı) < n É m | ÎÏÍÅÒ ËÁÒÔÏÞËÉ, ÐÅÒÅŒÏÒÁÞÉŒÁÅÍÏÊ ÓÒÁÚÕ ÐÏÓÌÅ ı (ÅÓÌÉ ÔÁËÏÊ ÎÅÔ, ÔÏ —(U_n|ı) = 0). ôÏÇÄÁ

—(U_n|ı) = p_m—(U_n|ı_1) + (1 − p_m)—(U_n|ı_0);

ÇÄÅ ı_0 É ı_1 | ÐÒÏÔÏËÏÌÙ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅÍ Ë ı ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ï ÎÕÌÅ (ÅÄÉÎÉÃÅ) ÎÁ m-Ê ËÁÒÔÏÞËÅ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÎÁÍÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (∗) ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ı_0 É ı_1, ÔÏ ÏÎÏ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ı. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÔÏÇÄÁ —(U_n|ı) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ

p_m¸_{n−n(ß1);k−k(ß1)}(r_1(ı_1); : : :) + (1 − p_m)¸_{n−n(ß0);k−k(ß0)}(r_1(ı_0); : : :) (∗∗)

åÓÌÉ m-Ñ ËÁÒÔÏÞËÁ ÂÙÌÁ ŒÙÂÒÁÎÁ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÐÒÏÓÍÏÔÒÁ, ÔÏ n(ı_0) = n(ı_1) = n(ı) É k(ı_0) = k(ı_1) = k(ı), É ÏÓÔÁčÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔØÀ ¸_{n;k} É ÔÅÍ, ÞÔÏ r_i(ı_0) = r_i(ı_1) ⩽ r_i(ı). åÓÌÉ ÖÅ m-Ñ ËÁÒÔÏÞËÁ ŒËÌÀÞÅÎÁ Œ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÔÏ n(ı_0) = n(ı_1) = n(ı) + 1, k(ı_0) = k(ı) É k(ı_1) = k(ı) + 1, Á ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ (∗∗) ÒÁŒÎÏ

¸_{n−n(ß);k−k(ß)}(p_m; r_1(ı_1); r_2(ı_1); : : :)

(ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ r_i(ı_1) = r_i(ı_0)) É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ

¸_{n−n(ß);k−k(ß)}(r_1(ı); r_2(ı); : : :)

üÔÏ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (∗) Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÐÒÏÔÏËÏÌÏŒ ı Ó n(ı) = n ÉÍÅÀÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÄÌÉÎÕ. åÓÌÉ ÖÅ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË, ÔÏ ÐÒÉŒÅÄčÎ- ÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ —(U_{n;t}|ı), ÇÄÅ U_{n;t} | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÓÌÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ t ÐÅÒÅŒÏÒÁÞÉŒÁÎÉÊ ËÁÒÔÏÞÅË ÂÕÄÅÔ ŒÙÂÒÁÎÁ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n Ó ÞÉÓÌÏÍ ÅÄÉÎÉÃ (Œ ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÄÌÉÎÙ n) ÎÅ ÍÅÎÅÅ k. ïÓÔÁčÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ ÐÒÉ t → ∞.

9.13.4. ðÒÉÍÅÒÙ

ôÅÐÅÒØ ÕÖÅ ÌÅÇËÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÐÒÉÍÅÒÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÕ { ìÁŒÌÜÎÄÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ĂÐÁÔÏÌÏÇÉÞÅÓËÉÍÉĄ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ.

Theorem 177. [miseskl-pathology] (Á) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏ- ŒÕ { ìÁŒÌÜÎÄÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (Ó ÞÁÓÔÏÔÏÊ 1=2), ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ (ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ).

(Â) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÕ { ìÁŒÌÜÎÄÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (Ó ÞÁÓÔÏÔÏÊ 1=2), ÌÀÂÏÊ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÅÊ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉÃ.

(Œ) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÕ { ìÁŒÌÜÎÄÕ (Ó ÞÁÓÔÏÔÏÊ 1=2) ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÇÏ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÕ { ìÁŒÌÜÎÄÕ (É ÄÁÖÅ ÐÏ þčÒÞÕ) ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙÂÏÒÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÕ { ìÁ- ŒÌÜÎÄÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

(Ç) óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ { äÜÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÔÁÎÏŒÑÝÁÑÓÑ ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ ÐÏÓÌÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ.

◁ (Á) òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÉÚ (0; 1), ËÏ- ÔÏÒÁÑ ÓÈÏÄÉÔÓÑ Ë 1=2, ÎÏ ÍÅÄÌÅÎÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,

p_i = 1 2 − 1 √ i + 5

(ÞÉÓÌÏ 5 ÄÏÂÁŒÌÅÎÏ, ÞÔÏÂÙ p_i ÂÙÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ (ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ) ÍÅÒÕ —, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÕÀ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍ ÉÓÐÙÔÁÎÉÑÍ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ ÕÓÐÅÈÁ p_i.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÑÄ ∑ (p_i − 1=2)^2 ÒÁÓÈÏÄÉÔÓÑ, ÎÉËÁËÁÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ (ÏÔÎÏ- ÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ —) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÊ ÍÅÒÙ (ÔÅÏÒÅÍÁ 171). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÀÂÁÑ ÔÁËÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÕ { ìÁŒÌÜÎÄÕ Ó ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÏÔÏÊ 1=2 (ÔÅÏÒÅ- ÍÁ 176).

(Â) üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍÕ, ÔÏÌØËÏ ÎÕÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ p_i, ÅÝč ÍÅÄÌÅÎÎÅÅ ÓÔÒÅÍÑÝÕÀÓÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ 1=2. ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ,

p_i = 1 2 − 1 log(i + 5)

ëÁËÏŒÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ (ÐÏ ÍÅÒÅ —) ÓÏÂÙÔÉÑ ĂÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÄÌÉÎÙ n ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÅÊ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉÃĄ? äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏ, ÞÔÏ ÞÁÓÔÏÔÁ ÅÄÉÎÉÃ Œ ÜÔÏÍ ÎÁ- ÞÁÌØÎÏÍ ÏÔÒÅÚËÅ ÂÏÌØÛÅ 1=2? ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 172 ÜÔÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Åč ‹_n) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ e^{−n=O(log2 n)} (ÇÒÁÎÉÃÁ d Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÅÓÔØ ÐÒÉÍÅÒÎÏ n=O(log n), É d^2=4n = n=O(log^2 n)). òÑÄ ∑ n ‹_n ÓÈÏÄÉÔÓÑ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ N ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎ ÒÑÄÁ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ ĂŒÓÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÄÌÉÎÕ N É ÂÏÌÅÅ, ÓÏ- ÄÅÒÖÁÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÅÊ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉÃĄ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ —-ÍÅÒÙ ÏÂÑÚÁÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ —) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ — ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÄÌÉÎÙ N, ÓÏÄÅÒ- ÖÁÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÅÊ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉÃ. ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÚÁÍÅÎÉŒ ÐÅÒŒÙÅ N ÞÌÅÎÏŒ ÎÁ ÎÕÌÉ,

ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ — ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Õ ËÏ- ÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÎÕÌÅÊ, ÞÅÍ ÅÄÉÎÉÃ. ïÓÔÁčÔÓÑ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÔÅÏÒÅÍÕ 176.

(Œ) é ÚÄÅÓØ ÎÕÖÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÄÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÒÙ —, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍ ÉÓÐÙÔÁÎÉÑÍ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÕÓÐÅÈÁ p_i. ïÄÎÁËÏ p_i ÂÕÄÕÔ ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÚÏÂØčÍ ŒÓÀ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÅ ÕÞÁÓÔËÉ; k-ÙÊ ÐÏ ÓÞčÔÕ ÕÞÁÓÔÏË ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÁ 1=2, É ÄŒÕÈ ËÕÓËÏŒ ÏÄÉÎÁËÏŒÏÊ (É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ) ÄÌÉÎÙ n_k. œ ÐÅÒŒÏÍ ÉÚ ÎÉÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ É ÞÕÔØ ÂÏÌØÛÅ 1=2, Á ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ | ÏÄÉÎÁËÏŒÙ É ÞÕÔØ ÍÅÎØÛÅ 1=2 (ÒÉÓ. 23).

òÉÓ. 23. õÞÁÓÔÏË ÎÏÍÅÒ k: ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ. [miseslam-1]

ðÒÉ ÜÔÏÍ "_k ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏ, ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ Ó ÒÏÓÔÏÍ k, ÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÅÄÌÅÎÎÏ. ôÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÔÁËÏÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ n_k É "_k: ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ n_k ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ, Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÅÄÉÎÉÃÙ ÒÁŒÎÁ^1_2 + "_k, ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉÃ, ÞÅÍ ÎÕÌÅÊ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1−2^{−(k+3)}. (üÔÏÇÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ "_k, ÅÓÌÉ ŒÚÑÔØ n_k ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍÉ.)

åÓÌÉ ÔÁË, ÔÏ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉ ŒÓÅÈ k Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÕÓËÏŒ (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ k ÉÍÅÅÔÓÑ ÄŒÁ ËÕÓËÁ ÄÌÉÎÏÊ n_k) ÉÍÅÅÔÓÑ ÄÉÓÂÁÌÁÎÓ ÍÅÖÄÕ ÎÕÌÑÍÉ É ÅÄÉÎÉÃÁÍÉ Œ ÏÖÉÄÁÅÍÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ (Œ ÌÅŒÏÍ ËÕÓËÅ ÄÌÉÎÏÊ n_k ÂÏÌØÛÅ ÅÄÉÎÉÃ, ÞÅÍ ÎÕÌÅÊ, Á Œ ÐÒÁŒÏÍ | ÎÁÏÂÏÒÏÔ).

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÕ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÎÁ- ÍÉ ÍÅÒÙ —) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! Ó ÔÁËÉÍ ÄÉÓÂÁÌÁÎÓÏÍ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 176 ÏÎÁ ÂÕÄÅÔ ÓÌÕÞÁÊ- ÎÏÊ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÕ { ìÁŒÌÜÎÄÕ.

ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ËÁË ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÄÉÓÂÁÌÁÎÓ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ (ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÅ ÐÏ þčÒÞÕ) ÐÒÁŒÉÌÏ ŒÙÂÏÒÁ, ŒÙÂÉÒÁÀÝÅÅ ÉÚ ! ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !^′. ðÒÁŒÉÌÏ ÜÔÏ ÓÏŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÏÅ: ÐÅÒŒÙÊ ÞÌÅÎ ËÁÖÄÏÇÏ ÕÞÁÓÔËÁ (ĂËÌÀÞĄ) ŒÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ŒÓÅÇÄÁ, Á Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ (0 ÉÌÉ 1) ŒÙÂÉÒÁÅÔÓÑ ÃÅÌÉËÏÍ ÌÅŒÙÊ ËÕÓÏË (ÂÅÚ ÐÒÁŒÏÇÏ) ÉÌÉ ÃÅÌÉËÏÍ ÐÒÁŒÙÊ (ÂÅÚ ÌÅŒÏÇÏ).

ðÏÞÅÍÕ !^′ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÕ { ìÁŒÌÜÎÄÕ? üÔÏ ÓÏŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÏ: ÕÓÌÏŒÉÅ ÄÉÓÂÁÌÁÎÓÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÌÀÞÁ ÐÏ ÞÉÓÌÕ ÅÄÉÎÉÃ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÚÁ ÎčÍ ËÕÓËÅ ÄÌÉÎÏÊ n_k. (íÙ ÓÎÁÞÁÌÁ ÞÉÔÁÅÍ ĂŒ ÐÏÒÑÄËÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉĄ n_k ÞÌÅÎÏŒ, ÉÄÕÝÉÈ ÚÁ ËÌÀÞÏÍ, Á ÐÏÔÏÍ ÏÔÇÁÄÙŒÁÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÌÀÞÁ.)

üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (Œ). ðÏÐÕÔÎÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ !^′ ÓÌÕÞÁÊÎÁ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ { äÜÌÉ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄŒÕËÒÁÔÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÇÏ ÐÏ þčÒÞÕ { äÜÌÉ ÐÒÁŒÉÌÁ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÄÎÏËÒÁÔÎÏÍÕ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÐÏÄŒÅÒÇ- ÎÅÍ !^′ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÅ ÞÌÅÎÏŒ, ÐÅÒÅÍÅÓÔÉŒ ËÌÀÞ Œ ÐÏÚÉÃÉÀ ÐÏÓÌÅ ÕÐÒÁŒÌÑÅÍÏÇÏ

ÉÍ ÕÞÁÓÔËÁ, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ. õÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÅ (Ç) ÄÏËÁÚÁÎÏ. ▷

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ Œ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄÉÓËÒÅÄÉÔÉÒÕÅÔ ÎÁÛÉ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ ÓÌÕ- ÞÁÊÎÏÓÔÉ Œ ÓÔÉÌÅ íÉÚÅÓÁ. äÅÌÏ Œ ÔÏÍ (ÔÁËÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ËÏÌÌÅËÔÉŒÏŒ ÏÔÍÅÞÁÌ ÅÝč ÓÁÍ íÉ- ÚÅÓ), ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÇÏ ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙÂÏÒÁ Ë ËÏÌÌÅËÔÉŒÕ ÄÏÌÖÎÏ ÄÁŒÁÔØ ËÏÌÌÅËÔÉŒ. õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (Œ) ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ íÉÚÅÓÁ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÁ { ìÁŒÌÜÎÄÁ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏÍ, ÕŒÙ, ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ. ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Ó ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÍÉ ÐÒÁŒÉÌÁÍÉ (íÉÚÅÓÁ { þčÒÞÁ É íÉÚÅ- ÓÁ { þčÒÞÁ { äÜÌÉ) ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÏÂÌÁÄÁÀÔ (ÄŒÕËÒÁÔÎÏÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÐÒÁŒÉÌ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÄÎÏËÒÁÔÎÏÍÕ), ÎÏ ÚÁÔÏ ÎÅÕÓÔÏÊÞÉŒÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË, ÞÔÏ ÔÏÖÅ ÎÅÈÏÒÏÛÏ.

206 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÇÏ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÕ { ìÁŒÌÜÎÄÕ ÐÒÁ- ŒÉÌÁ Ë ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÕ { ìÁŒÌÜÎÄÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÄÁčÔ ÓÌÕÞÁÊ- ÎÕÀ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ { äÜÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ.

207 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ (ÎÅÏÖÉÄÁÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÐÏ íÉÚÅ- ÓÕ { ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÕ { ìÁŒÌÜÎÄÕ ÎÅ ÉÚÍÅÎÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÆÕÎËÃÉÉ F É G ÂÙÌÉ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÍÉ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ. [õËÁÚÁÎÉÅ: ÐÒÏ ÜÔÏ ÇÏŒÏÒÉÌ íÅÒËÌÅ, ÎÁ- ÄÏ ÚÁÐÒÁÛÉŒÁÔØ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÆÉËÔÉŒÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÎÏ ËÁË? ŒÓÐÏÍÎÉÔØ!]

[íÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÚÄÅÓØ ÎÁÒÉÓÏŒÁÔØ ÓÈÅÍÕ ŒÓÅÈ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÈ Ë ÜÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ËÌÁÓÓÏŒ É ŒËÌÀÞÅÎÉÊ? íÏÖÎÏ ÅÝč ÄÏÂÁŒÉÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÐÏ ûÎÏÒÒÕ.]

[ëÏÎÅÞÎÏ! | œ]

10. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏÐÉÉ, ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÒÁÚÍÅÒÁ

[combin]

10.1. ðÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ

[ineq-introduction] ðÅÒŒÏÊ ÐÕÂÌÉËÁÃÉÅÊ ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÁ, ÇÄÅ ÄÁŒÁÌÏÓØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÏÂSS- ÅËÔÁ, ÂÙÌÁ ÓÔÁÔØÑ ĂôÒÉ ÐÏÄÈÏÄÁ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÎÑÔÉÑ "ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ\Ą [24]. üÔÉ ÔÒÉ ÐÏÄÈÏÄÁ ÎÁÚÙŒÁÌÉÓØ ÔÁÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍ, ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ É ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÍ.

ðÒÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÍ ÐÏÄÈÏÄÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Œ ÓÏÏÂÝÅÎÉÉ ÉÚÍÅÒÑÅÔÓÑ ÅÇÏ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ (ËÁË ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ; ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, Œ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÏÊ ÓÔÁ- ÔØÅ ÔÁËÏÇÏ ÎÁÚŒÁÎÉÑ ÎÅ ÂÙÌÏ). ðÒÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍ ÐÏÄÈÏÄÅ ÓÏÏÂÝÅÎÉÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË ÏÄÎÏ ÉÚ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ, É ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Œ ÎčÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÛÅÎÎÏÎÏŒÓËÁÑ ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÜÔÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ. îÏ ÓÁÍÙÍ ÐÅÒŒÙÍ ÕÐÏÍÉÎÁÌÓÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒ- ÎÙÊ ÐÏÄÈÏÄ, ÏÓÎÏŒÁÎÎÙÊ ÎÁ ÔÁËÏÍ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÍ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÉ: ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔÓÑ N ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÏÏÂÝÅÎÉÊ, ÔÏ ÎÕÖÎÏ ÐÒÅÄÕÓÍÏÔÒÅÔØ log N ÂÉÔÏŒ, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÚÁËÏÄÉÒÏŒÁÔØ. (œÁÒÉÁÎÔ: ÅÓÌÉ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÏÔÇÁÄÁÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ N ÏÂSSÅËÔÏŒ, ÚÁÄÁŒÁÑ ÄÁ-ÎÅÔ-ŒÏÐÒÏÓÙ, ÔÏ ÎÕÖÎÏ log N ŒÏÐÒÏÓÏŒ.)

íÙ ÕÖÅ ÐÒÉŒÏÄÉÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ÓŒÑÚÉ ÜÔÉÈ ÔÒčÈ ÐÏÄÈÏÄÏŒ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÅÏ- ÒÅÍÁ 8 (Ó. 25) ÓŒÑÚÙŒÁÅÔ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ É ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÊ ÐÏÄÈÏÄÙ, ÂÕÄÕÞÉ ÕÔÏÞÎÅÎÉÅÍ ÔÁËÏÇÏ (ÁÂÓÕÒÄÎÏÇÏ ÐÒÉ ÂÕËŒÁÌØÎÏÍ ÐÏÎÉÍÁÎÉÉ) ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ: ĂÓÌÏŒÏ x ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ n, ÅÓÌÉ É ÔÏÌØËÏ ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÉÚ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ 2^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒĄ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÚÄÅÌÁ 7.3 ÓŒÑÚÙŒÁÀÔ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ É ÛÅÎÎÏ- ÎÏŒÓËÕÀ ÜÎÔÒÏÐÉÀ.

œ ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÅ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÓŒÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÔÒÅÍÑ ÐÏÄÈÏÄÁÍÉ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÛÉÓØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÚËÉÍ ËÌÁÓÓÏÍ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÊ: ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏÐÉÉ É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÉÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑÍÉ).

ðÕÓÔØ x_1; : : : ; x_n | ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÅÐÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ I ⊂ {1; 2; : : : ; n} ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÂÏÒ ÓÌÏŒ Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉ ÉÚ I, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÔØ x_I , É ÅÇÏ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ n = 3 ÉÍÅÅÔÓÑ 7 ÔÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÏŒ É, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, 7 ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ:

KS (x_1); KS (x_2); KS (x_3); KS (x_1; x_2); KS (x_1; x_3); KS (x_2; x_3); KS (x_1; x_2; x_3):

îÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ, ÉÈ ÓŒÑÚÙŒÁÀÝÉÈ:

• KS (x_1; x_2) ⩽ KS (x_1) + KS (x_2) + O(log N);

• KS (x_1; x_2; x_3) ⩽ KS (x_1) + KS (x_2; x_3) + O(log N);

• KS (x_1; x_2; x_3) + KS (x_1) ⩽ KS (x_1; x_2) + KS (x_1; x_3) + O(log N);

• 2 KS (x_1; x_2; x_3) ⩽ KS (x_1; x_3) + KS (x_2; x_3) + KS (x_1; x_2) + O(log N)

(ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ x_1; x_2; x_3 | ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ N).

ïÂÝÉÊ ŒÉÄ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ: ∑ I –_I KS (x_I ) ⩽ O(log N)

(ÓÕÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÏ ŒÓÅÍ ÎÅÐÕÓÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; : : : ; n}, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ –_I ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÚÎÁËÁ; ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÉÍÅÀÔ ÄÌÉÎÕ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ N).

îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ, ËÁËÉÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ ŒÅÒÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ, ÇÏŒÏÒÑ ÂÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ, ÐÒÉ ËÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ –_I ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÞÉÓÌÏ c, ÞÔÏ ∑ I –_I KS (x_I ) ⩽ c log N

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏŒ x_1; : : : ; x_n ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ N.

ïÔŒÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÎÅÉÚŒÅÓÔÅÎ, ÅÓÔØ ÌÉÛØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ. ðÅÒŒÙÊ ÉÚ ÎÉÈ ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ŒÅÒÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ŒÅÒÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÛÅÎÎÏÎÏŒÓËÉÈ ÜÎÔÒÏÐÉÊ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ŒÍÅÓÔÏ ÓÌÏŒ x_1; : : : ; x_n ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ _1; : : : ; _n Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÓÏŒÍÅÓÔÎÙÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ: ∑ I –_I H(_I ) ⩽ 0:

úÄÅÓØ _I | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÁÑ ÉÚ ŒÅÌÉÞÉÎ _i ÐÒÉ i ∈ I, ÉÌÉ, ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÒÏÅËÃÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ⟨_1; : : : ; _n⟩ ÎÁ I-ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ.

œ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÜÔÏ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÒÁÚÄÅÌÁ 7.3: ÔÅÏÒÅÍÁ 123 (Ó. 199) ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÅÓÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, É ÅÓÌÉ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ, ÔÏ ÏÎÏ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÉÈ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÏÖÉÄÁÎÉÊ (Ó ÎÕÌčÍ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉ N → ∞ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ O(log N)=N ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ).

âÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ. ðÕÓÔØ ŒÅÌÉÞÉÎÁ _i ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X_i. ôÏÇÄÁ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÅ = ⟨_1; : : : ; _n⟩ ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÓÔÏÌÂÃÁ ŒÙÓÏÔÙ n. çÏÔÏŒÑÓØ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 123, ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ N ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ N ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ÞÔÏ É . œÍÅÓÔÅ ÏÎÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ^N , ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÙÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÛÉÒÉÎÏÊ N É ŒÙÓÏÔÏÊ n. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 123 ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ ÅÓÔØ NH() + O(log N) (Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÒÅÞØ ÛÌÁ Ï ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ N, ÎÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log N) ÜÔÏ ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ ÒÏÌÉ).

ôÁËÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÞÉÔÁÔØ ÐÏ ÓÔÒÏËÁÍ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ Åč ËÁË ÎÁÂÏÒ ÉÚ n ÓÔÒÏË, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ N Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ ÁÌÆÁŒÉÔÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÔÅÏÒÅ- ÍÕ 123 ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ËÏ ŒÓÅÍ ÓÔÒÏËÁÍ: ÍÏÖÎÏ ÏÓÔÁŒÉÔØ ÌÉÛØ ÓÔÒÏËÉ Ó ÎÏÍÅÒÁ- ÍÉ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ I ⊂ {1; 2; : : : ; n}. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÁÂÌÉÃÙ ÂÕÄÅÔ NH(_I ) + O(log N).

åÓÌÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∑ I –_I KS (x_I ) ⩽ O(log N)

ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏŒ x_1; : : : ; x_n, ÔÏ ÏÎÏ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ É ÄÌÑ ÓÔÒÏË ÎÁÛÅÊ ÔÁÂÌÉÃÙ. ðÏÜÔÏÍÕ, ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÏÖÉÄÁÎÉÑÍ, ÉÍÅÅÍ ∑ I –_I NH(_i) ⩽ O(log N) ìÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÎÁ ( ∑ I –_I H(_i) ) · N ÐÏÜÔÏÍÕ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ ÐÒÉ ∑ I –_I H(_i) ⩽ 0;

ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÅÎ ÏÂÒÁÔÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ (ÅÓÌÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏÐÉÊ, ÔÏ ÏÎÏ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ). úÄÅÓØ ÎÁÄÏ, ÎÁÞÁŒ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÓÌÏŒ x_1; : : : ; x_n, ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÁÂÏÒ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ _1; : : : ; _n ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÜÎÔÒÏÐÉÉ ÜÔÉÈ ŒÅÌÉÞÉÎ É ÉÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÂÙÌÉ ÂÌÉÚËÉ Ë ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÇÏ á. òÏÍÁÝÅÎËÏ ÍÅÔÏÄÁ ĂÔÉÐÉÚÁÃÉÉĄ: ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏŒ x^′_1; : : : ; x^′_n, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ ÎÅ Â«ÏÌØÛÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÕÓÌÏŒÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÞÅÍ x_1; : : : ; x_n, É ÚÁÔÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ðÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÓÍ. ÎÉÖÅ, Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 10.6 (ÔÅÏÒÅÍÁ 186).

äÁÌØÎÅÊÛÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÔÁË ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ ÓŒÑÚÁÎÙ Ó ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÅÊ ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÅÊÛÅÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

KS (x_1; x_2) ⩽ KS (x_1) + KS (x_2) + O(log N)

É ÐÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÅÍÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÒÉ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÍ ÐÏÄÈÏÄÅ. ðÕÓÔØ X_1 É X_2 | ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÅÒÕÔÓÑ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ x_1 É x_2, Á A ⊂ X_1 × X_2 | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÐÁÒ ÓÏÏÂÝÅÎÉÊ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÁÒÙ ⟨x_1; x_2⟩ ŒÏÚÍÏÖÎÏ |A| ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ (ÚÄÅÓØ |A| | ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ A). äÌÑ ÐÅÒŒÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ x_1 ÞÉÓÌÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ ÒÁŒ- ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÐÅÒŒÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A (Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÔÅÈ x_1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ⟨x_1; x_2⟩ ∈ A ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ x_2 ∈ X_2). ïÂÏÚÎÁÞÁÑ ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ m(1), Á ÒÁÚÍÅÒ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ŒÔÏÒÕÀ ÏÓØ m(2), ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ:

log |A| ⩽ log m(1) + log m(2)

ÉÌÉ, Œ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÍ ŒÁÒÉÁÎÔÅ,

|A| ⩽ m(1)m(2)

(ÒÁÚÍÅÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÏŒ ÅÇÏ ÐÒÏÅËÃÉÊ, ÞÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ).

íÅÎÅÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÄÒÕÇÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ (ÔÅ- ÏÒÅÍÁ 26; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏÐÉÊ ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 172):

2 KS (x_1; x_2; x_3) ⩽ KS (x_1; x_2) + KS (x_1; x_3) + KS (x_2; x_3) + O(log N)

äÅÊÓÔŒÕÑ ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÄÅËÁÒÔÏŒÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ X_1 × X_2 × X_3 ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ:

2 log |A| ⩽ log m(1; 2) + log m(1; 3) + log m(2; 3) òÉÓ. 24. ôÒÉ ÐÒÏÅËÃÉÉ [ineq.1]

(ÚÄÅÓØ m(i; j) | ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÎÁ ÏÓÉ i É j, ÒÉÓ. 24). œ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ:

|A|^2 ⩽ m(1; 2)m(1; 3)m(2; 3):

é ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÜÔÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ŒÅÒÎÏ, ÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙŒÅÄÅÎÏ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏ- ÓÔÅÊ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØ- ÎÏÅ N É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A^N . éÚÏÂÒÁÖÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔ ⟨x_1; x_2; x_3⟩ ∈ A Œ ŒÉÄÅ ÓÔÏÌÂÃÁ ŒÙÓÏÔÙ 3, ÍÙ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔ A^N ËÁË ÔÁÂÌÉÃÕ ÛÉÒÉÎÙ N É ŒÙÓÏÔÙ 3. ôÁËÉÈ ÔÁÂÌÉÃ ÉÍÅÅÔÓÑ |A|^N , É ÐÏÔÏÍÕ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÔÁÂÌÉÃÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ log(|A|^N ) = N log |A| (Ó ÔÏÞ- ÎÏÓÔØÀ O(1)). îÏ ËÁÖÄÕÀ ÔÁËÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÒÏÊËÏÊ ÓÔÒÏË x̄_1; x̄_2; x̄_3 (ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÔÒčÈ ÓÔÒÏË ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ N) É ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ:

2 KS (x̄_1; x̄_2; x̄_3) ⩽ KS (x̄_1; x̄_2) + KS (x̄_1; x̄_3) + KS (x̄_2; x̄_3) + O(log N):

äÁÌÅÅ ÍÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÁÒÁ ⟨x̄_1; x̄_2⟩, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÉÔØ ÔÁÂÌÉÃÅÊ ÛÉÒÉÎÙ N É ŒÙÓÏÔÙ 2, ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ N ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÎÁ ÐÅÒŒÕÀ É ŒÔÏÒÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÉÍÅÅÔÓÑ m(1; 2) ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ, Á ÄÌÑ ŒÓÅÊ ÔÁÂÌÉÃÙ m(1; 2)^N ŒÏÚÍÏÖÎÏ- ÓÔÅÊ, É ÐÏÔÏÍÕ Åč ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ N É A) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ N log m(1; 2) + O(1). íÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ N, Á ÓÌÏÖÎÏÓÔØ N ÅÓÔØ O(log N), ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÉÔÏÇÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

2N log |A| ⩽ N log m(1; 2) + N log m(1; 3) + N log m(2; 3) + O(log N)

ÞÔÏ ÐÒÉ N → ∞ ÄÁčÔ ÎÁÍ ÉÓËÏÍÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

2 log |A| ⩽ log m(1; 2) + log m(1; 3) + log m(2; 3):

208 äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏ ÖÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÉÓÈÏÄÑ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

2H(_1; _2; _3) ⩽ H(_1; _2) + H(_1; _3) + H(_2; _3):

[õËÁÚÁÎÉÅ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÔÒÏÊËÕ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌčÎÎÕÀ Œ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÅ A, É ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÌÀÂÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ Ó k ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ log k.]

209 äÏËÁÖÉÔÅ ÔÏ ÖÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ, ÂÅÚ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÉÌÉ ÜÎÔÒÏÐÉÊ. [õËÁÚÁÎÉÅ. åÇÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 139.]

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ, ÉÍÅÀÝÅÍÕ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ (ÓÌÅŒÁ ÏÔ ÚÎÁËÁ ⩽) ÌÉÛØ ÏÄÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Ó ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÙÍ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ, Á Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Ó ÎÅÏ- ÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÎÏ É ÕÓÌÏŒÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ

KS (x_1; x_2) ⩽ KS (x_1) + KS (x_2|x_1)

ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ (ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ) ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

m(1; 2) ⩽ m(1) · m(2|1);

ŒÙÐÏÌÎÅÎÎÏÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ⊂ X_1 ×X_2, ÅÓÌÉ ÐÏÄ m(1; 2) ÐÏÎÉÍÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ A, ÐÏÄ m(1) ÐÏÎÉÍÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÐÒÏÅËÃÉÉ A ÎÁ ÐÅÒŒÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ, Á ÐÏÄ m(2|1) ÐÏÎÉÍÁÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÓÅÞÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÐÏÌÕÞÁÅÍÏÇÏ ÆÉËÓÁÃÉÅÊ ÐÅÒŒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ.

[ïÂSSÑÓÎÉÍ, ÐÏÞÅÍÕ ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÍ ÁÎÁ- ÌÏÇÏÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ. ĂëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉĄ Œ x_1 ÅÓÔØ log m(1); ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ x_1 Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m(2|1) ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÏÏÂÝÅÎÉÊ x_2, É ÐÏÔÏÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Œ x_2 ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ x_1 (ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÍÕ ÐÏÄ- ÈÏÄÕ) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ log m(2|1). á ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Œ ÐÁÒÅ ⟨x_1; x_2⟩ ∈ A ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÒÁŒÎÙÍ log A = log m(1; 2).]

210 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎ- ÔÁÍÉ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÍÕ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ (ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÙÈ É ÕÓÌÏŒÎÙÈ), Œ ËÏÔÏÒÏÍ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ (ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ) ÉÓÔÉÎÎÏÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ.

îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÔÁËÏÇÏ ŒÉÄÁ, Œ ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ŒÈÏÄÑÔ ÕÓÌÏŒÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÐÉÓÁÔØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

KS (x_1; : : : ; x_n) ⩽ ∑ I –_I KS (x_I ) + O(log N)

ÇÄÅ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ŒÓÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ, Á ÓÕÍÍÁ ÂÅÒčÔÓÑ ÐÏ ÎÅÐÕÓÔÙÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁÍ, ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÝÉÍ Ó ÐÏÌÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÉÎÄÅËÓÏŒ {1; 2; : : : ; n}. (ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ ÔÁËÉÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÉÎÔÅÒÅÓ: ÅÓÌÉ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÔÓÕÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÔÏ ÜÔÏ ÓÌÏŒÏ ÍÏÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ É ÉÚ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ: ÐÒÉ ÅÇÏ ÚÁÍÅÎÅ ÎÁ ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏŒÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÏÌØËÏ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ.)

Theorem 178. üÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ i ∈ {1; 2; : : : ; n} ÓÕÍÍÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÐÒÉ ÞÌÅÎÁÈ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ i, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ.

◁ åÓÌÉ ÓÕÍÍÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÐÒÉ x_i ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÄÁÖÅ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÌÏŒÁ (ËÒÏÍÅ x_i) ÐÕÓÔÙ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÕÓÔØ ÐÒÉ ŒÓÅÈ i ÓÕÍÍÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. òÁÚÌÏÖÉÍ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ ÓÕÍÍÕ, ÚÁÍÅÎÉŒ, ÓËÁÖÅÍ,

KS (x_1; x_2; x_3; : : : ; x_n) ÎÁ KS (x_1) + KS (x_2|x_1) + KS (x_3|x_1; x_2) + : : : + KS (x_n|x_1; : : : ; x_{n−1})

ÐÒÉ ÜÔÏÍ ŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÐÏÒÑÄÏË (ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅ ÉÎÄÅË- ÓÏŒ). ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÎÁ ÞÌÅÎÙ ŒÉÄÁ KS (x_i| : : :) Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ. œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ ŒÓÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ ÓÌÏŒÁ x_1; : : : ; x_{i−1}, Á Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁ- ÓÔÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÜÔÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÎÏ ÏÔ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÑ ÕÓÌÏŒÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÉÛØ ŒÏÚÒÁÓÔÁÅÔ. ïÓÔÁčÔÓÑ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÓÕÍÍÁ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏŒ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. ▷

211 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÉÄčÔ ÒÅÞØ Œ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1) (ÂÅÚ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÄÌÉÎ). [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÒÉŒÅÄčÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÅÒÎÙ ÄÌÑ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1) (ÔÅÏÒÅÍÁ 64, Ó. 109). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ KP (y|x) ÒÁŒÎÙÍ KP (x; y) − KP (x), ÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ KP (x|y; z) ⩽ KP (y) ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÂÁÚÉÓÎÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ.]

îÁÍ, ÏÄÎÁËÏ, ÈÏÞÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔØ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ (ÜÎÔÒÏÐÉÊ), Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÔÅÈ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÛØ ÏÄÉÎ ÞÌÅÎ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ. ôÕÔ ÍÙ ÓÔÁÌËÉŒÁÅÍÓÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÒÕÄÎÏÓÔØÀ.

ðÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÂÁÚÉÓÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

KS (x_1) + KS (x_1; x_2; x_3) ⩽ KS (x_1; x_2) + KS (x_1; x_3) + O(log N):

ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ A ⊂ X_1 × X_2 × X_3 ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

m(1) · m(1; 2; 3) ⩽ m(1; 2) · m(1:3)

ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. üÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÅÒÎÏ (É ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ĂÐÁÒÁÌ- ÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁĄ a×b×c: Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ m(1) = a, m(1; 2; 3) = abc, m(1; 2) = ab É m(1; 3) = ac. îÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÄÏÂÁŒÉÍ Ë ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÕ a × b × c Ó ÂÏÌØÛ«ÉÍÉ a; b; c ÅÝč É ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ a^′ ×1×1, ŒÚÑŒ a^′ ÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ a, ÎÏ ÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ ab É ac, ÔÏ ÏÔ ÔÁËÏÇÏ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÑ m(1; 2), m(1; 3) É m(1; 2; 3) ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ ÍÁÌÏ, ÎÏ m(1) ÓÉÌØÎÏ ŒÏÚÒÁÓÔčÔ, É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁÒÕÛÉÔÓÑ.

äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ:

KS (x_1) + KS (x_2|x_1) ⩽ KS (x_1; x_2) + O(1):

ëÁË ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ ÅÇÏ ÎÁ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÑÚÙË? îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

m(1) · m(2|1) ⩽ m(1; 2);

(ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÇÌÏ ÂÙ ÂÙÔØ ÐÅÒÅŒÏÄÏÍ) ÎÅŒÅÒÎÏ: m(1; 2)=m(1) ÅÓÔØ ÓÒÅÄÎÉÊ ÒÁÚÍÅÒ (ÎÅÐÕÓÔÏÇÏ) ÓÅÞÅÎÉÑ, É ÜÔÏÔ ÓÒÅÄÎÉÊ ÒÁÚÍÅÒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÍÅÎØÛÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÅÒÅÚ m(2|1).

œ ÞčÍ ÔÕÔ ÄÅÌÏ É ËÁËÏŒ ŒÙÈÏÄ ÉÚ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ? åÓÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ. íÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÉÔØÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ (ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ ÉÌÉ ÐÏÞÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍÉ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÏÊ ÐÒÏÂÌÅÍÙ ÎÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ. äÒÕÇÏÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÐÙÔÁÔØÓÑ ÌÕÞÛÅ ÐÏÎÑÔØ, ËÁËÏÅ ÉÍÅÎÎÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ. ïÂÁ ÐÏÄÈÏÄÁ ÂÕÄÕÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙ ÎÉÖÅ. îÁÞÎčÍ Ó ÐÅÒŒÏÇÏ | ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

10.2. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ

îÁÐÏÍÎÉÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ A ⊂ X_1 × : : : × X_n | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÅÐÕÓÔÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÅËÁÒÔÏŒÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ n ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ X_1; : : : ; X_n. äÌÑ ËÁ- ÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ I ⊂ {1; : : : ; n} ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÒÏÅËÃÉÀ A ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕ- ÀÝÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. ïÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ∏ i∈I X_i. þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÜÔÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ m_A(I). ðÏÍÉÍÏ ÐÒÏÅËÃÉÊ, ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ É ÉÈ ÓÅÞÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ I É J | ÄŒÁ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ I-ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ (ŒÙÂÒÁŒ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ Œ ∏ i∈I X_i) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ J-ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÏÞÅË ÉÚ A Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ I-ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ∏ i∈I X_i ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ∏ j∈J X_j. íÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ m_A(J|I). (åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÑÓÎÏ ÉÚ ËÏÎÔÅËÓÔÁ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÐÕÓËÁÔØ ÉÎÄÅËÓ A Œ ÜÔÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ.)

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ m(∅) = 1, Á ÔÁËÖÅ m(∅|J) = 1 ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ J. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, m(I|∅) ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ ÒÁŒÎÙÍ m(I).

ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ X_1 × X_2 (ÒÉÓ. 25).

òÉÓ. 25. ðÌÏÓËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ É ÅÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ [ineq.2]

ôÏÇÄÁ m_A({1}) | ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÕÀ ÏÓØ, m_A({2} | ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÕÀ ÏÓØ, m_A({2}|{1}) | ÍÁËÓÉÍÁÌØ- ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÑÈ, Á m_A({1}|{2}) | Œ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ. ïÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÅÓÔØ m_A({1; 2}).

éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ:

m(1; 2) ⩽ m(1) · m(2|1)

(ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ÉÎÄÅËÓ A É ÆÉÇÕÒÎÙÅ ÓËÏÂËÉ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÉÎÄÅËÓÏŒ). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ m(1) ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m(2|1) ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

äÌÑ n-ÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:

m(1; 2; : : : ; n) ⩽ m(1) · m(2|1) · m(3|1; 2) · : : : · m(n|1; 2; : : : ; n − 1):

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ m(1) ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÐÅÒŒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏ- ÌÅÅ m(2|1) ÚÎÁÞÅÎÉÊ ŒÔÏÒÏÊ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m(3|1; 2) ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÔÒÅÔØÅÊ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. ðÏÒÑÄÏË ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÒÏÌÉ ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ:

m(k_1; : : : ; k_n) ⩽ m(k_1) · m(k_2|k_1) · m(k_3|k_1; k_2) · : : : · m(k_n|k_1; : : : ; l_{n−1}):

ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ k_1; k_2; : : : ; k_n ÞÉÓÅÌ 1; 2; : : : ; n (Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÁË ÉÌÉ ÉÎÁÞÅ ÚÁÐÉ- ÓÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ A).

âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÜÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅ- ÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ k_1; : : : ; k_n) ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ. ðÒÏÓÔÅÊÛÉÊ ÐÒÉÍÅÒ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ | ĂÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄĄ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ A_i ⊂ X_i. ïÄÎÁËÏ ÂÙŒÁÀÔ É ÄÒÕÇÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, îÁÐÒÉÍÅÒ, ÛÅÓÔÉÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÉÓ. 26 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ (ŒÓÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, Á ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÏÂÅ ÏÓÉ | ÉÚ ÔÒčÈ).

òÉÓ. 26. ïÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ [ineq.3]

ðÕÓÔØ I; J; K | ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ A ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

m(J ∪ K|I) ⩽ m(J|I) · m(K|I ∪ J)

(ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÈ I-ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m(J|I) ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ J-ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m(K|I ∪ J) ÚÎÁÞÅÎÉÊ K-ËÏÏÒÄÉÎÁÔ).

ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÒÁÎÅÅ ÕÐÏÍÉÎÁŒÛÅÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

m(k_1; : : : ; k_n) ⩽ m(k_1) · m(k_2|k_1) · m(k_3|k_1; k_2) · : : : · m(k_n|k_1; : : : ; l_{n−1});

ÇÒÕÐÐÉÒÕÑ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ

m(k_3|k_1; k_2) · m(k_4|k_1; k_2; k_3)

ÎÅ ÍÅÎØÛÅ m(k_3; k_4|k_1; k_2);

ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ m(k_2|k_1) · m(k_3; k_4|k_1; k_2);

ÍÏÖÎÏ (ÎÅ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÑ) ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ

m(k_2; k_3; k_4|k_1)

É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, ÐÏËÁ ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ. äÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅ ÜÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÁ ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (ÔÁË ËÁË ÄŒÁ ËÒÁÊÎÉÈ ÞÌÅÎÁ Œ ÃÅÐÏÞËÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ÒÁŒÎÙ). éÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

m(J ∪ K|I) ⩽ m(J|I) · m(K|I ∪ J)

ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ I; J; K, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÃÅÐÏÞËÕ ÎÅÒÁ- ŒÅÎÓÔŒ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÏ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ. òÁŒÅÎÓÔŒÏ

m(J ∪ K|I) = m(J|I) · m(K|I ∪ J)

ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÔÒÅÂÕÑ ÅÇÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÎÄÅËÓÏŒ I; J; K).

212 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ.

213 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÏÅËÃÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ.

214 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (ÍÙ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÏÄÎÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄ- ÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ.

ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÁÖÎÙ ËÁË ÉÓÔÏÞÎÉËÉ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ. ðÕÓÔØ A ⊂ X_1 × : : : × X_n | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÔÏÞËÕ Œ A, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÕÀ ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ A Ó ÒÁŒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ. åč ÐÒÏÅËÃÉÑ ÎÁ i-À ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ÅÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ _i ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ Œ X_i.

Theorem 179. íÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ I = {i_1; : : : ; i_k} ŒÅÌÉÞÉÎÁ _I = ⟨_{i1} ; : : : ; _{ik} ⟩ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ŒÓÅ ÓŒÏÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Ó ÒÁŒÎÙÍÉ ŒÅÒÏÑÔ- ÎÏÓÔÑÍÉ.

◁ ðÕÓÔØ I | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÎÄÅËÓÏŒ, Á J | ÅÇÏ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ ÄÏ {1; 2; : : : ; n}. ôÏÇÄÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ m(1; 2; : : : ; n) = m(I) · m(J|I)

ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÉÊ ÒÁÚÍÅÒ (ÎÅÐÕÓÔÏÇÏ) ÓÅÞÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÆÉËÓÁÃÉÅÊ I-ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔ, ÔÏ ÅÓÔØ m(1; 2; : : : ; n)=m(I), ÒÁŒÅÎ ÅÇÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÒÁÚÍÅÒÕ m(J|I), ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ. á ÜÔÏ É ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ _I ÒÁŒÎÏŒÅÒÏ- ÑÔÎÙ.

îÁÐÒÏÔÉŒ, ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ I ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ _I ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÙ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÐÒÉ I = {1; : : : ; n − 1} ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ŒÓÅ (ÎÅÐÕÓÔÙÅ) ÓÅÞÅÎÉÑ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÆÉËÓÁÃÉÅÊ ÐÅÒŒÙÈ n − 1 ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÊ ÒÁÚÍÅÒ, É ÐÏÔÏÍÕ

m(1; 2; : : : ; n) = m(n|1; 2; : : : ; n − 1) · m(1; 2; : : : ; n − 1) (∗)

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÌÉÞÉÎ _1; _2; : : : ; _{n−1} ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ Œ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ 1; 2; : : : ; n − 1, ÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÔÕ ÖÅ ËÁÒÔÉÎÕ: _1; : : : ; _{n−1} ÓÕÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÎÉÅÍ ÎÁ ÒÁÚÎÙÅ ÏÓÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ Œ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ, É ÔÏÇÄÁ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (∗) ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ:

m(1; 2; : : : ; n) = m(n|1; 2; : : : ; n − 1) · m(n − 1|1; 2; : : : ; n − 2) · : : : · m(3|1; 2) · m(2|1) · m(1)

ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÒÑÄÏË ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÍÏÇ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÎÁÛÅÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. ▷

óÌÅÄÓÔŒÉÅ äÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ŒÅÌÉÞÉÎ _1; : : : ; _n ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÎÁÂÏÒÁ _I ÒÁŒÎÁ log m(I) (ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ I ⊂ {1; 2; : : : ; n}).

ïÔÓÀÄÁ ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ

Theorem 180. [sets-to-variables] ëÁÖÄÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏÐÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅ- ÌÉÞÉÎ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÎÏÅ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÏŒ ÐÒÏÅËÃÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ⊂ X_1 × X_2 × X_3 ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

m(1) · m(1; 2; 3) ⩽ m(1; 2) · m(1; 3);

ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÂÁÚÉÓÎÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ (ÔÅÏÒÅÍÁ 24) É, ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅŒÅÒÎÏÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ (ÎÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ) ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÏÂÒÁÔÎÏÅ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ 180 ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÐÏ ÄÁÎÎÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÁÚÍÅÒÙ ÐÒÏÅËÃÉÊ.

10.3. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ

ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÂÏÒ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ ”_1; : : : ; ”_n Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÊ. íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÙ ÐÒÏÅËÃÉÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÜÎÔÒÏÐÉÑÍ ŒÅÌÉÞÉÎ ”_I . éÄÅÁÌØÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ, ÞÔÏÂÙ

log m_A(I) = H(”_I )

ÄÌÑ ŒÓÅÈ I ⊂ {1; : : : ; n}. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÒÁÚÕ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ŒÅÒÎÏÅ ÄÌÑ (ÌÏÇÁÒÉÆÍÏŒ) ÒÁÚÍÅÒÏŒ ÐÒÏÅËÃÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ.

ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ: ÜÎÔÒÏÐÉÑ ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. îÏ ÅÓÌÉ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÎÔÒÏÐÉÉ ÂÙÌÉ ÂÙ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁÍ ÐÒÏÅËÃÉÊ, É ÄÁÖÅ ÞÔÏÂÙ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ÐÒÉÂÌÉÚÉÔÅÌØÎÏ (Ó ÍÁÌÏÊ ÏÛÉÂËÏÊ) ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ ÉÍ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ, ËÏÇÄÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÄÌÑ ÎÁÂÏÒÁ ⟨”_1; : : : ; ”_n⟩ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÇÏ ÎÁÍÉ ŒÉÄÁ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ: ÐÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÎÏÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ, ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ.

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ ”_1; : : : ; ”_n. ëÁÖÄÏÅ ÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÂÕÄÅÍ ÉÚÏÂÒÁÖÁÔØ ÓÔÏÌÂÃÏÍ ŒÙÓÏÔÙ n, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ ÚÁÐÉÓÁÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÅÌÉÞÉÎ. ëÁ- ÖÄÙÊ ÓÔÏÌÂÅÃ ÉÍÅÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ (ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÕÀ) ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ. ðÒÉŒÅÄÑ ŒÓÅ ÜÔÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÀ N, ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ ÔÁÂÌÉÃÕ ÉÚ N ÓÔÏÌÂÃÏŒ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÏÔÁ (ÄÏÌÑ) ËÁÖÄÏÇÏ ÓÔÏÌÂÃÁ ÒÁŒÎÁ ÅÇÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ËÁË ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ⟨”_1; : : : ; ”_n⟩.

ôÁËÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ ÍÏÖÎÏ ÞÉÔÁÔØ É ĂÐÏ ÓÔÒÏËÁÍĄ, ÔÏÇÄÁ i-Ñ ÓÔÒÏËÁ ÅÓÔØ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ N Œ ÁÌÆÁŒÉÔÅ, ÂÕËŒÁÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ”_i. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ X_i (ÄÌÉÎÁ N Õ ÎÁÓ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÁ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ Åč ÎÅ ÕËÁÚÙŒÁÅÍ Œ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ). á ŒÓÑ ÔÁÂÌÉÃÁ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ ÉÚ n ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ N (ËÁÖÄÏÅ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ ÁÌÆÁŒÉÔÅ), ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X_1 × : : : × X_n.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÔÁÂÌÉÃÙ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÅÓÑ ÉÚ ÄÁÎÎÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÓÔÏÌÂÃÏŒ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ ÔÁÂÌÉÃÙ ÛÉÒÉÎÙ N, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÁÓÔÏÔÙ ÓÔÏÌÂ- ÃÏŒ ÔÁËÉÅ ÖÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X_1 ×: : :×X_n. ïÎÏ É ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÉÍ ÎÁÓ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ.

þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÜÔÏÍ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ, ÐÒÉÍÅÎÉŒ Ë ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ÓÔÏÌÂÃÏŒ. åÓÌÉ ÜÔÕ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÕ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÏ, ÓÞÉÔÁÑ ŒÓÅ N! ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÙÍÉ, ÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÄÁÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÜÔÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅ- ÓÔÁÎÏŒÏË, ÄÁÀÝÉÈ ÜÔÏÔ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË, ÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÈ ÅÇÏ ÎÁ ÍÅÓÔÅ, É ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÌÉÛØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁÍÉ ÒÁŒÎÙÈ ÓÔÏÌÂÃÏŒ Œ ÔÁÂÌÉÃÅ, Á ÎÅ ÔÅÍ, ÇÄÅ ÏÎÉ ÒÁÓÐÏÌÏ- ÖÅÎÙ.)

üÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ŒÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÉÚ ÔÁÂÌÉÃÙ ÕÄÁÌÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓÔÒÏËÉ. óÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÒÏÅËÃÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÊ Œ U ÔÏÞËÉ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÔÁËÖÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ.

ôÅÐÅÒØ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÒÁÚÍÅÒÙ ÐÒÏÅËÃÉÊ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÎÁÊÄčÍ ÒÁÚÍÅÒ ÓÁÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ðÕÓÔØ Œ ÎčÍ ÉÍÅÅÔÓÑ m ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÉÐÏŒ ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ Ó ÞÁÓÔÏÔÁ- ÍÉ q_1; : : : ; q_m. ôÏÇÄÁ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÁÍÉ ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ÒÁŒÎÏ N! (q_1N)!(q_2N)! : : : (q_mN)!

É ÅÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÐÏ ÆÏÒÍÕÌÅ óÔÉÒÌÉÎÇÁ ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ ËÁË

Nh(q_1; : : : ; q_m) + O(log N);

ÇÄÅ h(q_1; : : : ; q_m) = ∑ q_i(− log q_i) | ÛÅÎÎÏÎÏŒÓËÁÑ ÜÎÔÒÏÐÉÑ ŒÅÌÉÞÉÎÙ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÅÊ m ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ q_1; : : : ; q_m, ÔÏ ÅÓÔØ | Œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ | ŒÅÌÉÞÉÎÙ ⟨”_1; : : : ; ”_n⟩.

ôÁË ÞÔÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÒÁÚÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÉÍÅÒÎÏ Œ N ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ ÜÎÔÒÏÐÉÉ ÎÁÂÏÒÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ. ôÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ É Ë ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÒÁÚÍÅÒÁ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÎÄÅËÓÏŒ I ÐÒÉÍÅÒÎÏ Œ N ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ ÜÎÔÒÏÐÉÉ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ”_I .

åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÅ ÄÌÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏŒ ÐÒÏÅË- ÃÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÔÏ ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U. õŒÅÌÉÞÉŒÁÑ N (ÕÍÎÏÖÁÑ ÅÇÏ ÎÁ ÂÏÌØÛÏÅ ÃÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ) É ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÐÒÅÄÅÌÕ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ O(log N)=N ÓÔÒÅÍÉÔÓÑ Ë ÎÕÌÀ, É ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÜÎÔÒÏÐÉÊ ÌÀÂÙÈ n ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. ðÏ ÎÅÐÒÅÒÙŒ- ÎÏÓÔÉ ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ) ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ. ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÁËÏÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ

Theorem 181. [random-to-uniform] œÓÑËÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÏŒ ÐÒÏÅËÃÉÊ ÏÄÎÏ- ÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÎÏÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ.

10.4. ïÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÏÒÂÉÔÙ

œÏÚÎÉËÁÅÔ ŒÏÐÒÏÓ, ÚÁ ÓÞčÔ ÞÅÇÏ ÎÁÍ ÕÄÁÌÏÓØ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ÐÒÅÄÙ- ÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ. ïÂÙÞÎÏ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÚÁ ÓÞčÔ ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÁÌÇÅÂÒÁ- ÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÎÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ÏÂSSÅËÔÁÈ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔØ ÔÁËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ É Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ.

á ÉÍÅÎÎÏ, Õ ÎÁÓ ÉÍÅÅÔÓÑ ÇÒÕÐÐÁ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒÏË S_N , ËÏÔÏÒÁÑ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÎÁ ÓÔÏÌÂÃÁÈ ÔÁ- ÂÌÉÃÙ. ïÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ | ÜÔÏ ÏÒÂÉÔÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÞËÉ (ÔÁÂÌÉÃÙ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÞÁ- ÓÔÏÔÁÍÉ) ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÅÊÓÔŒÉÉ. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ ÇÒÕÐÐÁ G É ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X_1; : : : ; X_n. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÙ ÄÅÊÓÔŒÉÑ ÇÒÕÐÐÙ G ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ X_i. ïÎÉ ŒÍÅÓÔÅ ÚÁÄÁÀÔ ÄÅÊÓÔŒÉÅ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ X_1 × : : : × X_n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ ⟨x_1; : : : ; x_n⟩ ∈ X_1 × : : : × X_n É ÏÒÂÉÔÕ U ÜÔÏÊ ÔÏÞËÉ.

Theorem 182. ïÒÂÉÔÁ U ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X_1 × : : : × X_n.

◁ ðÏÄÅÊÓÔŒÕÅÍ ÎÁ ÔÏÞËÕ x = ⟨x_1; : : : ; x_m⟩ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÇÒÕÐÐÙ G (ÓÞÉÔÁÑ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÙÍÉ). òÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÕÄÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÏÊ, ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÏÞËÉ ÉÚ U. ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÇÒÕÐÐÙ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÉÅ x Œ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÔÏÞËÕ y, ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ ÐÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ ÓÔÁÂÉ- ÌÉÚÁÔÏÒÕ ÔÏÞËÉ x (ÐÏÄÇÒÕÐÐÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÔÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ G, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÔÏÞËÕ x ÎÁ ÍÅÓÔÅ), Á ŒÓÅ ÓÍÅÖÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÞÁÓÔÉ ÉÎÄÅËÓÏŒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ÉÍÅÅÔ ÒÁŒÎÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÐÒÏÅËÔÉÒÏŒÁÔØÓÑ Œ ÌÀÂÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÒÏÅËÃÉÉ, É ÐÏÔÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ. ▷

œÏ ÞÔÏ ÐÒÅŒÒÁÝÁÀÔÓÑ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÏŒ ÐÒÏÅËÃÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ? òÁÚÍÅÒ ÏÒÂÉÔÙ U ÒÁŒÅÎ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÒÁÚÍÅÒÁ G É ÒÁÚÍÅÒÁ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÁ ÔÏÞËÉ x. üÔÏÔ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒ ÅÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏŒ ÔÏÞÅË x_1; : : : ; x_n ÐÒÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀ- ÝÉÈ ÄÅÊÓÔŒÉÑÈ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÒÁÚÍÅÒ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÉÎÄÅËÓÙ ÉÚ I ÒÁŒÅÎ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ

ÒÁÚÍÅÒÁ G É ÒÁÚÍÅÒÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏŒ ÄÌÑ x_i ÐÒÉ i ∈ I. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ H ÇÒÕÐÐÙ G ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÔÁÂÉÌÉÚÁÔÏÒÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÊÓÔŒÉÉ (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÄÅÊÓÔŒÉÅ G ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÓÍÅÖÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÐÏ H). ðÏ- ÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÏŒ ÐÒÏÅËÃÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ m(1; 2) ⩽ m(1) · m(2) ÐÒÅŒÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ŒÅÒÎÏÅ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÐÏÄÇÒÕÐÐ H_1 É H_2 ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ G: |G| |H_1 ∩ H_2| ⩽ |G| |H_1| · |G| |H_2|

ÉÌÉ |H_1 ∩ H_2| ⩾ |H_1| · |H_2|=|G|. á ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ m(1; 2; 3)^2 ⩽ m(1; 2)m(1; 3)m(2; 3) ÄÁčÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |H_1 ∩ H_2 ∩ H_3|^2 ⩾ |H_1 ∩ H_2| · |H_1 ∩ H_3| · |H_2 ∩ H_3|=|G|

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 181 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ŒÓÑËÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÏŒ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ ÐÏÄÇÒÕÐÐ (Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÅÐÅ- ÎÑÈ) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÉÂÌÉÖÁÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÒÂÉÔ), Á ÐÏÔÏÍÕ É ÄÌÑ ÐÒÏÅËÃÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:

Theorem 183. œÓÑËÏÍÕ ÌÉÎÅÊÎÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏÐÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ ÓÏÏÔŒÅÔ- ÓÔŒÕÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÏŒ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ É ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ, É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

10.5. ðÏÞÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ

íÙ ÎÁÚÙŒÁÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ X_1 × : : : × X_n ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

m(k_1; : : : ; k_n) ⩽ m(k_1) · m(k_2|k_1) · m(k_3|k_1; k_2) · : : : · m(k_n|k_1; : : : ; k_{n−1}):

ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ k_1; : : : ; k_n ÞÉÓÅÌ 1; : : : ; n. âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ c-ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ c ÒÁÚ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÌÅŒÕÀ (ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, 1-ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ | ÜÔÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÓÔÁ- ÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

íÎÏÇÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ (Ó ĂÐÏÔÅÒÅÊ ÔÏÞÎÏÓÔÉĄ) ÎÁ c-ÏÄÎÏ- ÒÏÄÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

Theorem 184. [quasi-uniform] ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ c-ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ.

(Á) åÓÌÉ I; J; K | ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ, ÔÏ Œ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÅ

m(J ∪ K|I) ⩽ m(J|I) · m(K|I ∪ J)

(ŒÅÒÎÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A) ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÌÅŒÕÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ c ÒÁÚ.

(Â) ðÒÏÅËÃÉÑ c-ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÁ ÌÀÂÏÊ ÎÁÂÏÒ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ c-ÏÄÎÏÒÏÄÎÁ. (Œ) ðÕÓÔØ A^′ | ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ Œ ÎčÍ ÄÏÌÀ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ".

ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ c="-ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ.

(Ç) ðÕÓÔØ | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌčÎÎÁÑ Œ A. ôÏÇÄÁ Åč ÐÒÏÅË- ÃÉÑ _I ÎÁ ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÎÄÅËÓÏŒ I ÉÍÅÅÔ ÜÎÔÒÏÐÉÀ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ log m(I) É ÎÅ ÍÅÎØÛÅ log m(I) − log c.

(Ä) ðÕÓÔØ I É J | ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ. ôÏÇÄÁ H(_J |_I ) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ log m(J|I) É ÎÅ ÍÅÎØÛÅ log m(J|I) − log c.

◁ (Á) œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

m(k_1; : : : ; k_n) ⩽ m(k_1) · m(k_2|k_1) · m(k_3|k_1; k_2) · : : : · m(k_n|k_1; : : : ; k_{n−1}):

ÍÏÖÎÏ ÇÒÕÐÐÉÒÏŒÁÔØ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

m(J|I) · m(K|I ∪ J) ⩾ m(J ∪ K|I):

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÔØÓÑ, ÐÏËÁ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÐÒÅŒÒÁÔÉÔÓÑ Œ ÌÅŒÕÀ. åÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÔÌÉÞÁÌÏÓØ ÏÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ c ÒÁÚ, ÔÏ É ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÛÁÇÅ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ c ÒÁÚ, Á ÐÏÒÑÄÏË ÄÅÊÓÔŒÉÊ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÊÔÉ ÞÅÒÅÚ ÌÀÂÕÀ ÔÒÏÊËÕ I; J; K.

(Â) ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ

m(n|1; : : : ; n − 1) · m(n − 1|1; : : : ; n − 2) · : : : · m(2|1) · m(1) ⩽ cm(1; : : : ; n)

É ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ:

cm(1; : : : ; n) ⩽ cm(n|1; : : : ; n − 1) · m(1; : : : ; n − 1):

óÏËÒÁÝÁÑ ÔÅÐÅÒØ ÎÁ m(n|1; : : : ; n − 1), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÓÌÏŒÉÅ c-ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ 1; 2; : : : ; n − 1 (ÐÏÒÑÄÏË ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍ, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ 1; 2; : : : ; n, ËÁË Œ ÎÁÛÅÍ ÐÒÉÍÅÒÅ).

(Œ) ïÔ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÒÁÚÍÅÒÙ ÓÅÞÅÎÉÊ ÕŒÅÌÉÞÉÔØÓÑ ÎÅ ÍÏÇÕÔ, Á ÒÁÚÍÅÒ ŒÓÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÕÍÅÎØÛÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ 1=" ÒÁÚ.

(Ç) óÌÕÞÁÊÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ _I ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ m(I) ÚÎÁÞÅÎÉÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ Åč ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓ- ÈÏÄÉÔ log m(I). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ J = {1; 2; : : : ; n} \ I, ÔÏ

m(I) · m(J|I) ⩽ cm(1; 2; : : : ; n)

ÐÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ _I ÉÍÅÅÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ m(J|I)=m(1; 2; : : : ; n) ⩽ c=m(I) É ÐÏÔÏÍÕ Åč ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ log m(I) − log c.

(Ä) óÒÁŒÎÉÍ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

H(_1; : : : ; _n) = H(_n|_1; : : : ; _{n−1}) + H(_{n−1}|_1; : : : ; _{n−2}) + : : : + H(_2|_1) + H(_1)

Ó ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ

log m(1; : : : n) ⩽

⩽ log m(n|1; : : : ; n − 1) + log m(n − 1|1; : : : ; n − 2) + : : : + log m(2|1) + log m(1):

ìÅŒÙÅ ÞÁÓÔÉ Õ ÎÉÈ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ A. ëÁ- ÖÄÁÑ ÜÎÔÒÏÐÉÑ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ (ÕÓÌÏŒÎÁÑ ÜÎ- ÔÒÏÐÉÑ ÅÓÔØ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÖÉÄÁÎÉÅ ÜÎÔÒÏÐÉÉ ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ÕÓÌÏŒÉÑ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Œ ÓÉÌÕ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ log c. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÍÏÖÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ log c. ðÅÒÅÓÔÁŒÌÑÑ É ÇÒÕÐÐÉÒÕÑ ÞÌÅÎÙ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÔÅÍ ÖÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

log m(J|I) − log c ⩽ H(_J |_I ) ⩽ log m(J|I)

ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ I; J. ▷

îÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ (Ç) É (Ä): ÅÓÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏÐÉÊ, ÔÏ ÏÎÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏŒ ÐÒÏÅËÃÉÊ É ÓÅÞÅÎÉÊ c-ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Ó ÏÛÉÂËÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m log c, ÇÄÅ m | ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÅ. (þÅÍ ÂÏÌØÛÅ c, ÔÅÍ ÍÅÎÅÅ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, É ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ ŒÏÚÍÏÖÎÁÑ ÏÛÉÂËÁ.)

üÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÏ ÎÁÍÉ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÐÏ ÎÁÂÏÒÕ ÓÌÏŒ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÏÞÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, Á ÚÁÔÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ.

10.6. íÅÔÏÄ ÔÉÐÉÚÁÃÉÉ

[romashchenko-theorem] óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÓÌÏŒ x_1; : : : ; x_n ÓÔÒÏÉÔ ÐÏÞÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÅËÁÒÔÏŒÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ X_1 × X_2 × : : : × X_n ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ log m(J|I) ≈ KS (x_J |x_I ) Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ (ÏÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒ) ÐÏÇÒÅÛÎÏ- ÓÔØÀ. œÏÔ ÔÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ.

Theorem 185. [romashchenko-typical] äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÞÉÓÌÏ d, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ N > 1 É ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÓÌÏŒ x_1; : : : ; x_n ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ N ÎÁÊÄÕÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X_1; : : : ; X_n É N^d-ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÐÏÄ- ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ X_1 × : : : × X_n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ | log m(J|I) − KS (x_J |x_I )| ⩽ d log N ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ I; J ⊂ {1; : : : ; n}.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X_i Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ: ÍÏÖÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ n-ÏË ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÒÉÒÏÄÙ Ó ÎÕÖÎÙÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ ÐÒÏÅËÃÉÊ. ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝč, ÞÔÏ ÓÔÒÁÎÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ N > 1 ÏÂSSÑÓÎÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ N = 1 ÏÃÅÎËÁ N^c ÎÅ ÒÁÓÔčÔ Ó ÒÏÓÔÏÍ c.

œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÎÁÂÏÒÁ ÓÌÏŒ. á ÉÍÅÎ- ÎÏ, ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÍ ŒÅËÔÏÒÏÍ ÓÌÏŒ x_1; : : : ; x_n ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÐÉÓÏË ŒÓÅÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ KS (x_I |x_J ) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÁÒ (I; J) ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ {1; : : : ; n}. (úÁÍÅ- ÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ŒÅËÔÏÒ ÉÍÅÅÔ ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏÅ ÐÏ n ÞÉÓÌÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ: ÏÄÎÉÈ ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ (ÐÒÉ J = ∅) ÕÖÅ ÎÁÂÉÒÁÅÔÓÑ 2^n − 1, ÎÅ ÓÞÉÔÁÑ ÐÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.) âÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÊ ŒÅËÔÏÒ κ(x_1; : : : ; x_n).

◁ äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÓÌÏŒ x_1; : : : ; x_n ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A(x_1; : : : ; x_n) ŒÓÅÈ ÎÁÂÏ- ÒÏŒ y_1; : : : ; y_n, Õ ËÏÔÏÒÙÈ κ(y_1; : : : ; y_n) ⩽ κ(x_1; : : : ; x_n)

ÐÒÉ ÐÏËÏÍÐÏÎÅÎÔÎÏÍ ÓÒÁŒÎÅÎÉÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ. ðÒÉ n = 1 ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÎÅ ÂÏÌØÛÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÞÅÍ x_1. ðÒÉ n = 2 ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ŒÓÅ ÐÁÒÙ ÓÌÏŒ y_1; y_2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

KS (y_1) ⩽ K(x_1); KS (y_2) ⩽ K(x_2); KS (y_1; y_2) ⩽ K(x_1; x_2);

KS (y_1|y_2) ⩽ K(x_1|x_2); KS (y_2|y_1) ⩽ K(x_2|x_1):

íÎÏÖÅÓÔŒÏ A(x_1; : : : ; x_n) ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÎÅÐÕÓÔÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÁÂÏÒ ⟨x_1; : : : ; x_n⟩. íÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÎÏÇÏ (ÐÒÉÍÅÒÎÏ 2^{KS (x1;:::;xn)}) ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. (âÏÌØÛÅ ÏÎÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ É ÎÅ ÍÏÖÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ KS (x_1; : : : ; x_n).)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÚÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÊ ŒÅËÔÏÒ κ(x_1; : : : ; x_n), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ A(x_1; : : : ; x_n). úÁÄÁÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ ÔÒÅÂÕÅÔ O(log N) ÂÉÔÏŒ (ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ËÏÍÐÏÎÅÎÔ Œ ÜÔÏÍ ŒÅËÔÏÒÅ, ÈÏÔÑ É ÜËÓÐÏÎÅÎÃÉÁÌØÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ, ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ n É ÐÏÔÏÍÕ ÍÏÖÅÔ ÓÞÉÔÁÔØÓÑ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÍ). ðÏÜÔÏÍÕ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ T (x_1; : : : ; x_n) ÍÏÖÎÏ ÚÁ- ÄÁÔØ, ÕËÁÚÁŒ (ÐÏÍÉÍÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÁ) ÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÊ ÎÏÍÅÒ Œ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ, É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Œ A(x_1; : : : ; x_n) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ

log |A(x_1; : : : ; x_n)| + O(log N)

œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É ÉÓÈÏÄÎÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ⟨x_1; : : : ; x_n⟩, ÏÔËÕÄÁ É ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÁÑ ÏÃÅÎËÁ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A(x_1; : : : ; x_n) ÑŒÌÑÅÔÓÑ c-ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎ- ÔÙ c, ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ N. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÓÒÁŒÎÉÔØ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

m(1; 2; : : : ; n) ⩽ m(1) · m(2|1) · m(3|1; 2) · : : : · m(n|1; 2; : : : ; n − 1)

ìÏÇÁÒÉÆÍÙ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ÓŒÅÒÈÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔÑÍÉ: m(1) ⩽ 2^{KS (x1)}, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ KS (y_1) ⩽ KS (x_1) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁ- ÂÏÒÁ ⟨y_1; : : : ; y_n⟩ ∈ A(x_1; : : : ; x_n) (ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ ÂÙ ÎÁÐÉÓÁÔØ 2^{KS (x1)+1} Œ ÏÃÅÎËÅ, ÎÏ Ó ÎÁÛÅÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÜÔÏ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ m(2|1) ⩽ 2^{KS (x2|x1)} É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. œ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓ- ÈÏÄÉÔ

KS (x_1) + KS (x_2|x_1) + KS (x_3|x_1; x_2) + : : : + KS (x_n|x_1; : : : ; x_{n−1}) + O(log N)

ÞÔÏ ÒÁŒÎÏ KS (x_1; : : : ; x_n) + O(log N). îÏ É ÄÌÑ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ Åč ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ KS (x_1; : : : ; x_n) − O(log N), ÔÁË ÞÔÏ ÒÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁÍÉ ÅÓÔØ O(log N), Á ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÓÁÍÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ N, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. ïÄÎÏŒÒÅ- ÍÅÎÎÏ ÍÙ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÍ, ÞÔÏ

KS (x_i|x_1; : : : ; x_{i−1}) = log m(i|1; : : : ; i − 1) + O(log N);

Á ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ó ÇÒÕÐÐÉÒÏŒËÏÊ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÄÁčÔ

KS (x_J |x_I ) = log m(J|I) + O(log N)

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ I É J. ▷

éÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÊ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÒÉčÍ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ÔÉÐÉÚÁÃÉÅÊ: ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÍÙ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÃÅÌÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÜÔÏ ÓÌÏŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ĂÔÉÐÉÞÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉ- ÔÅÌÅÍĄ (Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ É ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ).

ôÅÐÅÒØ ÕÖÅ ÌÅÇËÏ ÚÁŒÅÒÛÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÂÅÝÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ:

Theorem 186. [prob-compl] œÓÑËÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∑ I –_I H(_I ) ⩽ 0;

ŒÙÐÏÌÎÅÎÎÏÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ _1; : : : ; _n, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÄÌÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒ- ÓËÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÓÌÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ N Ó ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØÀ O(log N): ∑ I –_I K(_I ) ⩽ O(log N):

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ Œ O(log N) ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ n (É ÂÙÓÔÒÏ ÒÁÓÔčÔ Ó ÒÏÓÔÏÍ n), ÎÏ ÎÅ ÏÔ ÓÌÏŒ x_1; : : : ; x_n.

◁ œ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ (ÅÓÌÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ, ÔÏ ÏÎÏ ÖÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÜÎÔÒÏÐÉÊ) ÍÙ ÜÔÏ ÕÖÅ ÄÏËÁÚÁÌÉ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 10.1.

äÌÑ ÏÂÒÁÔÎÏÇÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ Õ ÎÁÓ ÔÏÖÅ ŒÓč ÇÏÔÏŒÏ. ðÕÓÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏ- ÐÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÓÌÏŒÁ x_1; : : : ; x_n É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A = A(x_1; : : : ; x_n) ÉÚ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ⟨_1; : : : ; _n⟩, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓ- ÐÒÅÄÅÌčÎÎÕÀ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ A. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A N^c-ÏÄÎÏÒÏÄÎÏ, ÔÏ ÜÎÔÒÏÐÉÉ ÂÕÄÕÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏŒ ÒÁÚÍÅÒÏŒ ÓÅÞÅÎÉÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(log N) ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 184. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ŒÅÌÉÞÉÎÙ log m(I|J) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log N) ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 185, ÞÔÏ É ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. ▷

10.7. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ: ÐÒÉÍÅÒÙ

œÅÒÎčÍÓÑ ÔÅÐÅÒØ Ë ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ. îÁÐÏÍÎÉÍ ÏÓÎÏŒÎÕÀ ÉÄÅÀ: ĂÓÌÏŒÏ x ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ nĄ ÎÁÄÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ĂÓÌÏŒÏ x ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÉÚ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ 2^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒĄ. (ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1), ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ÒÁÚÌÉÞÁÔØ ÓÔÒÏÇÉÅ É ÎÅÓÔÒÏÇÉÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ.)

óÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÕÀ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÀ ÎÅ ÄÌÑ ÆÕÎËÃÉÉ KS , Á ÄÌÑ ÄŒÕÍÅÓÔÎÏÇÏ ÐÒÅÄÉËÁÔÁ KS (x) < n Ó ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ x É n, É ŒÓÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÑ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ) ÎÁÄÏ ÐÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ Œ ÜÔÉÈ ÔÅÒÍÉÎÁÈ.

òÁÚÂÅÒčÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÐÒÉÍÅÒÏŒ.

• îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ KS (x) ⩽ KS (y) ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ÉÚ KS (y) < n ÓÌÅÄÕ- ÅÔ KS (x) < n.

• îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ KS (x) ⩽ 2 KS (y) ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ÉÚ KS (y) < n ÓÌÅÄÕ- ÅÔ KS (x) < 2n.

• îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ KS (z) ⩽ KS (x) + KS (y) ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÄÌÑ ŒÓÅÈ u É v ÉÚ KS (x) < u É KS (y) < v ÓÌÅÄÕÅÔ KS (z) < u + v.

éÓÐÏÌØÚÕÑ ÐÏÓÌÅÄÎÉÊ ÐÒÉÍÅÒ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÂÒÁÚÃÁ, ÐÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ ÎÁ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÑÚÙË ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ: KS (x; y) ⩽ KS (x) + KS (y). ðÅÒŒÙÊ ÛÁÇ: ÅÓÌÉ KS (x) < u É KS (y) < v, ÔÏ KS (x; y) < u + v. äÁÌÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔØ ÔÁË: ÅÓÌÉ x ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÉÚ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ 2^u ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, Á y ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ

ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÉÚ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ 2^v ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ 2^{u+v} ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÁÒÁ ⟨x; y⟩ (Á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ). ôÁË ÞÔÏ ÎÉÞÅÇÏ ÏÓÏÂÅÎÎÏ ÎÏŒÏÇÏ ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ.

äÌÑ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KS (y|x) ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÐÅÒÅŒÏÄ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ KS (y|x) < v ŒÙÇÌÑÄÅÌ ÂÙ ÔÁË: ÐÁÒÁ ⟨x; y⟩ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÓÅ ÓÅÞÅ- ÎÉÑ (ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ x) ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÍÅÒ ÍÅÎÅÅ 2^v. ôÁË ÞÔÏ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ KS (x; y) ⩽ KS (x) + KS (y|x) ÔÏÖÅ ÑÓÎÏ, ËÁË ÐÅÒÅŒÏÄÉÔØ.

óÉÔÕÁÃÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÍÅÎÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÚÎÁË ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ KS (z) ⩾ KS (x) + KS (y) ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÔÁË: ÅÓÌÉ KS (x) ⩾ u É KS (y) ⩾ v, ÔÏ KS (z) ⩾ u + v. îÏ Œ ÎÁÛÅÍ ÐÒÅÄÉËÁÔÅ KS ÍÅÎØÛÅ ÇÒÁÎÉÃÙ, Á ÎÅ ÂÏÌØÛÅ (É ÜÔÁ ÁÓÉÍÍÅÔÒÉÑ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÁ: ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÓÌÏŒÁ ÍÁÌÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÎÏ ÎÅ ÓÌÏŒÁ ÂÏÌØÛÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ!) ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÏÔÒÉÃÁÎÉÑÍ: ÅÓÌÉ ÎÅŒÅÒÎÏ, ÞÔÏ KS (x) < u É ÎÅŒÅÒÎÏ, ÞÔÏ KS (y) < v, ÔÏ ÎÅŒÅÒÎÏ, ÞÔÏ KS (z) < u + v. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ: ÅÓÌÉ KS (z) < u + v, ÔÏ KS (x) < u ÉÌÉ KS (y) < v.

ðÏÐÒÏÂÕÅÍ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÏÔ ÖÅ ÍÅÔÏÄ ÐÅÒÅŒÏÄÁ ÄÌÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

KS (x; y) ⩾ KS (x) + KS (y|x);

Ó ËÏÔÏÒÙÍ Õ ÎÁÓ ÂÙÌÉ ÔÒÕÄÎÏÓÔÉ. ðÏÌÕÞÁÅÍ ŒÏÔ ÞÔÏ: ÅÓÌÉ ÐÁÒÁ ⟨x; y⟩ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÚÁÄÁÎÎÏ- ÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÉÚ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ 2^{u+v} ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ ÌÉÂÏ x ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÁËÏÍÕ-ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ÉÚ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ 2^u ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÌÉÂÏ ⟨x; y⟩ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ËÁËÏÍÕ-ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÌÀÂÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^v ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÁÒ A ÉÚ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ 2^{u+v} ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ

• ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ÉÚ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ 2^u ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ;

• ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C ÐÁÒ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÅÎÅÅ 2^v ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Ó ÏÄÎÉÍ É ÔÅÍ ÖÅ ÐÅÒŒÙÍ ÞÌÅÎÏÍ,

ÐÒÉÞčÍ ÔÁË, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ⟨x; y⟩ ∈ A ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÏ ÉÚ ÄŒÕÈ: ÌÉÂÏ x ∈ B, ÌÉÂÏ ⟨x; y⟩ ∈ C.

åÓÌÉ ÔÅÐÅÒØ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ, ÔÏ ÔÁÍ ËÁË ÒÁÚ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉÓØ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ: ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ x; y ÍÙ ÓÍÏÔÒÅÌÉ, ÍÎÏÇÏ ÌÉ ÐÁÒ Ó ÔÅÍ ÖÅ x ÉÍÅÀÔ ÍÁÌÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. åÓÌÉ ÎÅÍÎÏÇÏ, ÔÏ KS (y|x) ÏËÁÚÙŒÁÌÏÓØ ÍÁÌÙÍ (Œ ÎÁÛÉÈ ÔÅÐÅÒÅÛÎÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ: ÔÁËÉÅ ÐÁÒÙ ŒÈÏÄÑÔ Œ C), Á ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏ, ÔÏ ÔÏÇÄÁ KS (x) ÍÁÌÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÂÙŒÁÅÔ ÄÌÑ ÎÅÍÎÏÇÉÈ x. (œ ÎÁÛÉÈ ÔÅÐÅÒÅÛÎÉÈ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÔÁËÉÅ x ÐÏÐÁÄÁÀÔ Œ B).

215 ðÏŒÔÏÒÉÔÅ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ É ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÄÏËÁÖÉÔÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ËÏÍÂÉÎÁ- ÔÏÒÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ É Œ ÌÅŒÏÊ, É Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ:

KS (x_1) + KS (x_1; x_2; x_3) ⩽ KS (x_1; x_2) + KS (x_2; x_3)

(ÂÁÚÉÓÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÎÏÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log N) ÄÌÑ ÓÌÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ŒÙ- ÛÅ N).

ðÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÄŒÕÍÅÓÔÎÏÍÕ ÐÒÅÄÉËÁÔÕ KS (x) < n, ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÔÁË:

ÅÓÌÉ KS (x_1; x_2) < a, KS (x_1; x_3) < b É a + b = p + q, ÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ KS (x_1) < p É KS (x_1; x_2; x_3) < q.

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË:

ÅÓÌÉ A ⊂ X_1 × X_2 × X_3, m_A(1; 2) ⩽ 2^a, m_A(1; 3) ⩽ 2^b É a + b = p + q, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ B; C ⊂ X_1 × X_2 × X_3, ÞÔÏ A ⊂ B ∪ C, m_B (1) ⩽ 2^p É m_C (1; 2; 3) ⩽ 2^q.

éÌÉ, ÐÅÒÅÈÏÄÑ Ë ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ É ÉÓËÌÀÞÁÑ ÌÉÛÎÉÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ:

ÅÓÌÉ A ⊂ X_1 × X_2 × X_3 É

m_A(1; 2) · m_A(1; 3) = l · V

ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÅÌ l; V > 0, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ B É C, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ m_B (1) ⩽ l É m_C (1; 2; 3) ⩽ V .

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÞÅÓÔØ ÔÁË: ÅÓÌÉ Õ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ 1; 2 É 1; 3 ÍÁÌÙ, ÔÏ ÜÔÏ ÅÝč ÎÅ ÍÅÛÁÅÔ ÅÇÏ ÄÌÉÎÅ Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ 1 (ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ ÐÅÒŒÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ) É ÏÂSSčÍÕ (ÏÂÝÅÍÕ ÞÉÓÌÕ ÔÏÞÅË Œ A) ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÉÍÉ. ïÄÎÁËÏ A ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ B É C, Õ ÐÅÒŒÏÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÁÌÁ ÄÌÉÎÁ ÐÏ ÐÅÒŒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ, Á Õ ŒÔÏÒÏÇÏ ÍÁÌ ÏÂSSčÍ.

(œÓÐÏÍÉÎÁÑ ÐÒÉÍÅÒ Ó ÄŒÕÍÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÁÍÉ, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ Œ ÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÏÌÓÔÙÊ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄ ÍÏÇ ÂÙ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ B, Á ÔÏÎËÉÊ | C.)

œÓč ÜÔÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ ÚÁÍÅÎÑÀÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒ. îÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ŒÅÒÎÙÍ, ÈÏÔÑ É ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ. œÏÔ ËÁË ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔØ 1,2; ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÐÏÄÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏÍ X_1 × X_2, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ A_{12}. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ x ∈ X_1 ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÅÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ; ÐÕÓÔØ ÜÔÏ ÓÅÞÅÎÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ n_2(x) ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ôÏÇÄÁ

m(1; 2) = |A_{12}| = ∑ x n_2(x)

(ÒÁÚÍÅÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁŒÅÎ ÓÕÍÍÅ ŒÓÅÈ ÅÇÏ ÓÅÞÅÎÉÊ). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ

m(1; 3) = |A_{13}| = ∑ x n_3(x)

äÌÉÎÁ m_A(1) ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÜÔÉÈ ÓÕÍÍÁÈ, Á m(1; 2; 3) (ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ A) ÍÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ÓŒÅÒÈÕ:

m(1; 2; 3) = |A| ⩽ ∑ x n_2(x)n_3(x):

(âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÄÏÂÁŒÉŒ Œ A ÎÅÄÏÓÔÁÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÅÇÏ ÐÒÏÅËÃÉÊ.)

îÁÍ ÎÁÄÏ ÒÁÚÂÉÔØ A ÎÁ ÞÁÓÔÉ B É C, ÐÒÉ ÜÔÏÍ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÄÌÉÎÕ B (Œ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ ÐÅÒŒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ) É ÏÂSSčÍ C. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÅ B ÎÕÖÎÏ ÚÁÂÒÁÔØ Œ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÂÏÌØÛÅ ÔÏÞÅË, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ŒËÌÀÞÉÍ Œ B ÓÁÍÙÅ ÂÏÌØÛÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ (Õ ËÏÔÏÒÙÈ n_2(x)n_3(x) ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ) Œ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅ l ÛÔÕË, Á ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ÏÔÐÒÁŒÉÍ Œ C. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÌÉÛØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ C ÎÅ ÂÏÌØÛÅ |A_{12}| · |A_{13}|=l.

ëÁË ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ? äÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ C ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÃÅÎÉÔØ ÒÁÚÍÅÒÙ ÄŒÕÈ ÅÇÏ ÐÌÏÓËÉÈ ÐÒÏÅËÃÉÊ; ÏÎÉ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ |A_{12}| É |A_{13}|. íÙ ÚÎÁÅÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ C (ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ x ∈ X_1) ÐÏ ÐÌÏÝÁÄÉ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ S_l, ÇÄÅ S_l | l-Å ÐÏ ŒÅÌÉÞÉÎÅ (Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÕÂÙŒÁÎÉÑ) ÓÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

2 KS (x_1; x_2; x_3) ⩽ KS (x_1; x_2) + KS (x_1; x_3) + KS (x_2; x_3|x_1)

(ËÏÔÏÒÏÅ ÌÅÇËÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÐÅÒÅÊÄÑ Ë ÕÓÌÏŒÎÙÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x_1). ïÎÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÞÌÅÎ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÅÇÏ ŒÙÔÅËÁÅÔ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒ- ÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ m(1; 2; 3)^2 ⩽ m(1; 2) · m(1; 3) · m(2; 3|1)

É ÐÏÔÏÍÕ |C|^2 ⩽ |A_{12}| · |A_{13}| · S_l ïÓÔÁÌÏÓØ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

S_l ⩽

|A_{12}| · |A_{13}| l^2 œÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ l ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ÐÌÏ- ÝÁÄØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ S_l. óÕÍÍÁ ĂÏÓÎÏŒÁÎÉÊĄ n_2(x) ÜÔÉÈ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ |A_{12}|, Á ÓÕÍÍÁ ÉÈ ĂŒÙÓÏÔĄ n_3(x) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ |A_{13}|, ÔÁË ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÅÅ (ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ) ÏÓÎÏ- ŒÁÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ |A_{12}|=l, Á ÓÒÅÄÎÑÑ (ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÁÑ) ŒÙÓÏÔÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ |A_{13}|=l. ïÓÔÁčÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ S ⩽ a_ib_i ÐÒÉ ŒÓÅÈ i = 1; 2; : : : ; l, ÔÏ S ⩽ a_1 + : : : + a_l l · b_1 + : : : + b_l l (ÞÔÏ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ŒÙÐÕËÌÏÓÔÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÂÁÚÉÓÎÙÍ ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÒÁÚÍÅÒÁÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ŒÅÒÎÙÍ.

10.8. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ: ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ

ðÅÒÅÈÏÄÑ ÏÔ ÐÒÉÍÅÒÏŒ Ë ÏÂÝÅÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÎÅ- ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ É ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ∑ –_I KS (x_I ) ⩽ ∑ —_J KS (x_J )

(ÓÕÍÍÙ Œ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÂÅÒÕÔÓÑ ÐÏ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ ÉÎÄÅËÓÏŒ I; J ⊂ {1; 2; : : : ; n}; ÎÉËÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÎÄÅËÓÏŒ ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Œ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ; ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ –_I É —_J ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙ).

ëÁË ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ? ðÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÅÎÎÙÍÉ ÐÒÉÍÅÒÁÍÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË:

ðÕÓÔØ A ⊂ X_1 ×: : :×X_n É ÐÕÓÔØ n_I | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ∏ I (n_I )^{˘I} = ∏ J m_A(J)^{¯J}

ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ B_I , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

m_{BI} (I) ⩽ n_I

ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ, ÐÒÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ÕÄÁčÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ. îÁÍ ÐÒÉÄčÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÓÌÁÂÉÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ŒËÌÀÞÉŒ Œ ÎÅÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ O(log N) Œ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÅ. œÏÔ ÜÔÏÔ ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ:

óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ d, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ X_1; : : : ; X_n, ÄÌÑ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÇÏ A ⊂ X_1 ×: : :×X_n É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÞÉÓÅÌ n_I , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ∏ I (n_I )^{˘I} = ∏ J m_A(J)^{¯J} ;

ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ B_I , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

m_{BI} (I) ⩽ n_I · (log |A|)^d

Theorem 187. [combinatorial1] óÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÎÁ- ÂÏÒÏŒ –_I É —_J ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ∑ –_I KS (x_I ) ⩽ ∑ —_J KS (x_J ) + O(log N)

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏŒ x_1; : : : ; x_n ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ N.

◁ ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÅÒÎÏ É ÐÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÞÁÓÔÑÍÉ ÔÒÅÂÕÅÍÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ. ðÒÅÖÄÅ ŒÓÅÇÏ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝ- ÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÎÁÂÏÒÁÍÉ ⟨x_1; : : : ; x_n⟩ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ N = log |A| (ÓÌÏŒ ÈŒÁÔÉÔ, Á ËÏÎËÒÅÔÎÁÑ ÐÒÉÒÏÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÒÏÌÉ ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ).

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ŒÒÅÍÅÎÎÏ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ (ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔØ O(log N)). œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ É ŒÓÅ ÅÇÏ ÐÒÏÅËÃÉÉ, É ÐÏÔÏÍÕ ÓÌÏÖÎÏ- ÓÔÉ ÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÒÁÚÍÅÒÁ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log N)). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ⟨x_1; : : : ; x_n⟩ ∈ A ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

K(x_J ) ⩽ log m_A(J) + O(log N)

ÄÌÑ ŒÓÅÈ J; ÓËÌÁÄÙŒÁÑ ÉÈ Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ —_J , ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ∑ J —_J K(x_J ) ⩽ log ( ∏ J m_A(J)^{¯J} ) + O(log N) ðÏÌØÚÕÑÓØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ (ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ŒÅÒÎÙÍ) É ŒÓÐÏÍÉÎÁÑ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÞÉÓÅÌ n_I , ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ∑ I –_I K(x_I ) ⩽ log ( ∏ I n^{˘I}_I ) + O(log N) = ∑ I –_I log n_I + O(log N)

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ⟨x_1; : : : ; x_n⟩ ∈ A. á ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A) ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ ÌÅŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ Œ ÐÒÁŒÏÊ: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ⟨x_1; : : : ; x_n⟩ ÎÁÊÄčÔÓÑ I, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ

KS (x_I ) ⩽ n_I + O(log N)

ÔÏ ÅÓÔØ x_I ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ŒÓÅÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ n_I + O(log N). óÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A É ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÉÓËÏÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B_I .

üÔÏ ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A. ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÜÔÏÍÕ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÐÒÉčÍÁ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ N ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ A ⊂ X_1 × : : : × X_n, ÇÄÅ ŒÓÅ X_i ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ N, É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏ ÉÚ ÎÉÈ, ËÏÔÏÒÏÅ (ÐÒÉ ÄÁÎÎÙÈ –_I É —_J ) ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÈÕÖÅ ŒÓÅÇÏ (Ó ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÒÁÚÎÏ- ÓÔØÀ ÍÅÖÄÕ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔØÀ ÄÌÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÏËÒÙÔÉÑ). üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ (ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ O(log N)) ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ N É ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ –_I ; —_J , É ÐÏÜÔÏÍÕ Ë ÎÅÍÕ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ ÉÚÌÏÖÅÎÎÏÅ ŒÙÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÙÌÏ ÓÁÍÙÍ ÔÒÕÄÎÙÍ ÄÌÑ ÐÏËÒÙÔÉÑ, ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØ- ÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÍ ÂÏÌÅÅ ŒÅÒÎÏ.

(óËÁÚÁÎÎÏÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ. œÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÍÙ ÎÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ËÏ- ÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ –_I É —_J ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÉÌÉ ÄÁÖÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ. îÏ ÉÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ 1=N, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÌÏÇÁÒÉÆÍÙ ŒÓÅÈ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏ- ÄÑÔ N É ÏÂÝÁÑ ÏÛÉÂËÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ O(1). á ÚÁÄÁÎÉÅ ÉÈ Ó ÔÁËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÔÒÅÂÕÅÔ O(log N) ÂÉÔÏŒ.)

œ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÏËÁÚÁÎÏ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÅÒÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÐÏËÒÙÔÉÉ, ÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ. üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÏÇÏ ÖÅ ÍÅÔÏÄÁ ÔÉÐÉÚÁÃÉÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÓÌÏŒ x_1; : : : ; x_n, ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ N. ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ É ÌÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÚÁÍÅÔÎÏ (ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(log N)) ÂÏÌØÛÅ ÐÒÁŒÏÊ. œËÌÀÞÉÍ ÎÁÛ ÎÁÂÏÒ Œ ÐÏÞÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A = A(x_1; : : : ; x_n). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ n_I ŒÅÌÉÞÉÎÙ KS (x_I ), ÕÍÅÎØÛÅÎÎÙÅ ÐÏÒÏŒÎÕ ÎÁÓÔÏÌØËÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÒÁŒÎÑÔØ ÌÅŒÕÀ ÞÁÓÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Ó ÐÒÁŒÏÊ; ÐÏÓËÏÌØËÕ log m_A(J) ÎÅ ÐÒÅ- ŒÏÓÈÏÄÉÔ KS (x_J ), ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÕŒÅÌÉÞÉŒ n_I ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(log N)). œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÂÕÄÅÔ ÐÏËÒÙÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ B_I , Õ ËÏÔÏÒÙÈ I-ÐÒÏÅËÃÉÉ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{nI} ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÞÔÏ ÚÁÍÅÔÎÏ ÍÅÎØÛÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÐÒÏ- ÅËÃÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÐÒÉÍÅÒÎÏ 2^{KS (xI )} ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ŒÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÚÁÍÅÔÎÏ ÕÍÅÎØÛÁÌÉ n_I ). œ ÓÉÌÕ ÐÏÞÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ŒÓÑËÁÑ ÅÇÏ ÞÁÓÔØ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀ- ÝÁÑ ÎÅÂÏÌØÛÕÀ ÄÏÌÀ Œ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÒÏÅËÃÉÊ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÅÔ ÎÅÂÏÌØÛÕÀ ÄÏÌÀ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ËÏ ŒÓÅÍÕ A, É ÐÏÔÏÍÕ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒ B_I ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏËÒÙÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A. ▷ 216 ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ÁËËÕÒÁÔÎÏ ŒÓÅ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ Œ ÜÔÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÏÃÅÎËÉ (ÓËÒÙÔÙÅ ÚÁ ÓÌÏŒÁÍÉ ĂÚÁÍÅÔÎÏĄ, ĂÎÅÂÏÌØÛÁÑ ÄÏÌÑĄ É Ô. Ð.)

217 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÁ 187 É Åč ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÅÒÅÎÏÓÑÔÓÑ ÎÁ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÓÏ- ÄÅÒÖÁÝÉÅ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÙÅ, ÎÏ É ÕÓÌÏŒÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.

10.9. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÑ: ÄÒÕÇÏÊ ŒÁÒÉÁÎÔ

ðÒÏŒÅÄčÎÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÄÓËÁÚÙŒÁÅÔ ÄÒÕÇÏÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ | ÍÅÎÅÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ, ÎÏ ÐÒÏÝÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍÙÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÒÁÚ- ÂÉŒÁÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ É ÐÏ-ÒÁÚÎÏÍÕ ÉÈ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ.

á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ –_I ÌÀÂÏÇÏ ÚÎÁËÁ É ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ:

óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ d, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ X_1; : : : ; X_n É ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ A ⊂ X_1 ×: : : ×X_n ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ A Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ (log |A|)^d ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ∏ m(I)^{˘I} ⩽ (log |A|)^d:

(ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÏŒ ÅÇÏ ÐÒÏÅËÃÉÊ).

Theorem 188. óÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ËÏÜÆÆÉÃÉ- ÅÎÔÏŒ –_I ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ∑ –_I KS (x_I ) ⩽ O(log N)

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏŒ x_1; : : : ; x_n ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ N.

◁ ðÕÓÔØ ŒÅÒÎÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, É ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÓÌÏŒÁ x_i ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ N. ðÒÉÍÅÎÉÍ ÍÅ- ÔÏÄ ÔÉÐÉÚÁÃÉÉ É ÐÏÌÕÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A = A(x_1; : : : ; x_n). ðÒÉ ÜÔÏÍ log |A| ÂÕÄÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ N.

ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉ- ÁÌØÎÏÇÏ (ÏÔ log |A|, Á ÐÏÔÏÍÕ É ÏÔ N) ÞÉÓÌÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏ ÉÚ ÎÉÈ, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÏÌØÛÅ ŒÓÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ B. íÎÏÖÅÓÔŒÏ B ŒËÌÀÞÁÅÔ Œ ÓÅÂÑ ÐÏ- ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÄÏÌÀ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ËÏÔÏÒÏÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ c-ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ Ó ÐÏÌÉÎÏ- ÍÉÁÌØÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ c, Á ÐÏÔÏÍÕ É B ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÏŒÙÍ (Ó Â«ÏÌØÛÉÍ, ÎÏ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÐÏ- ÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ c), ÐÒÉÞčÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍÙ ÒÁÚÍÅÒÏŒ ÐÒÏÅËÃÉÊ Õ A É B ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÁ O(log N). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ B ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ A (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(log N)), Á ÐÏÔÏÍÕ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, É ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ.

œ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÁËÏÊ ÌÅÍÍÙ: ìÅÍÍÁ. ìÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ X_1 × : : : × X_n ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ŒÉÄÅ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÔ N = log |A| ÞÉÓÌÁ ÞÁÓÔÅÊ, ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ c-ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Ó ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍ (ÏÔ N) ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ c.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÅ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÇÏŒÏÒÉÔÓÑ ÎÉ Ï ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÎÉ Ï ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÈ. îÏ ÉÚ ÎÅč ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ ÎÁÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ

ÞÁÓÔÅÊ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏÐÉÊ, Á ÌÏÇÁÒÉÆÍÙ ÒÁÚÍÅÒÏŒ ÐÒÏÅËÃÉÊ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(log c) = O(log N).

éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ (ÐÏÖÁÌÕÊ, ÓÁÍÏÅ) ÐÒÏÓÔÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ⟨x_1; : : : ; x_n⟩ ∈ A ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ A ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ⟨y_1; : : : ; y_n⟩ ∈ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÊ ŒÅËÔÏÒ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÉÚ ÕÓÌÏŒÎÙÈ (ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ A) ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ŒÅËÔÏÒÁ ÄÌÑ x.

üÔÁ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÒÁÎÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ ĂÔÉÐÉÚÁÃÉÉĄ Œ ÄŒÕÈ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ: ŒÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÌÉÛØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ y ∈ A (Á ÒÁÎØÛÅ ÎÉËÁËÏÇÏ A ÎÅ ÂÙÌÏ); ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ A.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ ÓÌÏŒ x_1; : : : ; x_n É ÉÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ, Á ÎÅ ÓÁÍÉÍÉ ÜÔÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, É ÐÏÔÏÍÕ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÌÉÛØ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÞÉ- ÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ c-ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÍ ÄÌÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ (ÏÔ N) ÚÎÁÞÅÎÉÑ c.

üÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÔÁË ÖÅ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ: ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÔÁËÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÎÅ ÓÉÌØÎÏ ÍÅÎØÛÅ 2^{KS (x1;:::;xn|A)}, Á ÌÏÇÁÒÉÆÍÙ ÓÅÞÅÎÉÊ ÏÃÅÎÉŒÁÀÔÓÑ ÕÓÌÏŒÎÙÍÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ, ÔÁË ÞÔÏ ÜÔÉ ÄŒÁ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔÉ Œ ÓÉÌÅ. ▷

éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÊ ÌÅÍ- ÍÙ, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÅ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. üÔÏ ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏ ÄÁÖÅ ÄÌÑ ÄŒÕÍÅÒÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ⊂ N^2 ĂðÏÞÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØĄ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

m(1; 2) ≈ m(1)m(2|1); m(1; 2) ≈ m(2)m(1|2)

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÒÅÄÎÅÅ (ÎÅÐÕÓÔÏÅ) ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ m(1; 2)=m(1) ÄÏÌÖÎÏ ÎÅ ÓÌÉÛ- ËÏÍ ÓÉÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÏÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÓÅÞÅÎÉÑ m(2|1) | É ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÄÌÑ ÇÏÒÉÚÏÎ- ÔÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ.

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÉÄÅÑ | ÒÁÚÂÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁ ÞÁÓÔÉ Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÓÅ- ÞÅÎÉÊ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ Œ ËÁÖÄÏÊ ÞÁÓÔÉ ÒÁÚÍÅÒÙ ÓÅÞÅÎÉÊ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ (ÓËÁÖÅÍ) ŒÄŒÏÅ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÞÁÓÔÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ É ÓÒÅÄÎÅÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ŒÄŒÏÅ. ðÒÏÂÌÅÍÁ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÕÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÈ ÓÅÞÅÎÉÊ, ÎÏ É ÄÌÑ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÈ | ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÓÎÏŒÁ ÉÓÐÏÒÔÉÔØÓÑ.

ëÁË ÐÒÅÏÄÏÌÅÔØ ÜÔÕ ÔÒÕÄÎÏÓÔØ? œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÏÞÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÅÅ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÕÀ (ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ) ÄÏÌÀ Œ ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏŒÔÏÒÉÔØ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ó ÏÓÔÁÔËÏÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ, ÐÏÌÕÞÉŒ ŒÔÏÒÕÀ ÐÏÞÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÞÁÓÔØ (ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÕÀÓÑ) É ÔÁË ÄÁÌÅÅ: ÅÓÌÉ ËÁÖÄÁÑ ÏÞÅÒÅÄÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÚÁÂÉÒÁÅÔ "-ÄÏÌÀ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ ÐÏÓÌÅ 1=" ÛÁÇÏŒ ÞÉÓÌÏ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÎÏ Œ e ÒÁÚ. ðÏŒÔÏÒÑÑ ÜÔÏ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÍÅÎÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏÂÙ ŒÏÏÂÝÅ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÏÓÔÁ- ÌÏÓØ).

ëÁË ÖÅ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÕÀ ÞÁÓÔØ, ÐÏÞÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ Œ ÏÂÏÉÈ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑÈ? ðÏ- ÓÌÅ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ ÞÁÓÔÉ ÐÏ ŒÅÒÔÉËÁÌÉ ŒÙÂÅÒÅÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÞÁÓÔØ (ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÀÔ- ÓÑ), ÐÏÄÅÌÉÍ Åč ÐÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ É ÓÎÏŒÁ ŒÙÂÅÒÅÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÞÁÓÔØ (ŒÙÂÒÏÓÉŒ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ). îÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÐÏ ŒÅÒÔÉËÁÌÉ (ÐÕÎËÔ (Œ) ÔÅÏÒÅÍÙ 184).

üÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ É ÉÍÅÅÔ ÄŒÁ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔŒÁ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅ- ÎÉÀ Ó ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÍ (ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÉÍ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ). œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÞÁÓÔÉ. œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÏÎÏ ÄÁčÔ ÞÁÓÔÉ, ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÐÏÌÉ- ÎÏÍ ÏÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÎÅ ŒÓÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, Á ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ (ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ).

åÝč ÎÅÍÎÏÇÏ ÕÓÌÏÖÎÉŒ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÓÔÉÞØ ÅÝč ÏÄÎÏÇÏ ÕÌÕÞÛÅÎÉÑ: ÎÅÏÄÎÏ- ÒÏÄÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ (ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ n, ÎÏ ÎÅ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÁ ÒÁÚÂÉŒÁÅÍÏÇÏ ÎÁ ÞÁÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ). œÏÔ ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ.

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁ ÞÁÓÔÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÅÇÏ ŒÅÓ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ŒÅÓÁ (ËÏÔÏÒÏÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÊ ËÏÎÅÞÎÏ) ÂÕÄÅÔ ÕÄÏ- ŒÌÅÔŒÏÒÑÔØ ŒÓÅÍ ÎÕÖÎÙÍ ÕÓÌÏŒÉÑÍ.

œÅÓ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÓÕÍÍÏÊ ŒÅÓÏŒ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÜÔÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ. á ŒÅÓ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x, ÐÏÐÁŒÛÅÇÏ Œ ÞÁÓÔØ X, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ∑ A;B log m_X (B|A) − d log |X|;

ÇÄÅ ÓÕÍÍÁ ÂÅÒčÔÓÑ ÐÏ ÐÁÒÁÍ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÎÄÅËÓÏŒ A; B ⊂ {1; 2; : : : ; n}, Á d | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ (ÚÁÍÅÔÉÍ, ËÓÔÁÔÉ, ÞÔÏ Œ ÓÕÍÍÅ ÔÁËÖÅ ÅÓÔØ ÞÌÅÎ log |X| | ÐÒÉ A = ∅, B = {1; 2; : : : ; n}). ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ŒÅÓÁ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ŒÎÕÔÒÉ ÏÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÙÂÒÁÔØ d ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍ, ÔÏ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ŒÅÓÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÍÎÏÇÏ ÞÁÓÔÅÊ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÙÇÏÄÎÏ ÓÏÅÄÉÎÉÔØ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ log m_X (B|A) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÌÉÚËÉ (ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ÅÄÉ- ÎÉÃÕ). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÉ ËÁÖÄÏÅ m_X (B|A) ŒÏÚÒÁÓÔčÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ŒÔÒÏÅ (ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ÍÅÎØÛÅÊ ÞÁÓÔØÀ), Á log |X| ŒÏÚÒÁÓÔčÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ Œ ÐÏÌÔÏÒÁ ÒÁÚÁ, É ÐÒÉ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏÍ d ÜÔÏ ÐÅÒÅŒÅÓÉÔ, É ÐÒÉ ÓÌÉÑÎÉÉ ÞÁÓÔÅÊ ŒÅÓÁ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÕÍÅÎØÛÁÔÓÑ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÕÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ d ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÞÉÓÌÏÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ (ËÏÔÏÒÏÅ, Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ, ÚÁŒÉÓÉÔ ÌÉÛØ ÏÔ n É ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ).

ðÕÓÔØ d ŒÙÂÒÁÎÏ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. âÕÄÅÍ ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ ÞÁÓÔÉ ÐÏ ÃÅÌÙÍ ÞÁÓÔÑÍ ÚÎÁ- ÞÅÎÉÊ log m_X (B|A) ÐÒÉ ŒÓÅÈ A É B. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÎÉËÁËÉÅ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ ÎÅ ÐÏÐÁÄÕÔ Œ ÏÄÉÎ ËÌÁÓÓ, Á ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ÐÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ log |X|, ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÒÁÚÂÉŒÁÅÍÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÖÅÌÁÅÍÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÅÊ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ŒÅÓÁ ŒÓÅ ÞÁÓÔÉ ÐÏÞÔÉ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ. äÒÕ- ÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÎÁÄÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÂÉÔÁ ÎÁ ÄŒÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ ŒÅÓ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ. ðÒÉ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÞÁÓÔÉ ÎÁ ÄŒÅ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØ- ÎÙÅ ÞÁÓÔÉ É ŒÅÓÁ ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÎÉÈ ÔÏÞÅË ÎÉËÁË ÎÅ ÚÁÔÒÁÇÉŒÁÀÔÓÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÉÚÕÞÁÔØ ÌÉÛØ ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ŒÅÓÁ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÏÄÎÏÊ ÞÁÓÔÉ. œ ÆÏÒÍÕÌÅ ∑ A;B log m_X (B|A) − d log |X|;

ÄÌÑ ŒÅÓÁ ÔÏÞËÉ ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ (É ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, É ŒÙÞÉÔÁÅÍÏÅ) ÕÍÅÎØÛÁÀÔÓÑ. îÁÍ ÎÁÄÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÅ- ÏÄÎÏÒÏÄÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÎÁ ÄŒÅ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ (ÄÌÑ ÏÂÅÉÈ ÞÁÓÔÅÊ) ÐÅÒÅÓÉÌÉÌÏ ÂÙ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅ ŒÙÞÉÔÁÅÍÏÇÏ. ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ÌÅÇËÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ: ÅÓÌÉ ÞÁÓÔØ ÉÚ m ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÒÁÚ- ÂÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ ÉÚ pm É qm ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÔÁË ÞÔÏ p+q = 1), ÔÏ ŒÙÞÉÔÁÅÍÏÅ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ

ÎÁ dmh(p; q), ÇÄÅ h(p; q) = p(− log p) + q(− log q) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÙ (ÜÔÏ ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ Ó ÄŒÕÍÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÒÉÂÁŒËÁ Œ (ÕÄÅÌØÎÏÍ, Œ ÒÁÓÞčÔÅ ÎÁ ÔÏÞËÕ) ŒÅÓÅ ÚÁ ÓÞčÔ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÑ ŒÙÞÉÔÁÅÍÏÇÏ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ d.

åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÁÑ ÎÁÍÉ ÞÁÓÔØ) ÓÉÌØÎÏ ÎÅÏÄÎÏÒÏÄÎÏ, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ A É B, ÞÔÏ m(A ∪ B) ÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ m(A) · m(B|A). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÎÁ A ∪ B, ÔÏ Õ ÜÔÏÊ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÓÅÞÅÎÉÑ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ B, ÓÉÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÐÏ ÒÁÚÍÅÒÕ, É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ (ÓËÁÖÅÍ, Œ l ÒÁÚ) ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÓÒÅÄÎÅÅ.

üÔÕ ÐÒÏÅËÃÉÀ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ŒÓč ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ) ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÄŒÅ, ÓÞÉÔÁÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÇÒÁÎÉÞÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÓÅÞÅÎÉÑ ÓÒÅÄÎÅÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÍÅÖÄÕ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ É ÓÒÅÄÎÉÍ ÒÁÚ- ÍÅÒÏÍ. õ ÞÁÓÔÉ Ó ĂÍÁÌÙÍÉĄ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ ÔÏÇÄÁ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ ÓÅÞÅÎÉÑ Œ √ l ÒÁÚ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÂÏÌØÛÉÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ÐÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ þÅÂÙÛčŒÁ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÄÏÌÉ 1= √ l (ÉÎÁÞÅ ÂÙ ÓÒÅÄÎÅÅ ÂÙÌÏ ÂÏÌØÛÅ), ÐÏÜÔÏÍÕ Õ ÞÁÓÔÉ Ó ÂÏÌØÛÉÍÉ ÓÅÞÅÎÉÑÍÉ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ (ÔÁËÖÅ Œ √ l ÒÁÚ) ÒÁÚÍÅÒ A-ÐÒÏÅËÃÉÉ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÓÌÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÏŒÙÈ ÞÁÓÔÅÊ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ Œ ÆÏÒÍÕÌÅ ÄÌÑ ŒÅÓÏŒ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ ÎÁ log √ l (Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ, ËÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÎÅ ŒÏÚÒÁÓÔÕÔ).

ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ l (ËÏÇÄÁ log √ l > d) ÏÂÝÉÊ ŒÅÓ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ.

úÎÁÞÉÔ, Œ ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ŒÅÓÁ ŒÓÅ ÞÁÓÔÉ c-ÏÄÎÏÒÏÄÎÙ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c, ËÏÔÏÒÁÑ (ŒÓÌÅÄ ÚÁ d É l) ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÞÉÓÌÏÍ n (ÈÏÔÑ É ÂÙÓÔÒÏ ÒÁÓÔčÔ Ó ÒÏÓÔÏÍ n), ÞÔÏ É ÚÁŒÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ Ó ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÅÍ ŒÅÓÏŒ.

10.10. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÄŒÕÈ É ÔÒčÈ ÓÌÏŒ

íÙ ÕÂÅÄÉÌÉÓØ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÓÁÍÙÍÉ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ: ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏÐÉÊ, ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ, ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÏŒ ÐÒÏÅËÃÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÏŒ ÐÏÄÇÒÕÐÐ É Ô. Ä. É Ô. Ð. îÏ ÈÏÒÏÛÏ ÂÙ ÐÏÎÑÔØ ŒÓč-ÔÁËÉ, ËÁËÏŒÙ ÜÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ.

üÔÏ ÕÄÁÌÏÓØ ÓÄÅÌÁÔØ ÌÉÛØ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ÓÌÕÞÁÅŒ (ÐÒÉ n ⩽ 3). äÌÑ n = 1 ÓÉÔÕÁÃÉÑ ŒÏÏÂÝÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÁ. ðÒÉ n = 2 ÉÍÅÀÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

0 ⩽ H(_1) ⩽ H(_1; _2); 0 ⩽ H(_2) ⩽ H(_1; _2); H(_1; _2) ⩽ H(_1) + H(_2)

ËÏÔÏÒÙÅ ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÔÒÉ ŒÅÌÉÞÉÎÙ

H(_2|_1); H(_1|_2); I(_1 : _2)

ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÔÒčÈ ŒÅÌÉÞÉÎ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÀÂÙÍÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ: ŒÏÚØÍčÍ ÔÒÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ¸; ˛; ‚ Ó ÔÁËÉÍÉ ÜÎÔÒÏÐÉÑÍÉ É ÐÏÌÏÖÉÍ 1 = ⟨¸; ˛⟩; _2 = ⟨˛; ‚⟩;

ÔÏÇÄÁ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, H(_1|_2) = H(¸), I(_1 : _2) = H(˛), H(_2|_1) = H(‚). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÙÑÓÎÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ É ÄÏÓÔÁÔÏÞ- ÎÙ, ÞÔÏÂÙ ÎÁÂÏÒ ÉÚ ÔÒčÈ ÞÉÓÅÌ ÍÏÇ ÂÙÔØ ÒÁŒÅÎ

H(_1); H(_2); H(_1; _2);

É ÐÏÔÏÍÕ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ÎÅ ÎÕÖÎÏ (ÌÀÂÏÅ ÄÒÕÇÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÂÕÄÅÔ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÜÔÉÈ; ÚÁÍÅÔÉÍ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÕÞÉÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÑ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ).

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ Ë ÓÌÕÞÁÀ n = 3, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ n = 2 ÍÙ ÓÄÅÌÁÌÉ ÎÅÞÔÏ ÂÏÌØÛÅÅ, ÞÅÍ ÐÒÏÓÔÏ ÏÐÉÓÁÌÉ ŒÓÅ ŒÅÒÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏÐÉÊ: ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÔÒÏÊËÉ ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ, ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÜÎÔÒÏÐÉÊ.

çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÁË. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ ÅÓÔØ ÔÏÞ- ËÁ Œ (ÔÒčÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÉ n = 2) ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÜÎÔÒÏÐÉÊ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÜÔÉÈ ŒÅÌÉÞÉÎ. òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÒÁÚÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E Œ ÜÔÏÍ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ.

ìÉÎÅÊÎÙÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏÐÉÊ | ÜÔÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÅ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÃÅÌÉËÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E. œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÐÒÉ n = 2) ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ÞÔÏ E ÅÓÔØ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÙÊ ËÏÎÕÓ, ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÔÒÅÍÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ.

œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÂÏÌØÛÅ ÓÁÍÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÎÅŒÙÐÕËÌÏ). ðÏÜÔÏÍÕ, ÄÁÖÅ ÚÎÁÑ ÜÔÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ (ÚÎÁÑ ŒÓÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ), ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÌÉÛØ ÞÁÓÔÉÞÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÜÎÔÒÏÐÉÊ.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÉÍÅÎÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ E) ÐÒÅÄÓÔÁ- ŒÌÑÀÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÊ ÉÎÔÅÒÅÓ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ Ï ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÉ ËÌÁÓÓÏŒ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ, ÜÎÔÒÏÐÉÊ, ÒÁÚÍÅÒÏŒ ÐÒÏÅËÃÉÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ É Ô. Ä. ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÉÍÅÎÎÏ Ë ÎÉÍ. óÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÔÁÍ ÄÒÕÇÉÅ: ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÚÍÅÒÙ ÐÒÏÅËÃÉÊ ÏÄ- ÎÏÒÏÄÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁÍÉ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ; ÄÌÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ŒÏÏÂÝÅ ŒÓč ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÌÉÛØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1) É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

ðÏÓÌÅ ÜÔÉÈ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÅŒ ÐÅÒÅÊÄčÍ Ë ÓÌÕÞÁÀ n = 3. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÅÍÉÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÓÅÍÉ ÎÅÐÕÓÔÙÍ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ ÔÒčÈÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ). õÄÏÂÎÅÅ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÎÏŒÙÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ a_1; : : : ; a_7 Œ ÜÔÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ, ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ÎÁ Ó. 51 (ÒÉÓ. 5) ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ. œ ÜÔÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ ÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÎÁÍ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ a_i, ËÒÏÍÅ ĂÃÅÎÔÒÁÌØÎÏÊ ÞÁÓÔÉĄ a_5, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÌÉ I(_1 : _2 : _3), ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙ, Á ÜÔÁ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅÏ- ÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÁ Œ ÓÕÍÍÅ Ó ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÔÒčÈ ÞÁÓÔÅÊ a_2; a_4; a_6. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E ⊂ R^7 ŒÓÅÈ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏŒ ÜÎÔÒÏÐÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ F ŒÓÅÈ ÓÅÍčÒÏË, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÜÔÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ F, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ŒÅËÔÏÒÏŒ (ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÜÔÏÇÏ ŒÙÐÕËÌÏÇÏ ËÏÎÕÓÁ). á ÉÍÅÎÎÏ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ ÂÕÄÕÔ ŒÅËÔÏÒÙ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÄÎÏ ÉÚ a_i ÒÁŒÎÏ ÅÄÉÎÉÃÅ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÎÕÌÀ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÔØ ÅÝč ÏÄÉÎ ÏÓÏÂÙÊ ŒÅËÔÏÒ e: Õ ÎÅÇÏ a_5 = −1, a_2 = a_4 = a_6 = 1, ÏÓÔÁÌØÎÙÅ a_i ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. üÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ: ÈÏÔÑ a_5 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏ, ÎÏ ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ a_2, a_4 É a_6, ÐÏÜÔÏÍÕ ÎÁÄÏ ŒÚÑÔØ ÏÓÏÂÙÊ ŒÅËÔÏÒ e Ó ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÏÍ |a_5| É ÄÏÂÁŒÉÔØ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÐÏ ÍÅÒÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ.

ôÅÐÅÒØ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ÎÅÔ: ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÒÅÁÌÉÚÕÀÔÓÑ ËÁË ÎÁÂÏÒÙ ÜÎÔÒÏÐÉÊ (ÏÓÏÂÙÊ ŒÅËÔÏÒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍ ŒÅÌÉÞÉÎÁÍ _1, _2 Ó ÄŒÕÍÑ ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ É _3 = _1 + _2 (mod 2)), ÔÏ ÌÀÂÏÅ ŒÅÒÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ, É ÐÏÔÏÍÕ ÄÌÑ ŒÓÅÇÏ F , ÔÏ ÅÓÔØ ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ.

218 [nonconvex-e] ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E ÎÅŒÙÐÕËÌÏ: Á ÉÍÅÎÎÏ, –e ÐÒÉÎÁÄÌÅ- ÖÉÔ E ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ – ÅÓÔØ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ.

219 [adding-e] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ n) ÚÁÍËÎÕÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ: ÅÓÌÉ ÄŒÁ ŒÅËÔÏÒÁ e; e^′ ∈ R^{2n −1} ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ E, ÔÏ É ÉÈ ÓÕÍÍÁ e + e^′ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ E. [õËÁÚÁÎÉÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÔÅ ÄŒÁ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÎÁÂÏÒÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ, ÚÁÄÁÀÝÉÈ ŒÅËÔÏÒÙ e É e^′, É ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÉÈ Œ ÏÄÉÎ.]

220 [convex-closure-e] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ E (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ) ŒÙÐÕËÌÏ. [õËÁÚÁÎÉÅ. åÓÌÉ e É e^′ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ E, ÔÏ ÐÒÉ ÂÏÌØÛÉÈ ÃÅÌÙÈ k É l ŒÅËÔÏÒ ke + le^′ ÔÁËÖÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ E, ÏÓÔÁÌÏÓØ ÌÉÛØ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÕÍÎÏÖÁÔØ ŒÅËÔÏÒ ÎÁ ÞÉÓÌÏ. îÁ ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ ÍÙ ÅÇÏ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÕÍÅÅÍ, Á ÐÒÉ- ÂÌÉÖčÎÎÏ ÄÅÌÉÔØ ÎÁ ÂÏÌØÛÏÅ ÞÉÓÌÏ ÍÏÖÎÏ ÔÁË: Ó ÍÁÌÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ " ÂÅÒčÍ ÄÁÎÎÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ, Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÅ (ÉÍÅÀÝÉÅ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ).]

10.11. òÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ éÎÇÌÅÔÏÎÁ

œ ÓÌÕÞÁÅ ÄŒÕÈ É ÔÒčÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ (ÉÌÉ ÓÌÏŒ) ÍÙ ÏÐÉÓÁÌÉ ŒÓÅ ÉÓÔÉÎÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏÐÉÊ (É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ); ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ n = 2 ÍÙ ÏÐÉÓÁÌÉ ÄÁÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E, Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÅ Ë ÎÅÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÎÙÈ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ E.

äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÞÅÔÙÒčÈ É ÂÏÌÅÅ ÓÌÏŒ ÔÁËÏÇÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÕÖÅ ÎÅ ÕÄÁčÔÓÑ, É ÐÏÌÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÎÅ ÉÚŒÅÓÔÅÎ. ðÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÏÐÉÓÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏ ÜÔÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÎÁÂÏÒ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ = _1; : : : ; _n É ÞÅÒÅÚ _I (ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ I ⊂ {1; : : : ; n}) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÞÁÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ, ÓÏÓÔÏÑ- ÝÕÀ ÉÚ ŒÅÌÉÞÉÎ Ó ÉÎÄÅËÓÁÍÉ ÉÚ I. þÅÒÅÚ H(_I ) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÜÔÏÊ ÞÁÓÔÉ. õÓÌÏŒÎÙÅ ÜÎÔÒÏÐÉÉ H(_I |_J ) (ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ ÓÍÙÓÌ ÐÒÉ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ I É J, ÔÁË ËÁË ÏÂÝÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÏÖÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ ÉÚ I) ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÙÅ É ÐÏÔÏÍÕ ÉÈ ÎÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÏÔÄÅÌØÎÏ.

ëÁÖÄÏÍÕ ÎÁÂÏÒÕ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ ⟨_1; : : : ; _n⟩ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÏÞËÁ Œ ÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÅ R^{2n −1}, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÁÑ ÉÚ ÞÉÓÅÌ H(_I) ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÎÅÐÕÓÔÙÈ I. üÔÉ ÔÏÞËÉ (ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏŒ) ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÌÉ ÞÅÒÅÚ E. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ ÚÁÄÁÞÁÈ 218, 219 É 220, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ŒÙÐÕËÌÏ, ÎÏ ÅÇÏ ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÐÕËÌÙÍ ËÏÎÕÓÏÍ (ŒÍÅÓÔÅ Ó ÌÀÂÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ).

ïÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ E ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÄŒÏÊÓÔŒÅÎÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÎÙÈ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏÐÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ (ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ E). çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ŒÓÅ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ E. ïÂÒÁÔÎÙÊ ÐÅÒÅ- ÈÏÄ ÄÁčÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ŒÓÅ ÜÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ŒÓÅÈ ÕÐÏÍÑÎÕÔÙÈ ÐÏÌÕÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ); ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÕÞÉÔ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÅÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÚÁÍËÎÕÔÙÊ ŒÙÐÕËÌÙÊ ËÏÎÕÓ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ E.

óÒÅÄÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÅÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ:

H(_I ) ⩾ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ I H(_I ) ⩽ H(_J ) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ I ⊂ J H(_{I∩J} ) + H(_{I∪J} ) ⩽ H(_I ) + H(_J ) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ I; J âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÂÁÚÉÓÎÙÍÉ. üÔÏÔ ÔÅÒÍÉÎ ÒÁÎØÛÅ ÕÐÏÔÒÅÂÌÑÌÓÑ ÐÏ ÏÔÎÏÛÅ- ÎÉÀ Ë ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ

H(_1) + H(_1; _2; _3) ⩽ H(_1; _2) + H(_1; _3);

ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÌÕÞÁÀ I = {1; 2}, J = {1; 3}, É Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÓŒÏÄÉÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ I É J, ÅÓÌÉ ÏÂSSÅÄÉÎÉÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ Œ ÇÒÕÐÐÙ. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔŒÁ ÍÙ ŒËÌÀÞÁÅÍ Œ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÐÅÒŒÙÈ ÄŒÕÈ ÔÉÐÏŒ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÏÍ ËÏÎÕÓÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ŒÓÅÈ ÎÁÂÏÒÏŒ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÂÁÚÉÓÎÙÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ. œ ÓÌÕÞÁÅ n = 2 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÏŒÐÁÄÅ- ÎÉÅ; ÐÒÉ n = 3, ËÁË ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÑ ÎÅÔ, ÎÏ E ÐÌÏÔÎÏ Œ ÜÔÏÍ ËÏÎÕÓÅ. ðÒÉ n = 4 ÜÔÏ, ËÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË.

œÙÑÓÎÅÎÉÅ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÎÁÞÁÔØ Ó ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ËÏÎÕÓÁ. ìÉÎÅÊÎÏÅ ÐÒÏ- ÇÒÁÍÍÉÒÏŒÁÎÉÅ ÕÞÉÔ, ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÅ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÏÄÎÏÒÏÄÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ, ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÓŒÏÉÈ ËÒÁÊÎÉÈ ÔÏ- ÞÅË (ÒčÂÅÒ ËÏÎÕÓÁ). åÓÌÉ ÂÙ (ËÁË ÜÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÐÒÉ n = 3) ŒÓÅ ÜÔÉ ËÒÁÊÎÉÅ ÔÏÞËÉ ÐÏÐÁÌÉ Œ E, ÔÏ ÍÙ ÂÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏÐÉÊ ÓÌÅÄÕÀÔ ÉÚ ÂÁÚÉÓÎÙÈ (ÐÏÔÏ- ÍÕ ÞÔÏ ŒÓÑËÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ŒÅÒÎÏÅ ÄÌÑ ÒčÂÅÒ, ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÉÈ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ).

äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ n = 4 ÔÁËÉÅ ÒčÂÒÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ŒÒÕÞÎÕÀ ÉÌÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ; ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÎÏ (ÓÍ. ÓÔÁÔØÀ [16], ÇÄÅ ÐÒÉŒÅÄčÎ ÓÐÉÓÏË ŒÓÅÈ ÒčÂÅÒ). œÙÑÓÎÉ- ÌÏÓØ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÒčÂÅÒ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ E (É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ, ÓÍ. [16]), ÎÏ ÅÓÔØ É ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÓÏÂÙÈ ÒčÂÅÒ. üÔÉ ÏÓÏÂÙÅ ÒčÂÒÁ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ŒÓÅ ÏÄÉÎÁËÏŒÙ (ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ), É ÍÙ ÐÒÉŒÅÄčÍ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÏÓÏÂÙÈ ÒčÂÅÒ:

H(_1) = H(_2) = H(_3) = H(_4) = 2n; H(_1; _2) = 4n;

H(_1; _3) = H(_1; _4) = H(_2; _3) = H(_2; _4) = H(_3; _4) = 3n; H(_1; _2; _3) = H(_1; _2; _4) = H(_1; _3; _4) = H(_2; _3; _4) = 4n; H(_1; _2; _3; _4) = 4n:

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏŒÏ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 2n, ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ŒÍÅÓÔÅ É ŒÓÅ ÔÒÏÊËÉ ÓÌÏŒ ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 4n, Á ŒÓÅ ÐÁÒÙ ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 3n, ÚÁ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÊ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 4n. (íÎÏÖÉÔÅÌØ n ÕËÁÚÁÎ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÒÅÂÒÏ ËÏÎÕÓÁ ÅÓÔØ ÌÕÞ, É ÅÇÏ ÔÏÞËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ.)

äÏŒÏÌØÎÏ ÔÒÕÄÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÓÅÂÅ ÓÍÙÓÌ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ; ËÁÒÔÉÎËÉ ÄÌÑ ÞÅÔÙÒčÈ ÓÌÏŒ ÄÏ- ŒÏÌØÎÏ ÚÁÐÕÔÁÎÙ. íÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ŒÅÌÉÞÉÎÙ _1 É _2 ŒÈÏÄÑÔ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÌÑ ŒÅÌÉÞÉÎ _3 É _4. íÏÖÎÏ ÎÁÒÉÓÏŒÁÔØ ÓÈÅÍÙ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÔÒÏÅË ÓÌÕ- ÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ (ÒÉÓ. 27): ðÙÔÁÑÓØ ÐÒÉÄÕÍÁÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ (ÉÌÉ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ) Ó ÔÁËÏÊ ÜÎÔÒÏÐÉÅÊ (ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ), ÍÙ ÓÔÁÌËÉŒÁÅÍÓÑ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÒÕÄÎÏÓÔØÀ: ÐÒÁŒÁÑ ËÁÒ- ÔÉÎËÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ _3 É _4 ÈÏÒÏÛÏ ÂÙ ÉÍÅÔØ n ÂÉÔÏŒ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, É ŒÓÑ ÜÔÁ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ŒÈÏÄÉÔ ËÁË Œ _1, ÔÁË É Œ _2. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÅŒÁÑ ËÁÒÔÉÎËÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ _1 É _2 ÎÅ ÄÏÌÖÎÙ ÉÍÅÔØ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ (Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ). ëÏÎÅÞÎÏ, ÜÔÏ ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÒÁÚÇÏŒÏÒÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÏÎÑÔÉÅ ÓÌÏŒÁ Ăn ÂÉÔÏŒ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉĄ ÎÉÞÅÇÏ òÉÓ. 27. òÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ ÔÒÏÅË ÓÌÏŒ.

[ineq.4]

ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÇÏ ÎÅ ÏÚÎÁÞÁÀÔ. ïÄÎÁËÏ, ËÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ ÎÉÖÅ, ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÔÁËÉÈ ŒÅÌÉÞÉÎ 1; _2; _3; _4 ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ.

åÓÌÉ ÏÓÏÂÙÅ ÒčÂÒÁ ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅÄÏÓÔÉÖÉÍÙÍÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÑ- ÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÐÏËÁ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÙÅ ÎÁÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ. ëÁË ÉÈ ÎÁÊÔÉ? ðÒÏÓÔÅÊÛÁÑ ÇÉÐÏÔÅÚÁ (ËÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ ÐÏÚÖÅ, ÎÅŒÅÒÎÁÑ, ÎÏ ÐÏËÁ ÍÙ ÐÒÏ ÜÔÏ ÎÅ ÚÎÁÅÍ) ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÖÅ ÚÎÁÅÍ ŒÓÅ ÒčÂÒÁ ËÏÎÕÓÁ (ÎÅÏÓÏÂÙÅ ÒčÂÒÁ ÉÚ ÞÉÓÌÁ ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ) É ÎÕÖÎÏ ÌÉÛØ ÎÁÊÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉ. üÔÏ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÍÐØÀÔÅÒÁ, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÏŒÙÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

I(_3 : _4) ⩽ I(_3 : _4|_1) + I(_3 : _4|_2) + I(_1 : _2):

(É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ). äÌÑ ÎÁÇÌÑÄÎÏÓÔÉ ÍÙ ÚÁÐÉÓÁÌÉ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Ó ÕÓÌÏŒÎÙÍÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ; ŒÙÒÁÖÁÑ ÉÈ ÞÅÒÅÚ ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÙÅ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

12 + 3 + 4 + 134 + 234 ⩽ 13 + 23 + 14 + 24 + 34

(ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ ÐÉÛÅÍ ÌÉÛØ ÉÎÄÅËÓÙ: ÓËÁÖÅÍ, 134 ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ H(_1; _3; _4)), ÎÏ Œ ÔÁËÏÍ ŒÉÄÅ ÅÇÏ ÓÍÙÓÌ ÅÝč ÍÅÎÅÅ ÑÓÅÎ.

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ Œ ÔÅÏÒÉÉ ÍÁÔÒÏÉÄÏŒ É ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏÍ éÎÇÌÅÔÏÎÁ:

Theorem 189. [ingleton] äÌÑ ÌÀÂÙÈ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ H_1; H_2; H_3; H_4 ŒÅË- ÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

dim(H_1 + H_2) + dim H_3 + dim H_4 + dim(H_1 + H_3 + H_4) + dim(H_2 + H_3 + H_4) ⩽ ⩽ dim(H_1 + H_3) + dim(H_2 + H_3) + dim(H_1 + H_4) + dim(H_2 + H_4) + dim(H_3 + H_4)

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÏÎÑÔØ ÓŒÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍÉ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏÐÉÊ É ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ X ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ F É ÅÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎ- ÓÔŒÁ. üÔÉÍ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏÍ ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏŒ X → F, É ËÁÖÄÏÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÕ Y ⊂ X ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ _Y , ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏ- ÐÏÓÔÁŒÌÑÅÔ Ó ËÁÖÄÙÍ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÏÍ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ Y . (íÅÎÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ: ÓÌÕÞÁÊ- ÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ Y , ÅÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ

ÎÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ Y .) úÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÔÁËÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒÁ Y^∗, ÓÏÐÒÑÖčÎÎÏÇÏ Ë Y , É ŒÓÅ ÏÎÉ ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÙ, ÉÈ ÞÉÓÌÏ ÒÁŒÎÏ F Œ ÓÔÅÐÅÎÉ dim Y^∗ = dim Y , ÔÁË ÞÔÏ ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÔÁËÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÒÁŒÎÁ dim Y · log |F|.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÅÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ, Á ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÉÈ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÔÁËÏÊ ŒÏÐÒÏÓ. ðÕÓÔØ Y É Z | ÄŒÁ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. ëÁËÏŒÁ ÂÕÄÅÔ ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÐÁÒÙ ŒÅÌÉÞÉÎ ⟨_Y ; _Z ⟩? úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÎÁ Y É Z ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÅÇÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÓÕÍÍÕ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Y + Z = {y + z|y ∈ Y; z ∈ Z} É ÎÁÏÂÏÒÏÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÐÁÒÙ ÒÁŒÎÁ dim(Y + Z) · log |F|.

éÚ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ ÓÒÁÚÕ ÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÁÑ

Theorem 190. [entropy-dimension] œÓÑËÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÎÏÍÕ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏÐÉÊ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ É ÉÈ ÎÁÂÏÒÏŒ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒ- ÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ (Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÜÎÔÒÏÐÉÉ ÇÒÕÐÐÙ ŒÅÌÉÞÉÎ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÓÕÍÍÙ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ).

221 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ R É ÎÁÄ C . [õËÁÚÁÎÉÅ. ëÏÍÐÌÅËÓÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍÕ, ÔÁË ËÁË ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ŒÄŒÏÅ ÂÏÌØÛÅ. œ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÅŒËÌÉÄÏŒÙÍ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ, ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÐÒÏÅËÃÉÑÍÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ÛÁÒÁ ÎÁ ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÐÒÉÞčÍ Œ ËÁÖÄÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏËÒÕÇÌÑÀÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ". ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÉ (ÐÒÏÅËÃÉÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÛÁÒÁ ÎÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÁ Œ ËÒÕÇÅ; ÉÚ-ÚÁ ÏËÒÕÇÌÅÎÉÑ ÐÒÏÅËÃÉÉ ÎÁ X É Y ÎÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔ ÐÒÏÅËÃÉÀ ÎÁ X + Y ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, Á ÌÉÛØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ), ÎÏ ÇÌÁŒÎÙÅ ÞÌÅÎÙ ÐÒÉ " → 0 ŒÓč-ÔÁËÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÍ.]

[œïðòïó: Á ËÁË ÜÔÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÑ (ÅÓÌÉ ÜÔÏ ŒÏÏÂÝÅ ŒÅÒÎÏ? íÏ- ÖÅÔ, ÅÓÔØ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÐÒÏÓÔÙÅ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÑ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ËÁËÉÍÉ-ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑÍÉ É Ô.Ð.?]

úÁÍÅÔÉÍ ÅÝč, ÞÔÏ ÐÅÒÅÈÏÄ ÏÔ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Ë ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ŒÅÌÉÞÉÎÁÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÏÂÝÉÍ ÐÒÉčÍÏÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÔÏÞÅË ÉÚ E. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ŒÓÅ ÎÅÏÓÏÂÙÅ ÒčÂÒÁ ËÏÎÕÓÁ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ ŒÙÛÅ (ÓÍ. [16]), ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ËÁË ÒÁÚ ÔÁËÉÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ. üÔÏ ÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ É ËÏ ŒÓÅÍ ÄÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ŒÓÔÒÅÞÁŒÛÉÍÓÑ ÐÒÉÍÅÒÁÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ E; ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÄÒÕÇÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÐÏÑŒÑÔÓÑ ÌÉÛØ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ËÏÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ÉÄÔÉ ÒÅÞØ ÏÂ ÕÓÌÏŒÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎÁÈ.

◁ ðÅÒÅÊÄčÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ éÎÇÌÅÔÏÎÁ. åÇÏ ÎÅÌØÚÑ ÎÅÐÏÓÒÅÄ- ÓÔŒÅÎÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 190 (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏÐÉÊ ÏÎÏ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ËÁË ÍÙ ŒÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÕŒÉÄÉÍ). þÔÏÂÙ ÅÇÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÎÁÄÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÅÝč ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÓŒÑÚÉ ÍÅÖÄÕ ÜÎÔÒÏÐÉÑÍÉ É ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÍÉ.

œ ÎÁÛÉÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÈ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏÐÉÊ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÕÓÌÏŒÎÕÀ ÜÎÔÒÏÐÉÀ H(¸|˛) ÓÏËÒÁ- ÝÅÎÉÅÍ ÄÌÑ H(¸; ˛) − H(˛). œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÕÓÌÏŒ- ÎÁÑ ÜÎÔÒÏÐÉÑ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔÓÑ ËÁË dim(A + B) − dim B, ÞÔÏ ÒÁŒÎÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÚÁ A ÐÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ, ÑÄÒÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÒÁŒÎÏ B (ÏÂÒÁÚÁ A ÐÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ B). ëÁË ÕÞÉÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÁÌÇÅÂÒÁ, ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ËÁË dim A − dim(A ∩ B). äÒÕÇÏÅ ÓÏ- ËÒÁÝÅÎÉÅ, I(¸ : ˛), ÒÁÓÛÉÆÒÏŒÙŒÁÅÔÓÑ ËÁË H(¸) + H(˛) − H(¸; ˛), ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ dim A + dim B − dim(A + B). ðÏÓÌÅÄÎÅÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏ dim(A ∩ B). îÁËÏÎÅÃ, I(¸ : ˛|‚) ÍÏÖÎÏ ÒÁÚŒÅÒÎÕÔØ (ÎÅ ÄÏ ËÏÎÃÁ) Œ

H(¸|‚) + H(˛|‚) − H(¸; ˛|‚)

É ÅÍÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ dim A=C + dim B=C − dim(A + B)=C

ÅÓÌÉ ÞÅÒÅÚ X=C ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÏÅ ÉÚ X ÐÒÉ ÌÉÎÅÊÎÏÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÉ Ó ÑÄÒÏÍ C. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÎÅÌØÚÑ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ Œ ŒÉÄÅ dim(A ∩ B)=C: ÜÔÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ÒÁŒÎÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏŒ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ A É B ÐÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁ- ÃÉÉ ÐÏ C, Á ÜÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÂÒÁÚ A∩B ÐÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ C, ÎÏ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÏ Ó ÎÉÍ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ. (ðÕÓÔØ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, A; B; C | ÔÒÉ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÄŒÕÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ.)

œÏÚŒÒÁÝÁÑÓØ Ë ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ éÎÇÌÅÔÏÎÁ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÅÇÏ ÔÁË:

dim(A ∩ B) ⩽ I(A : B|C) + I(A : B|D) + dim(C ∩ D)

(ÇÄÅ I(A : B|C) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÏÂÒÁÚÏŒ A É B ÐÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÐÏ C). ïÂÏÚÎÁÞÁÑ A ∩ B ÞÅÒÅÚ X, ÍÙ ŒÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ

dim X ⩽ dim X=C + dim X=D + dim(C ∩ D);

ÐÏÓËÏÌØËÕ dim X=C ⩽ I(A : B|C) (ÏÂÒÁÚ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÒÉ ÆÁËÔÏÒÉÚÁÃÉÉ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÏÂÒÁÚÏŒ, ÈÏÔÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÍÅÎØÛÅ). á ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÍÏÍÕ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ

H() ⩽ H(|‚) + H(|‹) + I(‚ : ‹)

ÄÌÑ ÜÎÔÒÏÐÉÊ, É ÏÓÔÁčÔÓÑ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 190. ▷

222 [quasi-ingleton] äÏËÁÖÉÔÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ H() ⩽ H(|‚) + H(|‹) + I(‚ : ‹) ÄÌÑ ÜÎÔÒÏÐÉÊ. [õËÁÚÁÎÉÅ. ëÁË ÌÅÇËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ ÐÏ ËÁÒÔÉÎËÅ É ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÐÒÑÍÙÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ,

H() + H(|‚; ‹) + I(‚ : ‹|) = H(|‚) + H(|‹) + I(‚ : ‹);

ÔÁË ÞÔÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ÂÁÚÉÓÎÙÈ.]

223 óÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÁÛÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ éÎÇÌÅÔÏÎÁ ÇÏÄÉÔÓÑ ÄÌÑ ÐÒÏ- ÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ (ÉÌÉ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ R, ÅÓÌÉ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅÊ). ëÁË ÐÅÒÅÎÅÓÔÉ ÅÇÏ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÑ? [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÏÌÅ ÂÙÌÏ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÅÎÎÏ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÐÅÒÅÈÏÄÉÌÉ ÏÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏÐÉÊ Ë ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ ÄÌÑ ÒÁÚ- ÍÅÒÎÏÓÔÅÊ. îÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏÐÉÊ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÅÊ ÂÁÚÉÓÎÙÈ, Á ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ŒÅÒÎÙ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÎÁÄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍ ÐÏÌÅÍ.]

224 íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ ÄÌÑ ÜÎÔÒÏÐÉÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÒÁÚ- ÍÅÒÏŒ ÐÏÄÇÒÕÐÐ É ÉÈ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÊ. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ éÎÇÌÅÔÏÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ŒÅÒÎÏÅ ÄÌÑ ÐÏÄÇÒÕÐÐ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ. [õËÁÚÁÎÉÅ: äÅÊÓÔŒÕÊÔÅ ËÁË ÐÒÉ

ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 189, ÒÏÌØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÉÇÒÁÅÔ ÓÕÍÍÁ ÐÏÄÇÒÕÐÐ (ËÏ- ÔÏÒÁÑ ÅÓÔØ ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ Œ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ).]

œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÏÂÏÞÎÏÇÏ ÐÒÏÄÕËÔÁ ÎÁÛÉÈ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÊ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅ ÌÀÂÏÐÙÔÎÏÅ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ:

225 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÎÏÅ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÞÅ- ÔŒčÒÏË ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ éÎÇÌÅÔÏÎÁ. [õËÁÚÁ- ÎÉÅ. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ŒÓÅ ÒčÂÒÁ ËÏÎÕÓÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ, ËÒÏÍÅ ÕÐÏÍÉ- ÎÁŒÛÉÈÓÑ ÏÓÏÂÙÈ, ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ŒÅÌÉÞÉÎÁÍÉ, ÎÏ É ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ, Á ŒÙÂÒÏÓÉŒ ÉÚ ÞÉÓÌÁ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ ÏÓÏÂÙÅ ÒčÂÒÁ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÎÕÓ, ÇÒÁÎÑÍÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÑŒÌÑ- ÀÔÓÑ ÂÁÚÉÓÎÙÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ éÎÇÌÅÔÏÎÁ (ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ÐÏÒÑÄËÏŒ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ). ëÁË ÏÂÏÊÔÉÓØ ÚÄÅÓØ ÂÅÚ ÄÌÉÎÎÙÈ (ÒÕÞÎÙÈ ÉÌÉ ËÏÍÐØÀÔÅÒÎÙÈ) ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, ÎÅÑÓÎÏ.]

226 óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÞÅÔÙÒčÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÄ- ÇÒÕÐÐ ËÏÍÍÕÔÁÔÉŒÎÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.

10.12. õÓÌÏŒÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ

[conditional-independence] ðÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ (ËÁË ÍÙ ÄÁŒÎÏ ÏÂÅÝÁÌÉ), ÞÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ éÎÇÌÅÔÏÎÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ ÍÏÖÅÔ ÎÁÒÕÛÁÔØÓÑ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÉÎÏÇÄÁ ÐÒÁŒÁÑ ÅÇÏ ÞÁÓÔØ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, Á ÌÅŒÁÑ ÎÅÔ.

çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ¸ É ˛ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ ‚ (ÇÄÅ ‚ | ÔÒÅÔØÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ), ÅÓÌÉ I(¸ : ˛|‚) = 0. ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ‚_0 ŒÅÌÉÞÉÎÙ ‚, ÐÒÉÎÉ- ÍÁÅÍÏÇÏ Ó ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ, ÕÓÌÏŒÎÙÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ¸ É ˛ ŒÎÕÔÒÉ ÓÏÂÙÔÉÑ ‚ = ‚_0, ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

227 ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ. [õËÁÚÁÎÉÅ: I(¸ : ˛|‚) ÅÓÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ (ÐÏ ŒÓÅÍ ‚_0 Ó ŒÅÓÁÍÉ, ÒÁŒÎÙÍÉ ÉÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ) ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ.]

âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ¸ É ˛ ÕÓÌÏŒÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ (ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÌÉ ÎÁ ÅÇÏ ÉÚÍÅÌØÞÅÎÉÉ) ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ‚ É ‹ Ó ÔÁËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ:

• ‚ É ‹ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ;

• ¸ É ˛ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ ‚;

• ¸ É ˛ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ ‹.

âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÎÁÛÅÊ ÏÇÏŒÏÒËÅ (ÒÁÚÒÅÛÅÎÉÀ ÉÚÍÅÌØÞÁÔØ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÒÁÚÂÉ- ŒÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ÓÏÂÙÔÉÑ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÏÂÙÔÉÊ ÎÕÖÎÏÊ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ) ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÇÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÅÌÉÞÉÎ ¸ É˛ É ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ. (îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÚÄÅÓØ, ËÁË É ŒÓÀÄÕ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÌÉÛØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ.)

ôÒÉ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ, ÏÚÎÁÞÁÀÔ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ éÎÇÌÅÔÏÎÁ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÓÀÄÁ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÅŒÁÑ ÅÇÏ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÎÁ ÎÕÌÀ:

Theorem 191. [conditionally-only] óÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÕÓÌÏŒÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ŒÅÌÉ- ÞÉÎÙ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ.

◁ äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÅÄSSÑŒÉÔØ ÞÅÔŒčÒËÕ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ ¸; ˛; ‚; ‹, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÉÓØ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÑ ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ, ÎÏ¸ É ˛ ÂÙÌÉ ÂÙ ÚÁŒÉÓÉÍÙÍÉ. õËÁÖÅÍ ÔÁËÏÊ ÐÒÉÍÅÒ. ëÁÖÄÁÑ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ŒÅÌÉÞÉÎ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0 É 1 Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1=2. œÅÌÉÞÉÎÙ ‚ É ‹ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, É ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÞÅÔÙÒčÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÉÍÅÅÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ 1=4.

œÅÌÉÞÉÎÙ ¸ É ˛ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÁË: ÅÓÌÉ ‚ = ‹, ÔÏ ÜÔÏ ÏÂÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÏ- ŒÒÅÍÅÎÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ ŒÅÌÉÞÉÎ ¸ É ˛ (ËÏÔÏÒÙÅ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÒÁŒÎÙ). åÓÌÉ ÖÅ ‚ ≠ ‹, ÔÏ ÕÓÌÏŒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ŒÅÌÉÞÉÎ ¸ É ˛) (Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÓÌÕÞÁÅŒ ‚ = 1; ‹ = 0 É ‚ = 0; ‹ = 1 ÚÁÄÁčÔÓÑ ÔÁÂÌÉÃÅÊ 0 1 0 1=8 3=8 1 3=8 1=8

ìÅÇËÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ (ÓËÁÖÅÍ) ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ‚ = 0 ÕÓÌÏŒÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÒÏ- ÑÔÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ ¸ É ˛ ÂÕÄÅÔ ÐÏÌÕÓÕÍÍÏÊ ÜÔÏÊ ÍÁÔÒÉÃÙ É ÍÁÔÒÉÃÙ 0 1 0 1 0 1 0 0

ïÎÏ ÒÁŒÎÏ 0 1 0 9=16 3=16 1 3=16 1=16

ÞÔÏ ÅÓÔØ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄŒÕÈ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ, ÒÁŒÎÙÈ ÎÕÌÀ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 3=4. œÍÅ- ÓÔÅ Ó ÔÅÍ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÌÉÞÉÎ ¸ É ˛ ÅÓÔØ ÓÒÅÄÎÅÅ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÏÅ ŒÓÅÈ ÞÅÔÙÒčÈ ÍÁÔÒÉÃ ÕÓÌÏŒÎÙÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ É ÒÁŒÎÏ 0 1 0 5=16 3=16 1 3=16 5=16

ÔÁË ÞÔÏ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ¸ É ˛ ÚÁŒÉÓÉÍÙ. ▷

óÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÐÒÉ n = 4 ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÙÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ ŒÅËÔÏÒÏŒ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÑÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ, ÎÅ ÉÓÞÅÒÐÙ- ŒÁÀÔ ŒÓÅÇÏ E (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÎÉÈ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ éÎÇÌÅÔÏÎÁ, ËÏÔÏÒÏÅ ŒÅÒÎÏ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ). îÁÛÁ ÎÉÖÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÄÌÑ ÚÁÍÙËÁÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ E ÐÒÉ n = 4 (ÎÅÏÓÏÂÙÅ ÒčÂÒÁ É ÉÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÉ) ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÅ ÎÁÉÌÕÞÛÅÊ.

ëÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, É ŒÅÒÈÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ (ËÏÎÕÓ ÒÅÛÅÎÉÊ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ) ÔÏÖÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ: ÐÒÉ n ⩾ 4 ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÎÅ ŒÙÔÅËÁÀÝÉÅ ÉÚ ÂÁÚÉÓÎÙÈ, ÎÏ ŒÅÒÎÙÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ E

10.13. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÎÅ ÓŒÏÄÑÝÉÅÓÑ Ë ÂÁÚÉÓÎÙÍ

Theorem 192. [rv-inequality] äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ ¸; ˛; ‚; ‹; " ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ I(¸ : ˛) ⩽ I(¸ : ˛|‚) + I(¸ : ˛|‹) + I(‚ : ‹) + + I(¸ : ˛|") + I(¸ : "|˛) + I(˛ : "|¸)

óÍÙÓÌ É ÐÒÉÒÏÄÁ ÜÔÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÕŒÙ, ÎÅ ŒÐÏÌÎÅ ÐÏÎÑÔÎÙ. îÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÍÍÅÎ- ÔÁÒÉÉ Ë ÎÅÍÕ (ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÅÇÏ ÚÁÐÏÍÉÎÁÎÉÑ) ŒÓč-ÔÁËÉ ÓÄÅÌÁÔØ ÍÏÖÎÏ.

åÇÏ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÄŒÅ ÇÒÕÐÐÙ (ÚÁÐÉÓÁÎÎÙÅ ÎÁÍÉ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÓÔÒÏËÁÈ). ðÅÒŒÁÑ ÇÒÕÐÐÁ ÚÎÁËÏÍÁ ÎÁÍ ÐÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ éÎÇÌÅÔÏÎÁ (ÅÓÌÉ ÂÙ ŒÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ ÎÅ ÂÙÌÏ, ÔÏ ÔÁË ÂÙ É ÐÏÌÕÞÉÌÏÓØ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÛÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÓÌÁÂÌÅÎÉÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ éÎÇÌÅÔÏÎÁ ÚÁ ÓÞčÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏ (ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÇÏ) ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ

W (¸; ˛; ") = I(¸ : ˛|") + I(¸ : "|˛) + I(˛ : "|¸)

òÉÓ. 28. œÅÌÉÞÉÎÁ W (¸; ˛; "). [ineq.6]

üÔÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ (ÓÉÍŒÏÌÉÞÅÓËÉ ÐÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÎÁ ÒÉÓ. 28) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÅÌÉÞÉÎÕ ", ËÏÔÏÒÁÑ Œ ÏÓÔÁŒÛÕÀÓÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ. ôÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓËÁÚÁÔØ É ÔÁË: ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ éÎÇÌÅÔÏÎÁ ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ Ó ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ inf_” W (¸; ˛; ").

äÒÕÇÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ ŒÚÑÔØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ¸, ˛ É " ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ŒÅÌÉÞÉÎÕ (ÎÅ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÏÄÎÕ É ÔÕ ÖÅ), ÔÏ W (¸; ˛; ") ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ Œ ÎÕÌØ, É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

H() ⩽ H(|‚) + H(|‹) + H(‚ : ‹) (∗)

ËÏÔÏÒÏÅ ÕÖÅ ŒÓÔÒÅÞÁÌÏÓØ ÎÁÍ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ éÎÇÌÅÔÏÎÁ ÄÌÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ.

åÝč ÏÄÎÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ: ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 192 ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ: ÅÓÌÉ W (¸; ˛; ") = 0, ÔÏ I(¸ : ˛) ⩽ I(¸ : ˛|‚) + I(¸ : ˛|‹) + I(‚ : ‹)

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ‚ É ‹. ëÓÔÁÔÉ, ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ É ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ, ÐÒÉÍÅ- ÎÉŒ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (∗) Ë ŒÅÌÉÞÉÎÅ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ (ËÏÔÏÒÕÀ ÎÕÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ Ë ŒÅÌÉÞÉÎÁÍ ¸, ˛ É ").

Theorem 193. [w-zero] åÓÌÉ W (¸; ˛; ‚) = 0, ÔÏ Õ ÔÒÏÊËÉ ŒÅÌÉÞÉÎ ¸; ˛; ‚ ŒÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ: ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ , ÞÔÏ

H(|¸) = H(|˛) = H(|‚) = 0;

I(¸ : ˛|) = I(˛ : ‚|) = I(¸ : ‚|) = 0

◁ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒčÈÍÅÒÎÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÄÌÑ ŒÅÌÉÞÉÎ ¸; ˛; ‚. õÓÌÏŒÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÓÅÞÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ (ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÅ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ) ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ 1 (ÅÓÌÉ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ ÎÕÌØ, ÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ É ÜÔÕ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÏÓÉÔØ).

ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÔÁÂÌÉÃÙ ÎÅ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ¸; ˛; ‚ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ, ÓËÁÖÅÍ, ŒÓÅ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÅ ÓÅÞÅÎÉÑ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÅ ÐÅÒŒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ, ËÁË ŒÅËÔÏÒÙ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ ÄŒÕÍÅÒÎÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ, Œ ËÁÖÄÏÊ ËÌÅÔËÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÔÏÉÔ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ŒÅËÔÏÒ. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÔÏÌÂÃÅ ŒÓÅ ŒÅËÔÏÒÙ ÓÔÏÌÂÃÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ, É ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÄÌÑ ÓÔÒÏË. ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÅËÔÏÒÙ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ, ÔÏ É ŒÓÅ ÏÎÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÓÅ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÔÁÂÌÉÃÙ (Œ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÁÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÉ) ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ É ÉÍÅÀÔ ÒÁÎÇ 1, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÛÁ ÔÒčÈÍÅÒÎÁÑ ÔÁÂÌÉÃÁ ĂÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁ- ÇÏÎÁÌØÎÁÑĄ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ (ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ k) ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔØ ÔÁÂÌÉÃÕ ËÁË ÓÏÅÄÉ- ÎÅÎÉÅ k ÂÌÏËÏŒ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÐÏÌÎÑÅÔ ĂÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄĄ (ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÏ ËÁÖÄÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ), É ÐÒÏÅËÃÉÉ ÜÔÉÈ k ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏŒ ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÕ ÎÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ, Á ŒÎÅ ÂÌÏËÏŒ ÓÔÏÑÔ ÎÕÌÉ.

éÚ ÒÁÎÅÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÂÌÏËÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÔÏ ËÁË ÒÁÚ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ (ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÅÓÔØ ÎÏÍÅÒ ÂÌÏËÁ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÔÒčÈ ŒÅÌÉÞÉÎ ¸; ˛; ‚ É ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ ŒÅÌÉÞÉ- ÎÙ ¸; ˛; ‚ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ).

þÔÏÂÙ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÔÁÂÌÉÃÁ ÂÌÏÞÎÏ-ÄÉÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÔÁËÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÐÏÚÉÃÉÊ (ÍÅÓÔ ÔÁÂÌÉÃÙ, ÇÄÅ ÓÔÏÑÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ): ÅÓÌÉ Œ ÄŒÕÈ ÐÒÏÔÉŒÏÐÏÌÏÖÎÙÈ ÕÇÌÁÈ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ, ÓÔÏ- ÑÔ ÎÅ-ÎÕÌÉ, ÔÏ É Œ ÄÒÕÇÉÈ ÄŒÕÈ ÓÔÏÑÔ ÎÅ-ÎÕÌÉ. (éÎÁÞÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÂÙ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÌÓÑ Œ ÎÕÌØ É ÒÁÎÇ ÂÙÌ ÂÙ ÐÏ ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ 2.)

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÂÕÄÅÍ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÔØ ÂÌÏË (ÎÁÞÁŒ Ó ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÇÏ). åÓÌÉ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÎÅÎÕÌÅŒÁÑ ÔÏÞËÁ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÐÏ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ Ó ÔÏÞËÁÍÉ ÂÌÏËÁ, ÔÏ ÉÚ ÓÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ŒÙÔÅËÁÅÔ (ËÁË ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ), ÞÔÏ ÂÌÏË ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ (ÏÓÔÁŒÌÑÑ ÅÇÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌÅÐÉÐÅÄÏÍ). ôÁË ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÛÉÒÑÔØ ÐÏËÁ ÍÏÖÎÏ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÔÏ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ë ÏÓÔÁŒÛÅÊÓÑ ÞÁÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÙ. ▷

228 ðÒÏŒÅÄÉÔÅ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ.

229 (Á) äÏËÁÖÉÔÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (ÉÎÏÇÄÁ ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ Double Markov property): ÅÓÌÉ I(˛ : ‚|¸) = 0 É I(¸ : ‚|˛) = 0, ÔÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÔÁËÁÑ ŒÅÌÉÞÉÎÁ , ÞÔÏ I(|¸) = 0, I(|˛) = 0 É I(⟨¸; ˛⟩ : ‚|) = 0. (Â) œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 193 œÓč ÓËÁÚÁÎÎÏÅ, ÏÄÎÁËÏ, ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 192 ÌÉÛØ Œ ÞÁÓÔÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ. œÏÔ ÏÂÝÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ:

◁ íÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ (ÄÏ ËÏÎÃÁ ÅÝč, ŒÉÄÉÍÏ, ÎÅ ÐÏÎÑÔÙÊ) ÐÒÉčÍ ĂÎÅÚÁŒÉÓÉÍÉÚÁÃÉÉĄ, ËÏ- ÔÏÒÙÊ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ.

ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ ÔÒÉ ÇÒÕÐÐÙ:

(1) ¸; ˛; (2) ‚; ‹; (3) "

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ŒÔÏÒÏÊ É ÔÒÅÔØÅÊ ÇÒÕÐÐ ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ŒÍÅÓÔÅ (ÈÏÔÑ É ÔÅ, É ÄÒÕÇÉÅ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÏÞÅÔÁÀÔÓÑ Ó ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ ÐÅÒŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ). ðÏÜÔÏÍÕ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÐÁÒÁ ⟨‚; ‹⟩ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÁ Ó " ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ ⟨¸; ˛⟩. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÉÚÍÅÎÉÍ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ, ŒÙÐÏÌÎÉŒ (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÁÒÙ ⟨¸; ˛⟩) ĂÐÒÉÎÕÄÉÔÅÌØÎÕÀ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÉÚÁÃÉÀĄ ŒÅÌÉÞÉÎ ⟨‚; ‹⟩ É ", ÔÏ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÌÉÞÉÎ ÐÅÒŒÏÊ É ŒÔÏÒÏÊ ÇÒÕÐÐ, Á ÔÁËÖÅ ÓÏŒÍÅÓÔÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ŒÅÌÉÞÉÎ ÐÅÒŒÏÊ É ÔÒÅÔØÅÊ ÇÒÕÐÐ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÎÅÉÚÍÅÎÎÙÍÉ, É ŒÓÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÎÅ ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ.

òÁÚ ÔÁË, ÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ (ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÅ) ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

I(¸ : ˛) ⩽ I(¸ : ˛|‚) + I(¸ : ˛|‹) + I(‚ : ‹) + + W (¸; ˛; ") + + I(⟨‚; ‹⟩ : "|⟨¸; ˛⟩) + + I(‚ : "|⟨¸; ˛⟩) + + I(‹ : "|⟨¸; ˛⟩)

(ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÁÒÁ ⟨‚; ‹⟩ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÁ Ó " ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ¸; ˛, ÔÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ŒÅÌÉÞÉÎ ‚ É ‹ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ÔÁËÖÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÁ Ó ‹ ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ¸; ˛), Á ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÏÂÒÁÚÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÕÍÍÏÊ ŒÏÓØÍÉ ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ

I(¸; ˛ : "|‚; ‹) ⩾ 0;

I(¸ : ˛|"; ‚) ⩾ 0; I(¸ : ˛|"; ‹) ⩾ 0;

I(‚ : ‹|") ⩾ 0; I(‚ : "|¸) ⩾ 0; I(‚ : "|˛) ⩾ 0; I(‹ : "|¸) ⩾ 0; I(‹ : "|˛) ⩾ 0:

üÔÏ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ: ÅÓÌÉ ÒÁÓËÒÙÔØ ŒÓÅ ŒÚÁÉÍÎÙÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ É ÓÌÏÖÉÔØ, ÔÏ ŒÓÅ ÌÉÛ- ÎÉÅ ÞÌÅÎÙ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÏËÒÁÝÁÀÔÓÑ. (îÏ ÐÏÞÅÍÕ ÔÁË ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ É ËÁË ÄÏ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÄÏÇÁÄÁÔØÓÑ, ÎÅÑÓÎÏ.) ▷

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÛÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÈÏÔÑ É ÎÅ Œ ÐÒÑÍÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÂÁÚÉÓÎÙÈ. íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÏÂÎÁÒÕÖÉÌÉ (ÐÏÍÉÍÏ ÓÌÏÖÅÎÉÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ Ó ÎÅÏÔÒÉÃÁ- ÔÅÌØÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ) ÅÝč ÏÄÎÏ ĂÐÒÁŒÉÌÏ ŒÙŒÏÄÁĄ: ÅÓÌÉ ÕÄÁčÔÓÑ ÒÁÚÂÉÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÅ ÎÁ ÔÒÉ ÇÒÕÐÐÙ, ÐÒÉÞčÍ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ŒÔÏÒÏÊ É ÔÒÅÔØÅÊ ÇÒÕÐÐ ÎÅ ŒÈÏÄÑÔ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÎÉ Œ ÏÄÎÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÚ (ŒÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ) ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ËÕÄÁ ÄÏÂÁŒÌÅÎÁ ÅÝč É ÏÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ŒÔÏÒÏÊ É ÔÒÅÔØÅÊ ÇÒÕÐÐ ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÅÒŒÏÊ ÇÒÕÐÐÙ.

[ëÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÄÒÕÇÉÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÏÂÝÅÇÏ ÐÒÁŒÉÌÁ ŒÙŒÏÄÁ?]

[éÓÔÏÒÉÑ ŒÏÐÒÏÓÁ? õÓÌÏŒÎÙÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ? áÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÍÅÔÏÄÏÍ òÏ- ÍÁÝÅÎËÏ?]

[õÐÏÍÉÎÁÎÉÑ: ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ íÁËÁÒÙÞÅŒÙÈ ÏÂ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ]

11. ïÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ

[cominf]

11.1. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÅ ÓÌÏŒ Œ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÍ ŒÉÄÅ

œ ËÁËÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ĂÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀÓÑ Œ ÄÁÎÎÏÍ ÓÌÏ- ŒÅĄ, ËÁË ÎÅÞÔÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÏÅ? äÏÐÕÓÔÉÍ, Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÓÌÏŒÏ x, ĂÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ n ÂÉÔÏŒ ÉÎÆÏÒÍÁ- ÃÉÉĄ, ÔÏ ÅÓÔØ ÉÍÅÀÝÅÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ n. íÏÖÎÏ ÌÉ | ËÁË ÅÓÌÉ ÂÙ ÜÔÉ ÂÉÔÙ ÂÙÌÉ ËÁÍÅÛËÁÍÉ | ÒÁÚÌÏÖÉÔØ ÉÈ ÎÁ ÄŒÅ ÒÁŒÎÙÅ ËÕÞËÉ? üÔÏÍÕ ŒÏÐÒÏÓÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÄÁÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÓÍÙÓÌ: ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÉÅ ÓÌÏŒÁ x_1 É x_2 ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n=2, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ K(x_1|x) ≈ 0, K(x_2|x) ≈ 0 (ÓÌÏŒÁ x_1; x_2 ĂÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÏŒÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó xĄ) É K(x|x_1; x_2) ≈ 0 (ĂÎÉ- ËÁËÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÎÅ ÐÏÔÅÒÑÎÁĄ)? åÓÌÉ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÐÏÎÉÍÁÔØ ÐÒÉÂÌÉÖčÎÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ËÁË ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log n), ÇÄÅ n | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ (ÉÌÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÈ ÓÌÏŒ, ÔÏ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ, ËÁË ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÕŒÉÄÉÍ.

âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÁ x É x^′ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ c, ÉÌÉ c-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ, ÅÓÌÉ KS (x|y) ⩽ c É KS (y|x) ⩽ c. üÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÎÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÁÓÔÏÑÝÉÍ ÏÔÎÏ- ÛÅÎÉÅÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ: ÅÓÌÉ x ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ y, Á y ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ z Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ c, ÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ ÌÉÛØ, ÞÔÏ x ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ z Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ 2c+O(log c). (íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÅ ÓÌÏŒÁ, Á ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÒÁÓÔÕÝÅÊ ÄÌÉÎÙ É ÇÏ- ŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ x_0; x_1; : : : ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÁ y_0; y_1; : : :, ÅÓÌÉ KS (x_i|y_i) = O(log i) É KS (y_i|x_i) = O(log i); ÔÏÇÄÁ ÂÙ ÜÔÏ ÂÙÌÏ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ.)

ìÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ c-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ ÓÌÏŒ ÍÁÌÏ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ (ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(c) É ÄÁÖÅ c + O(log c)). âÏÌÅÅ ÏÂÝÏ, ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÓÌÏŒÁ ÎÁ c-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÅ ÅÍÕ ŒÓÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Ó ÅÇÏ ÕÞÁÓÔÉÅÍ ÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÁ O(c), ÔÁË ÞÔÏ, ÓËÁÖÅÍ, ŒÅÌÉÞÉÎÁ I(x : y|z) ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(c) ÐÒÉ ÚÁÍÅÎÅ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÓÌÏŒ x; y; z (ÉÌÉ ŒÓÅÈ ÔÒčÈ) ÎÁ c-ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÅ. ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ (ÐÏÞÔÉ ÏÞÅŒÉÄÎÏÅ) ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ:

Theorem 194. [one-string-structure] äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏŒÏ x^′ ÄÌÉÎÙ KS (x), ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÅ x Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log KS (x)). üÔÏ ÓÌÏŒÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ĂÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙÍĄ (ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÌÉÚËÁ Ë ÄÌÉÎÅ) Ó ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ.

◁ œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÏÚØÍčÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ x^′ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÌÏŒÁ x, ËÏÔÏÒÏÅ ËÁË ÒÁÚ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ KS (x). ñÓÎÏ, ÞÔÏ KS (x|x^′) = O(1), ÐÏÓËÏÌØËÕ x ŒÏÓÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÐÏ x^′. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÃÅÐÏÞËÁ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ

KS (x) ⩽ KS (x; x^′) ⩽ KS (x^′) ⩽ l(x^′) = KS (x)

(ŒÙÐÏÌÎÅÎÎÙÈ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log KS (x))), ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÔÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÏÂÒÁ- ÝÁÀÔÓÑ Œ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ (Ó ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ), É ÐÏÔÏÍÕ KS (x; x^′) ≈ KS (x) É ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ KS (x^′|x) ≈ 0. ▷

éÚ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÊ ÎÁÍÉ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ÓÌÏŒÁ ÎÁ ÞÁÓÔÉ: ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÓÌÏŒÏ ÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÅ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÅ, É Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ x_1 É x_2 ŒÚÑÔØ ÐÒÏÓÔÏ-ÎÁÐÒÏÓÔÏ ÌÅŒÕÀ É ÐÒÁŒÕÀ ÐÏÌÏŒÉÎÙ.

230 ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ŒÓÅ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ.

231 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ KS (y|x) = n, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ (ĂÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÏÅĄ) z, ÞÔÏ KS (z|x) ≈ n=2 É KS (y|z) ≈ n=2 Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log KS (x; y)).

ôÁË ÞÔÏ ÐÏËÁ ÂÉÔÙ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ŒÅÄÕÔ ÓÅÂÑ ŒÐÏÌÎÅ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ É Œ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ Œ ÓÌÏŒÅ É Åč ÞÁÓÔØ.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÓÌÏŒÁ x É y, ÐÒÉÞčÍ KS (y|x) ≈ 0 (ĂÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ Œ ÓÌÏŒÅ y ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔØÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Œ ÓÌÏŒÅ xĄ). ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÅ ÓÌÏŒÏ x^′, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÅ x, ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÅ ÎÁÞÁÌÏ y^′ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ y. (ôÁËÏÅ ÎÁÞÁÌÏ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÂÕÄÅÔ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙÍ É ÉÍÅÔØ ÄÌÉÎÕ KS (y).) âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÔÁË:

Theorem 195. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏŒ x É y ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÓÌÏŒÁ x^′ É y^′, ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ x É y (ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(KS (y|x) + log KS (x; y)) É ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙÅ Ó ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ, ÐÒÉÞčÍ y^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ x^′.

◁ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ y^′ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÌÏŒÁ y, ÏÎÏ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏ É ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ÐÒÉÍÅÒÎÏ KS (y). ôÅÐÅÒØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ z^′ ÓÌÏŒÁ x ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ ÓÌÏŒÅ y; ÏÎÏ ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÙÍ, Á ÄÌÉÎÁ ÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÁ KS (x|y). úÎÁÑ y^′ É z^′, ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ y, Á ÐÏÔÏÍ É x, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ y^′; z^′ ÎÅ ÍÅÎØ- ÛÅ KS (x; y) (ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÏ KS (x), ÐÏÓËÏÌØËÕ KS (y|x) ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÍÁÌÙÍ). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ÓÌÏŒ y^′ É z^′ ÒÁŒÎÁ KS (y) + KS (x|y) ≈ KS (x; y), ÔÁË ÞÔÏ ÓÌÏŒÏ x^′ = y^′z^′ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏ. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÓÌÏŒÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÌÏÇÁ- ÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ, ÐÏÜÔÏÍÕ KS (y^′|x^′) ≈ 0 É, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, KS (x|x^′) ≈ 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, KS (x^′|x) ≈ 0, ÞÔÏ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÁËÏÊ ÌÅÍÍÙ:

ìÅÍÍÁ. åÓÌÉ z^′ | ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ x ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ y, ÔÏ KS (z^′|x; y) = O(log KS (x; y)).

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ,

KS (x; y; z^′) ⩽ K(y; z^′) ⩽ KS (y) + l(z^′) = KS (y) + KS (x|y) = KS (x; y)

(ŒÓÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log KS (x; y)), ÐÏÜÔÏÍÕ KS (z^′|x; y) ≈ 0.

ìÅÍÍÁ, Á Ó ÎÅÊ É ÎÁÛÁ ÔÅÏÒÅÍÁ, ÄÏËÁÚÁÎÁ. ▷ üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÁÒÕ ÓÌÏŒ x; y Ó KS (y|x) ≈ 0 ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÓÅÂÅ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÔÁË: ÓÌÏŒÏ x ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ KS (x) ÐÏÞÔÉ ÞÔÏ ÍÁÔÅÒÉÁÌØÎÙÈ ÂÉÔÏŒ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒŒÙÅ KS (y) ÂÉÔÏŒ ÏÂÒÁÚÕÀÔ y.

11.2. œÙÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ

[cominf-profile] íÏÖÎÏ ÐÏÊÔÉ ÅÝč ÄÁÌØÛÅ É ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÙÈ ÓÌÏŒ. îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÔÒÉ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÐÁÒÙ ÓÌÏŒ x; y | ÜÔÏ ÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KS (x), KS (y) É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ KS (x; y); ÞÅÒÅÚ ÎÉÈ, ËÁË ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÌÉ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 2.3, ŒÙÒÁÖÁÀÔÓÑ (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ) ÕÓÌÏŒÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ŒÚÁÉÍÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ:

KS (x|y) = KS (x; y) − KS (y); KS (y|x) = KS (x; y) − KS (y); I(x : y) = KS (x) + KS (y) − KS (x; y)

(ÓÍ. ÒÉÓ. 3 ÎÁ Ó. 47). ôÁÍ ÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ, ÞÔÏ ÉÎÏÇÄÁ ÜÔÏÔ ÒÉÓÕÎÏË ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÂÕËŒÁÌØ- ÎÏ, ŒÚÑŒ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ x É y ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÐÏÄÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÎÏÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ. íÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÏÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÅÒÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ

çÉÐÏÔÅÚÁ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏŒ x É y ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÅ ÓÌÏŒÏ u ÄÌÉÎÙ KS (x; y), ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÅ (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ) ÐÁÒÅ ⟨x; y⟩, ÐÒÉÞčÍ ÎÁÞÁÌÏ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ KS (x) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ x, Á ËÏÎÅÃ ÄÌÉÎÙ KS (y) ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÅÎ y (Ó ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ).

îÏ ÜÔÏ, ËÁË ŒÙÑÓÎÑÅÔÓÑ, ÎÅ ÔÁË. þÔÏÂÙ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ Œ ÜÔÏÍ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÚ ÎÁÛÅÊ ÇÉÐÏÔÅÚÙ (ÄÌÑ ÓÌÏŒ x É y) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏŒÏ z (ÓÒÅÄÎÑÑ ÞÁÓÔØ), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ

KS (z|x) = 0; KS (z|y) = 0;

KS (z) = I(x : y)

(ŒÓÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÐÏÎÉÍÁÀÔÓÑ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ). íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ĂÉÚ ÓÌÏŒ x É y ŒÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ zĄ. ëÁË ÍÙ ŒÓËÏÒÅ ÕŒÉÄÉÍ, ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÁÒ ÓÌÏŒ x É y.

232 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÏÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ŒÙÄÅÌÑÅÔÓÑ (ÎÁÊÄčÔÓÑ ÓÌÏŒÏ z Ó ÕËÁÚÁÎÎÙ- ÍÉ ÔÒÅÍÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ), ÔÏ ÄÌÑ ÐÁÒÙ ÓÌÏŒ x; y ŒÙÐÏÌÎÅÎÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ ŒÙÛÅ ÇÉÐÏÔÅÚÁ (ÎÁÊÄčÔÓÑ ÓÌÏŒÏ u Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ).

ðÏÓÔÒÏÉÍ ÏÐÒÏŒÅÒÇÁÀÝÉÊ ÎÁÛÕ ÇÉÐÏÔÅÚÕ ÐÒÉÍÅÒ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÓÁÍÙÍÉ ÒÁÚÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ, Ï ËÏÔÏÒÙÈ ÍÙ ÅÝč ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÎÏ, ŒÉÄÉÍÏ, ÓÁÍÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÔÁËÏŒ. äÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÓÔÉ ÄÏÇÏŒÏÒÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÓÔÒÏÉÍÙÅ ÎÁÍÉ ÓÌÏŒÁ x É y Ó ÎÅŒÙÄÅÌÑÅÍÏÊ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 2n, Á ÏÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÁ n (Ó ÌÏÇÁÒÉÆ- ÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ), ÔÏ ÅÓÔØ ÐÁÒÁ ⟨x; y⟩ ÄÏÌÖÎÁ ÉÍÅÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 3n.

íÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÉÚ ÜÔÏÊ ÐÁÒÙ ÎÅ ŒÙÄÅÌÑÌÁÓØ ÏÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÌÏ ÓÌÏŒÁ z ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (z|x) É KS (z|y) ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ Œ ÎÕÌØ (ŒÓÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÁ | Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(log n)). îÁÍ ÕÄÏÂÎÅÅ ÂÕÄÅÔ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÜÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÉÎÁÞÅ: KS (x|z) = n É KS (y|z) = n. üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÚÁÐÁÓÏÍ (ÍÙ ÒÁÚÒÅÛÉÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍ ÂÙÔØ ÄÁÖÅ ÎÅÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ n):

Theorem 196. [muchnik-example] äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÓÌÏŒÁ x É y, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (x) = 2n + O(log n), KS (y) = 2n + O(log n), I(x : y) = n + O(log n), ÎÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÇÏ ÓÌÏŒÁ z ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ 1;1n, ÞÔÏ KS (x|z) < 1;1n É KS (y|z) < 1;1n.

◁ ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÓÐÉÓÏË ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ k ÓÁÍ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k + O(log k) (ÞÔÏÂÙ ÅÇÏ ÚÁÄÁÔØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÐÏÍÉÍÏ ÞÉÓÌÁ k, ÕËÁÚÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ ÐÏÒÑÄÏË O(2^k) É ÐÏÔÏÍÕ ÔÒÅÂÕÅÔ k ÂÉÔÏŒ).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÐÉÓÏË ŒÓÅÈ ÐÁÒ ÓÌÏŒ ⟨u; v⟩, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (u) < 1;1n É KS (v|u) < 1;1n, ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2;2n + O(log n): ÐÏÍÉÍÏ n, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÐÁÒ, Á ÏÎÏ ÅÓÔØ O(2^{2;2n}).

ðÏ ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÁÍ ÓÐÉÓÏË ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ 2n ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2n + O(log n), Á ÓÐÉÓÏË ÓÌÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ 3n ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØ- ÛÅ 3n + O(log n).

þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÓÐÉÓËÏŒ ŒÍÅÓÔÅ ŒÚÑÔÙÈ? åč ÍÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ ÓÕÍÍÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ. îÏ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÌÕÞÛÁÑ ÏÃÅÎËÁ: ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÓÐÉÓËÏŒ ŒÍÅÓÔÅ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÉÚ ÎÁÛÉÈ ÏÃÅÎÏË (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log n)). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ n ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÐÉÓËÏŒ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ÓŒÏÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ ÓÕÍÍÁÒÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÜÔÉÈ ÓÐÉÓËÁÈ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ É ÖÄÁÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÎÕÖÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ: ÄÏÓÔÉÇÎÕŒ ÎÕÖÎÏÊ ÓÕÍÍÙ, ÍÙ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÉÓÞÅÒÐÁÅÍ ŒÓÅ ÓÐÉÓËÉ. á ÓÕÍÍÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÞÉÓÅÌ ÔÒÅÂÕÅÔ ÄÌÑ ÚÁÐÉÓÉ ÌÉÛØ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÂÉÔÏŒ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ ÓÁÍÏÅ ÄÌÉÎÎÏÅ ÉÚ ÎÉÈ.

éÔÁË, ŒÓÅ ŒÍÅÓÔÅ ÜÔÉ ÓÐÉÓËÉ ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 3n+O(log n). ðÕÓÔØ ÜÔÉ ÓÐÉÓËÉ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÉÈ, ÍÙ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ ÎÁÈÏÄÉÍ ÐÁÒÕ ÓÌÏŒ x; y ÄÌÉÎÙ 2n + 2 ËÁÖÄÏÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ:

• KS (x) ⩾ 2n;

• KS (y) ⩾ 2n;

• KS (x; y) ⩾ 3n;

• ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏŒÁ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ KS (z) < 1;1n, KS (x|z) < 1;1n É KS (y|z) < 1;1n.

œÓÅ ÜÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÐÒÏŒÅÒÑÀÔÓÑ ÐÏ ÎÁÛÉÍ ÓÐÉÓËÁÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÎÁÄÏ ÔÏÌØËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÔÁËÁÑ ÐÁÒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÅÒŒÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÂÒÁËÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÔŒÅÒÔÉ ŒÓÅÈ ÐÁÒ (ŒÓÅÇÏ ÓÌÏŒ x ÉÍÅÅÔÓÑ 2^{2n+2}, ÉÚ ÎÉÈ ÎÅÇÏÄÎÙÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2^{2n}). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÓÏ ŒÔÏÒÙÍ ÕÓÌÏŒÉÅÍ. ôÒÅÔØÅ ÏÔÂÒÁÓÙŒÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{3n} ÐÁÒ, ÞÔÏ ÅÝč ÍÅÎØÛÅ. îÁËÏÎÅÃ, ÞÅÔŒÅÒÔÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÂÒÁËÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{1;1n} × 2^{1;1n} ÐÁÒ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2^{1;1n} ÚÎÁÞÅÎÉÊ z, ÔÏ ÅÓÔØ ŒÓÅÇÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{3;3n} ÐÁÒ, ÞÔÏ ÔÏÖÅ ÏÞÅÎØ ÍÁÌÏ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ÏÂÝÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÐÁÒ.

óÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÊÄÅÎÎÏÊ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (ÐÅÒŒÏÊ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÐÅÒÅÂÏÒÁ) ÐÁÒÙ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÍÅÎØ- ÛÅ 3n É ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁÛÉÈ ÓÐÉÓËÏŒ, ÔÏ ÅÓÔØ 3n + O(log n); ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2n É ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÅÇÏ ÄÌÉÎÙ, ÔÏ ÅÓÔØ 2n + O(1), É ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÁÒÁÎ- ÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÎÅ ŒÙÄÅÌÑÅÔÓÑ. ▷

œÉÄÎÏ, ÞÔÏ Œ ÎÁÛÅÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÅÓÔØ ĂÚÁÐÁÓĄ; ÐÒÏŒÅÄčÍ ÐÏÄÓÞčÔÙ ÂÏÌÅÅ ÁËËÕÒÁÔÎÏ. ðÕÓÔØ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÌÏŒÁ x É y ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 2n Ó ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ n, ÎÏ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÅÌØÚÑ ÂÙÌÏ ÎÁÊÔÉ ÓÌÏŒÏ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ

KS (z) < ¸; KS (x|z) < ˛ É KS (y|z) < ‚:

óÐÉÓÏË ŒÓÅÈ ÐÁÒ u; v Ó KS (u) < ¸ É KS (v|u) < ˛ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ¸ + ˛, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÏÚ- ÎÉËÁÅÔ ÕÓÌÏŒÉÅ ¸ + ˛ < 3n. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ ¸ + ‚ < 3n. îÁËÏÎÅÃ, ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÐÁÒÙ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÐÒÅÝčÎÎÙÈ ÐÁÒ ÂÙÌÏ ÍÅÎØÛÅ 2^{4n}; ÜÔÏ ÄÁčÔ ÕÓÌÏŒÉÅ ¸ + ˛ + ‚ < 4n. åÓÌÉ ŒÓÅ ÜÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ, ÔÏ ÉÓËÏÍÕÀ ÐÁÒÕ x; y ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÏÖÎÏ.

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÐÒÏŒÏÄÉÔØ ÏÔÂÒÁËÏŒËÕ ÐÁÒ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÒÏÅË ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ¸; ˛; ‚, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ. ôÁËÉÈ ÔÒÏÅË O(n^3), ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓ- ÌÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÍ ÚÁÐÁÓÏÍ, ÔÏ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÎÅÏÔÂÒÁËÏŒÁÎÎÙÅ ÐÁÒÙ; ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÓÐÉÓËÏŒ ÔÁËÖÅ ÕŒÅ- ÌÉÞÉÔÓÑ ÎÁ O(log n). ðÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:

Theorem 197. [muchnik-example-general] äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ n ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÓÌÏŒÁ x É y ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔÉ 2n + O(log n), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (x; y) = 3n + O(log n), É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ z ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÒčÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ:

(Á) KS (z) + KS (x|z) ⩾ 3n − O(log n); (Â) KS (z) + KS (y|z) ⩾ 3n − O(log n); (Œ) KS (z) + KS (x|z) + KS (y|z) ⩾ 4n − O(log n).

âÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÔÁË: ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c É ÄÌÑ ŒÓÅÈ n ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÓÌÏŒÁ x É y, ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ 2n ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ Ó log n, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ 3n ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ c log n É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ z ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÒčÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ O(log n) Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÎÁ c log n.

ðÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÐÁÒÁ ÓÌÏŒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ĂÎÁÉÈÕÄÛÅÊĄ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ŒÏÚÍÏÖÎÏ- ÓÔÉ ŒÙÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ. üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÕÔÏÞÎÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. äÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÐÁÒÙ x; y ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C(x; y) ⊂ N^3 , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÔÒÏÅË ¸; ˛; ‚, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏŒÏ z Ó

KS (z) < ¸; KS (x|z) < ˛ É KS (y|z) < ‚:

üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ĂÎÁÓÌÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ŒŒÅÒÈĄ (ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÏÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ É ŒÓÅ ÐÏËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔÎÏ Â«ÏÌØÛÉÅ) É ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÐÁÒÙ x; y; ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÐÁÒÁÍÉ Ó KS (x) = KS (y) = 2n É KS (x; y) = 3n, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÏÇÕÔ ÓÉÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÁÔØÓÑ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÐÁÒÙ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÓÌÏŒ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C(x; y) ÂÕÄÅÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ, Á ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 197 | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÜÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÂÏÌÅÅ ÄÅÔÁÌØÎÏ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÓÌÏŒÁ x; y ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 2n Ó ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ n (ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÍÙ ÄÏÐÕÓËÁÅÍ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ ÐÏÒÑÄËÁ O(log n), ÎÅ ÏÇÏŒÁÒÉŒÁÑ ÜÔÏÇÏ ÏÓÏÂÏ). ìÀÂÁÑ ÔÒÏÊËÁ ⟨¸; ˛; ‚⟩, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ C(x; y), ÄÏÌÖÎÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÔØ (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ) ÏÞÅŒÉÄÎÙÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ

¸ + ˛ ⩾ 2n; ¸ + ‚ ⩾ 2n; ¸ + ˛ + ‚ ⩾ 3n

(ÐÏÓËÏÌØËÕ KS (x) ⩽ KS (z) + KS (x|z) É ÔÁË ÄÁÌÅÅ). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C(x; y) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ C_M ŒÓÅÈ ÔÒÏÅË, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÜÔÉÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ. (é ÚÄÅÓØ ÁË- ËÕÒÁÔÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÔÒÅÂÏŒÁÌÁ ÂÙ ÏÇÏŒÏÒÏË Ï ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔÑÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÏÐÕÓËÁÅÍ.)

ëÁË ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÇÌÑÄÎÏ? ðÒÉ ËÁÖÄÙÈ ˛ É ‚ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÉÎÉ- ÍÁÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ¸_0(˛; ‚), ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ËÏÔÏÒÏÇÏ ⟨¸; ˛; ‚⟩ ÐÏÐÁÄÁÅÔ Œ C_M . çÒÁÆÉË ÆÕÎËÃÉÉ ⟨˛; ‚⟩ → ¸_0(˛; ‚), ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÐÏŒÅÒÈÎÏÓÔØ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÔÒčÈ ÐÌÏÓËÉÈ ÞÁÓÔÅÊ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÔÒčÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ), ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÉÚÏÂÒÁÚÉÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÉÎÉÊ ÕÒÏŒ- ÎÑ (ÒÉÓ. 29). ëÁÖÄÁÑ ÌÉÎÉÑ ÕÒÏŒÎÑ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÚÎÁÞÅÎÉÀ ¸ É ÏÔÄÅÌÑÅÔ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ˛; ‚ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ ÐÁÒÙ ÏÔ ÎÅ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ.

çÌÑÄÑ ÎÁ ÜÔÕ ËÁÒÔÉÎËÕ, ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÐÁÒÙ ⟨x; y⟩ Ó ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ŒÙÄÅÌÑÅÍÏÊ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ (ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ËÕÓËÉ ÎÅÓÖÉÍÁÅÍÏÇÏ ÓÌÏŒÁ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C(x; y) ÒÁŒÎÏ C_M , ÔÁË ÞÔÏ ŒÅÒÈÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ C_M ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÄÏÓÔÉÖÉÍÁ. îÅÓÌÏÖÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ÎÕÖÎÏ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÓÌÏŒÏ z ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ¸, ˛ É ‚: ÐÒÉ ¸ < 1 ŒÙÂÉÒÁÅÍ z ŒÎÕÔÒÉ ÏÂÝÅÊ ÞÁÓÔÉ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÏËÒÁÝÁÑ ÕÓÌÏŒÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÂÏÉÈ ÓÌÏŒ x É y ÎÁ ¸. ðÒÉ ¸ > 1, ÐÏÍÉÍÏ ÏÂÝÅÊ ÞÁÓÔÉ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÓÏÅÄÉÎÉÔØ Ë z ËÕÓËÉ ÉÚ ÏÓÔÁÔËÏŒ ÓÌÏŒ x É y (Œ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ; ÉÚÍÅÎÅÎÉÅ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÄŒÉÇÕ ÐÏ ÎÁËÌÏÎÎÏÍÕ ÏÔÒÅÚËÕ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ).

òÉÓ. 29. íÎÏÖÅÓÔŒÏ C_M [cominf.1]

ôÅÏÒÅÍÁ 197 ÄÁčÔ ÐÒÉÍÅÒ ÐÁÒÙ x; y Ó ÍÅÎØÛÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ C(x; y). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÐÁÒÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C(x; y) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÎÅ ÔÏÌØËÏ Œ C_M , ÎÏ É Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÒÅÛÅÎÉÊ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒ

¸ + ˛ ⩾ 3n; ¸ + ‚ ⩾ 3n; ¸ + ˛ + ‚ ⩾ 4n

(ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ (Á){(Œ) ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ). ðÅÒÅÓÅËÁÑ C_M Ó ÜÔÉÍ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉ- ÅÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÍÅÎØÛÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ ÎÁÚÏŒčÍ C_m; ÏÎÏ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÏ ÎÁ ÒÉÓÕÎ- ËÅ 30.

òÉÓ. 30. íÎÏÖÅÓÔŒÏ C_m [cominf.2]

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ ÐÁÒÙ x; y ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C(x; y) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ C_m. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó C_m; ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ x; y (Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÐÁÒÙ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C_m ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ C(x; y).

þÔÏÂÙ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÜÔÏ, ÎÁÄÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ ⟨¸; ˛; ‚⟩ ÉÚ C_m ÕËÁÚÁÔØ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÅ z. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÄÌÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÔÒÏÅË (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÅ ÎÅ ŒÙŒÏÄÉÔ ÉÚ C_m). ôÏÞËÉ ÎÁ ÎÁËÌÏÎÎÙÈ ÌÉÎÉÑÈ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÓÌÏŒÁÍ z, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔ ÞÁÓÔØ ÓÌÏŒÁ x Ó ÞÁÓÔØÀ ÓÌÏŒÁ y Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏÐÏÒÃÉÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÔÏÞËÁ (^3_2 n;^3_2 n) ÐÒÉ ¸ = n ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏŒÕ z ÄÌÉÎÙ n, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍÕ ÉÚ ÄŒÕÈ ÐÏÌÏŒÉÎ; ÌÅŒÁÑ ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ n=2 ÂÉÔÏŒ ÉÚ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÓÌÏŒÁ x, Á ÐÒÁŒÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ n=2 ÂÉÔÏŒ ËÒÁÔÞÁÊÛÅ- ÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÓÌÏŒÁ y. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÔÏÞËÁ (n:n) ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏŒÕ ÄÌÉÎÙ 2n,

ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÍÕ ÐÏ n ÂÉÔÏŒ ÔÏÇÏ É ÄÒÕÇÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÊ. ôÏÞËÁ (n + h; h) (ÄÌÑ h ÏÔ 0 ÄÏ n) ÓÏ- ÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏŒÕ z ÄÌÉÎÙ 2n − h, ÑŒÌÑÀÝÅÍÕÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÓÌÏŒÁ y. ôÏÇÄÁ KS (y|z) ÒÁŒÎÏ ÞÉÓÌÕ ÂÉÔÏŒ ÜÔÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÎÅ ŒÏÛÅÄÛÉÈ Œ z, ÔÏ ÅÓÔØ h. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, KS (x|z) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ KS (x; y|z); ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ ⟨x; y⟩ ÒÁŒÎÁ 3n, ÓÌÏŒÏ z ÉÍÅ- ÅÔ ÎÕÌÅŒÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ⟨x; y⟩ (É ÄÁÖÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ y) É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 2n − h, ÐÏÜÔÏÍÕ KS (x; y|z) ⩽ 3n − (2n − h) = n + h. îÁËÏÎÅÃ, ÔÏÞËÉ ŒÉÄÁ (h; 0) ÐÒÉ h ÏÔ 0 ÄÏ n ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÓÌÏŒÁÍ z ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 3n − h, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ŒÓč ÓÌÏŒÏ y É n − h ÂÉÔÏŒ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÓÌÏŒÁ x ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ y.

œ ÉÔÏÇÅ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

Theorem 198. [cominf-region] äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÓÌÏŒ x; y ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C(x; y) ÚÁËÌÀÞÅ- ÎÏ (Ó ÏÂÙÞÎÙÍÉ ÏÇÏŒÏÒËÁÍÉ Ï ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔÉ) ÍÅÖÄÕ ÎÉÖÎÅÊ ÏÃÅÎËÏÊ C_m É ŒÅÒÈÎÅÊ C_M ; ÏÂÅ ÏÃÅÎËÉ ÄÏÓÔÉÇÁÀÔÓÑ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÁÒ.

úÎÁÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C(x; y) ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÓÌÏŒ x; y, ÍÏÖÎÏ ÕÖÅ ÞÉÓÔÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÐÏÌÕÞÁÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÓÌÅÄÓÔŒÉÑ. œÏÔ ÏÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ:

Theorem 199. ðÕÓÔØ C(x; y) = C_M (ÐÁÒÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 197). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ z ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

KS (z) ⩽ 2 KS (z|x) + 2 KS (z|y)

◁ íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ KS (z) = O(n) (ÄÌÑ ÓÌÏŒ ÂÏÌØÛÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KS (z|x) É KS (z|y) ÂÌÉÚËÉ Ë KS (z) É ÕÖ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÂÏÌØÛÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ KS (z)).

ðÅÒÅÐÉÛÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ŒÙÒÁÚÉŒ KS (z|x) É KS (z|y) ÞÅÒÅÚ ŒÅÌÉÞÉÎÙ, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÏÐÒÅ- ÄÅÌÅÎÉÅ C(x; y):

KS (z) ⩽ 2 KS (x; z) − 2 KS (x) + 2 KS (y; z) − 2 KS (y)

É ÄÁÌÅÅ

KS (z) ⩽ 2 KS (z) + 2 KS (x|z) − 2 KS (x) + 2 KS (z) + 2 KS (y|z) − 2 KS (y);

ÔÏ ÅÓÔØ 2 KS (x) + 2 KS (y) ⩽ 3 KS (z) + 2 KS (x|z) + 2 KS (y|z):

ìÅŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÒÁŒÎÁ 8n, Á ÐÒÁŒÁÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ 8n, Œ ÞčÍ ÌÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÒÁÓÓÍÁ- ÔÒÉŒÁÑ ËÁÖÄÕÀ ÌÉÎÉÀ ÕÒÏŒÎÑ (ÐÒÉÞčÍ ÎÁ ÎÅÊ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÔÏÞËÉ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÕÍÍÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ). ▷

233 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÍÁÌÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ KS (z) ŒÅÒÎÁ ÌÕÞÛÁÑ ÏÃÅÎËÁ

KS (z) ⩽ KS (z|x) + KS (z|y);

ÎÏ ÅÓÌÉ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÔØ z, ÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ 2 ÕÌÕÞÛÉÔØ ÎÅÌØÚÑ.

11.3. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ

[cominf-combin] ðÏÓÔÒÏÅÎÎÙÊ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉÍÅÒ ÐÁÒÙ ÓÌÏŒ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ŒÙÄÅ- ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ, ŒÓč ÖÅ ÎÅ ÄÁčÔ ÎÁÇÌÑÄÎÏÇÏ ÏÂSSÑÓÎÅÎÉÑ, ÞÅÍ ÉÍÅÎÎÏ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÓÌÏŒÁ. ðÏÌÎÏÓÔØÀ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÏÔŒÅÔÁ ÎÁ ÜÔÏÔ (ÎÅÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ) ŒÏÐÒÏÓ ÍÙ ÎÅ ÚÎÁÅÍ, ÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ ÓÄÅÌÁÔØ ÍÏÖÎÏ.

þÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÓÌÏŒ x É y ÎÁÊÄčÔÓÑ ÓÌÏŒÏ z, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ KS (z) < ¸, KS (x|z) < ˛ É KS (y|z) < ‚? ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ U_n(z) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ z ÍÅÎØÛÅ n. ôÁËÉÈ ÓÌÏŒ (ÐÒÉÍÅÒÎÏ) 2^n. îÁÛÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÁÒÁ ⟨x; y⟩ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U_fi (z)×U_fl (z) ÐÒÉ KS (z) < ¸; ŒÓÅÇÏ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÍÅÅÔÓÑ (ÐÒÉÍÅÒÎÏ) 2^ff.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÕÓÌÏŒÉÅ ⟨¸; ˛; ‚⟩ ∈ C(x; y) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÁÒÁ ⟨x; y⟩ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÂSS- ÅÄÉÎÅÎÉÀ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÉÚ 2^ff ĂÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒĄ ÒÁÚÍÅÒÁ 2^fi × 2^fl (ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØ- ÎÉËÏÍ ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ÄÅËÁÒÔÏŒÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÌÏŒ). œÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÅÓÌÉ ÐÁÒÁ ⟨x; y⟩ ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÉÚ 2^ff ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉ- ËÏŒ ÒÁÚÍÅÒÁ 2^fi × 2^fl , ÔÏ ÔÒÏÊËÁ ⟨¸; ˛; ‚⟩ (ÐÌÀÓ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÇÏ ÜÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÁÌ- ÇÏÒÉÔÍÁ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ÄÏÂÁŒËÁ) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ C(x; y). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C(x; y) ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÐÁÒÙ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÉÅ (ÐÏÒÏÖÄÁÅÍÙÅ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍÉ) ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÏŒ Åč ÐÏËÒÙŒÁÀÔ.

ïÔÓÀÄÁ ÑÓÅÎ ÐÌÁÎ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÄÒÕÇÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ ÐÁÒÙ ÓÌÏŒ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ŒÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ: ÎÁÄÏ ŒÚÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ, ÐÌÏÈÏ ÐÏËÒÙŒÁÅÍÏÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ, Á ÐÏÔÏÍ ŒÚÑÔØ ÅÇÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ.

õÄÏÂÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÁÒ ËÁË ÂÉÎÁÒÎÙÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ, ÉÌÉ ÄŒÕÄÏÌØÎÙÅ ÇÒÁÆÙ, ÉÚÏÂÒÁÖÁÑ ÐÁÒÕ ⟨x; y⟩ ËÁË ÒÅÂÒÏ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÅ ÔÏÞËÕ x Œ ÌÅŒÏÊ ÄÏÌÅ ÇÒÁÆÁ Ó ÔÏÞ- ËÏÊ y Œ ÅÇÏ ÐÒÁŒÏÊ ÄÏÌÅ. ðÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉË, ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÄÁčÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ŒÅÒÛÉÎ ÓÌÅŒÁ É ÓÐÒÁŒÁ É ÐÏËÒÙŒÁÅÔ ŒÓÅ ÒčÂÒÁ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

óŒÏÊÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏŒÁÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ ÐÌÏÈÏ ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ- ÍÉ, ÓÏŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÏÅ: ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÇÒÁÆÙ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅÔ ÞÅÔÙÒčÈÕÇÏÌØÎÉËÏŒ (ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÉÈ ŒÅÒÛÉÎ a:b Œ ÏÄÎÏÊ ÄÏÌÅ É c; d Œ ÄÒÕÇÏÊ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÒÅÂÒÁ ac; ad; bc; bd ŒÈÏÄÑÔ Œ ÇÒÁÆ). éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ

[lemma-rectangles] ìÅÍÍÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÊ ÄŒÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó l ŒÅÒÛÉÎÁ- ÍÉ ÓÌÅŒÁ É L ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ ÓÐÒÁŒÁ (ÓÞÉÔÁÑ ÄÌÑ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ l ⩽ L). åÓÌÉ ÜÔÏÔ ÇÒÁÆ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÅÔÙÒčÈÕÇÏÌØÎÉËÏŒ, ÔÏ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÒčÂÅÒ Œ ÎčÍ (ÞÉÓÌÏ ÒčÂÅÒ, ÄÅÌčÎÎÏÅ ÎÁ Ll) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÂÏÌØÛÅÊ ÉÚ ÏÃÅÎÏË O(1)= √ L É O(1)=l.

(äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ Œ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÅ ÒÁÓÓÔÁŒÌÅÎÙ ÚŒčÚÄÏÞËÉ ÔÁË, ÞÔÏ ÎÉËÁ- ËÉÅ ÞÅÔÙÒÅ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÓÔÏÑÔ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁ, ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÓÔÏÒÏÎÁÍ ÔÁÂÌÉÃÙ, ÔÏ ÄÏÌÑ ÚŒčÚÄÏÞÅË ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ O(1), ÄÅÌčÎÎÏÇÏ ÌÉÂÏ ÎÁ ÍÅÎØÛÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÌÉÂÏ ÎÁ ËŒÁÄÒÁÔÎÙÊ ËÏÒÅÎØ ÉÚ ÂÏÌØÛÅÊ ÓÔÏÒÏÎÙ.)

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. ëÁÖÄÏÊ ÉÚ l ŒÅÒÛÉÎ Ó ÌÅŒÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Åč ÓÏÓÅÄÅÊ ÓÐÒÁŒÁ. õÓÌÏŒÉÅ ÌÅÍÍÙ (ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÞÅÔÙÒčÈÕÇÏÌØÎÉËÏŒ) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅ- ÎÉÅ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÔÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. æÏÒÍÕÌÁ ŒËÌÀÞÅÎÉÊ É ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ Œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÃÅÎÉÔØ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ: ÏÎÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÓÕÍÍÙ ÒÁÚÍÅÒÏŒ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÜÔÁ ÓÕÍÍÁ ÅÓÔØ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒčÂÅÒ ÇÒÁÆÁ) ÍÉÎÕÓ ÞÉÓÌÏ ÐÁÒ (ËÏÔÏÒÏÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ l^2). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ L ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

ïÔÓÀÄÁ ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒčÂÅÒ ÇÒÁÆÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ L + l^2, Á ÉÈ ÐÌÏÔ- ÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=l + l=L. üÔÏ ÄÁčÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÐÒÉ l ⩽ √ L, ËÏÇÄÁ ÐÅÒŒÙÊ ÞÌÅÎ ÂÏÌØÛÅ ŒÔÏÒÏÇÏ. åÓÌÉ ÖÅ l ⩾ √ L, ÔÏ ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÃÅÎËÕ O(1)l=L, ÞÔÏ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ (ÍÙ ÈÏÔÉÍ O(1)= √ L). þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÏÅ, ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÓÔÁŒÉÔØ ÏÔ ÇÒÁÆÁ ÌÉÛØ √ L ŒÅÒÛÉÎ Œ ÌÅŒÏÊ ÄÏÌÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÞÉÓÌÏ ÓÏÓÅÄÅÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ. ïÔ ÜÔÏÇÏ ÅÇÏ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÌÉÛØ ŒÏÚÒÁÓÔčÔ, Á ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÁčÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÕÀ ÏÃÅÎËÕ. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ôÅÐÅÒØ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÇÒÁÆ ÂÅÚ ÞÅÔÙÒčÈÕÇÏÌØÎÉËÏŒ É ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏ- ËÁÚÁÎÎÏÊ ÌÅÍÍÙ, ÞÔÏ ÏÎ ÐÌÏÈÏ ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ.

ôÁËÏÊ ÇÒÁÆ ÐÒÏÝÅ ŒÓÅÇÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÐÏÌÅ F É ÐÌÏÓËÏÓÔØ (ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ŒÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ) ÎÁÄ ÜÔÉÍ ÐÏÌÅÍ. üÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÌÅŒÏÊ ÄÏÌÉ ÂÕÄÕÔ ÔÏÞËÉ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÐÒÁŒÏÊ ÄÏÌÉ | ÐÒÑÍÙÅ. þÅÔÙÒčÈÕÇÏÌØÎÉËÏŒ ÎÅÔ, ÐÏÔÏÍÕ ÞÔÏ (ËÁË ÕÞÉÌ ÅÝč åŒËÌÉÄ) ÞÅÒÅÚ ÄŒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÐÒÑÍÏÊ.

ïÃÅÎÉÍ ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ É ÒčÂÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÇÒÁÆÁ. åÓÌÉ ÐÏÌÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ (ÐÒÉÍÅÒÎÏ) 2^n ÜÌÅÍÅÎ- ÔÏŒ, ÔÏ ŒÅÒÛÉÎ Ó ËÁÖÄÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÍÅÒÎÏ 2^{2n}, Á ÒčÂÅÒ | ÐÒÉÍÅÒÎÏ 2^{3n} (ÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÐÒÉÍÅÒÎÏ 2^n ÔÏÞÅË, É ÞÅÒÅÚ ËÁÖÄÕÀ ÔÏÞËÕ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÐÒÉÍÅÒÎÏ 2^n ÐÒÑÍÙÈ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ ÒÅÂÅÒ (x; y) ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KS (x) É KS (y) ÂÌÉÚËÉ Ë 2n, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ KS (x; y) ÂÌÉÚËÁ Ë 3n, Á I(x : y) ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÏ n.

234 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ I(x : y) = n + O(log n) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÒčÂÅÒ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÏÌØÛÅ 3n − O(log n).

þÔÏÂÙ ÄÁÔØ ÎÏŒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 196, ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÕÀ ÞÁÓÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ (ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÁÒ) ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ 2^{1;1n} ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁ 2^{1;1n} × 2^{1;1n} (ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÔÅ ÖÅ) ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ ¸, ˛ É ‚, ÞÔÏ É ÔÅÏÒÅÍÅ 196). ë ËÁÖÄÏÍÕ ÔÁËÏÍÕ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÌÅÍÍÕ, ÐÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÌÏÔÎÏÓÔØ ÒčÂÅÒ Œ ÎčÍ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^{−0;55n}, ÔÁË ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒčÂÅÒ, ÐÏËÒÙÔÙÈ ŒÓÅÍÉ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2^{1;1n} × 2^{1;1n} × 2^{1;1n} × 2^{−0;55n} = 2^{2;75n} ≪ 2^{3n} ðÏÜÔÏÍÕ ÐÏÄÁŒÌÑÀÝÅÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÒčÂÅÒ ÎÅ ÐÏËÒÙÔÏ (Á ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÎÕÖÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ËÁË ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÌÉ) É ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÒčÂÅÒ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÏÍ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ 196. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÏŒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ.

235 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÒÅÂÒÏ (x; y), ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÂÌÉÚËÁ Ë 3n, ÎÅ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ŒÙÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 196). [õËÁÚÁÎÉÅ: ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏËÒÙÔÙÈ ÒčÂÅÒ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ.]

œ ÜÔÏÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÉ (ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÅÇÏ ËÁË ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅ- ÍÙ 196) ÅÓÔØ ÏÄÉÎ ÔÏÎËÉÊ ÍÏÍÅÎÔ: ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÉÍÅÔØ ÐÏÌÅ ÉÚ 2^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÉÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÉÚ ÂÌÉÚËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ). ðÏÌÅ ÉÚ 2^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÏ ËÁË ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓÔÅÐÅÎÉ n ÐÏÌÑ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÐÏÌÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ x^{2n} − x); ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ÉÚ ÔÅÏÒÉÉ ÞÉÓÅÌ ÆÁËÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÅÖÄÕ m É 2m ŒÓÅÇÄÁ ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ (ĂÐÏÓÔÕÌÁÔ âÅÒÔÒÁÎÁĄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÌÑ ÂÏÌØÛ«ÉÈ m ÓÌÅÄÕÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ Ï ÐÌÏÔÎÏÓÔÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÐÒÏÓÔÙÈ ÞÉÓÅÌ).

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÁÒÁ ÓÌÏŒ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ŒÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ, ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ËÏÎ- ËÒÅÔÎÙÅ ÏÞÅÒÔÁÎÉÑ: ÐÅÒŒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ | ÜÔÏ ÔÏÞËÁ ËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ, Á ŒÔÏÒÏÅ | ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÅč ÐÒÑÍÁÑ, ÐÒÉÞčÍ ÂÅÒčÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÐÁÒ.

âÏÌÅÅ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÅÒÅÊÔÉ Ë ÐÒÏÅËÔÉŒÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ (ÞÔÏ ÍÁÌÏ ŒÌÉÑÅÔ ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÔÁË ËÁË ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌčÎÎÙÅ ÔÏÞËÉ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÎÅÂÏÌØÛÕÀ ÄÏÌÀ). éÌÉ ÍÏÖ- ÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÁÒÅ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙÈ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓËÁÌÑÒÎÏÇÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ ÐÒÏ- ÉÚŒÅÄÅÎÉÑ x_1y_1 + x_2y_2 + x_3z_3) ÐÒÑÍÙÈ Œ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÍ ŒÅËÔÏÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ.

[œïðòïó: ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÎÁ ÏÓÎÏŒÅ ÔÏÞÅË ÎÁ ŒÅÝÅÓÔŒÅÎÎÏÊ ÓÆÅÒÅ (ÐÒÑÍÙÈ Œ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ)? íÏÖÎÏ ÄÉÓËÒÅÔÉÚÉÒÏŒÁÔØ Ó ËÁËÉÍ-ÔÏ ÛÁÇÏÍ, ÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ: ËÏÇÄÁ x É y ÂÌÉÚËÉ, ÔÏ ÉÍ ÓÒÁÚÕ ÍÎÏÇÏ ÔÏÞÅË ÐÏÞÔÉ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÙ, ÎÁÄÏ ÜÔÏ ËÁË-ÔÏ ÏÃÅÎÉŒÁÔØ.]

ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÎÁÕÇÁÄ ŒÚÑÔÙÅ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ 1;1, ËÏÎÅÞÎÏ, ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÁÉÌÕÞÛÉÍÉ. òÏŒÎÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÏÄÉÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ¸; ˛; ‚, É ÏÎÏ ÏËÏÎÞÉÔÓÑ ÕÓÐÅÛÎÏ (ÔÏ ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÐÏËÒÙÔÙÈ ÒčÂÅÒ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ 3n), ÅÓÌÉ ÞÉÓÌÁ ¸; ˛; ‚ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ŒÅÌÉËÉ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ (ÒÏŒÎÏ Œ ÔÏÊ ÆÏÒÍÅ, ËÁË ÏÎÁ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÁ), ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ C(x; y) ÄÌÑ ÎÁÛÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ (ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÁÒÙ ÔÏÞËÁ { ÐÒÑÍÁÑ) ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log n)) Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M, ÇÒÁÎÉÃÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚÏÂÒÁÖčÎÁ (Œ ŒÉÄÅ ÌÉÎÉÊ ÕÒÏŒÎÑ) ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 31. (ìÉÎÉÑ ÕÒÏŒÎÑ ÄÌÑ ¸ = 3n ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÁÞÁÌÁ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.)

òÉÓ. 31. íÎÏÖÅÓÔŒÏ C_M [cominf.3]

üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÅÝč ÐÅÒÅÓÅÞØ Ó C_M (ÐÏÓËÏÌØËÕ C(x; y) ⊂ C_M ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁ- ÒÙ (x; y); ÐÏÌÕÞÁÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÚÁÍÙÓÌÏŒÁÔÙÅ ÌÉÎÉÉ ÕÒÏŒÎÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÒÉÓÏŒÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ.

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÒÁÎÅÅ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ, ÜÔÏ ÌÉÛØ ŒÅÒÈÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ C(x; y); ËÁËÏŒÏ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Œ ÔÏÞÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÎÅ ÚÎÁÅÍ.

[õÐÒÁÖÎÅÎÉÅ: ÔÅÏÒÅÍÁ þÅÒÎÏŒÁ Ï ËÏÎÅÞÎÏÍ ÐÏÌÅ ÏÓÏÂÏÇÏ ŒÉÄÁ É ÔÏÞËÅ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ C(x; y).]

ëÁË É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ, ÉÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÈ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÊ ÓÌÅÄÕÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ÏÃÅÎÉ- ŒÁÀÝÅÅ ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ z ÞÅÒÅÚ ÕÓÌÏŒÎÙÅ:

Theorem 200. ðÕÓÔØ x; y | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÁÒÁ ÔÏÞËÁ { ÐÒÑÍÁÑ ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ ÎÁÄ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÐÏÌÅÍ ÉÚ (ÐÒÉÍÅÒÎÏ) 2^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ z ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

KS (z) ⩽ 2 KS (z|x) + 2 KS (z|y) + O(log n):

◁ ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÜÔÏ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÐÒÏŒÅÒËÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

8n ⩽ 3¸ + 2˛ + 2‚

ÄÌÑ ŒÓÅÈ ⟨¸; ˛; ‚⟩ ∈ C(x; y). îÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ C ∩ C_M , ËÁË ÍÏÖÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ ÐÏ ÒÉÓÕÎËÕ. ▷

éÔÁË, Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÄŒÁ ÒÁÚÎÙÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÁÒ Ó ÎÅŒÙÄÅÌÑÅÍÏÊ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ. ðÅÒ- ŒÏÅ ÉÚ ÎÉÈ ÄÁčÔ ÌÕÞÛÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ C(x; y); Œ ÞčÍ ÖÅ ÔÏÇÄÁ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔŒÁ ŒÔÏÒÏÇÏ? îÁÉÂÏÌÅÅ ÑŒÎÏÅ, ÈÏÔÑ É ÎÅÆÏÒÍÁÌÉÚÕÅÍÏÅ ÐÒÅÉÍÕÝÅÓÔŒÏ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÎÁÛÌÉ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÕÀ ÐÒÉÞÉÎÕ ÎÅŒÙÄÅÌÑÅÍÏÓÔÉ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ (ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÇÒÁ- ÆÏŒ, ÐÌÏÈÏ ÐÏËÒÙŒÁÅÍÙÈ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÁÍÉ), Á ÔÁËÖÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ (ÏÔÓÕÔÓÔŒÉÅ ÞÅÔÙÒčÈÕÇÏÌØÎÉËÏŒ).

âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÐÒÉÍÅÒ, ÑŒÌÑÀ- ÝÉÊÓÑ ĂÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍĄ: ÎÁÛÁ ÐÁÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Œ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÍ ÐÒÏÓÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ.

[œïðòïó: ËÁË ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÎÅËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ) ÐÁÒÁ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÎÅÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÁÑ?]

åÝč ÏÄÉÎ ÓÐÏÓÏÂ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ, ÞÅÍ ŒÔÏÒÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÕÞÛÅ | ÜÔÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔØ Ó ÏÒÁËÕÌÏÍ. æÁËÔÉÞÅÓËÉ ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÒÁËÕÌÁ A ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÓÌÏŒÁ x; y ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÏÂÙÞÎÏÊ) 2n Ó ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏŒÁ z Ó KS^A(z) < 1;1n, KS^A(x|z) < 1;1n É KS^A(y|z) < 1;1n. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÒÁ- ËÕÌÁ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÉ, É ÐÏÔÏÍÕ ÏÎÉ ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ÌÉÛØ ÎÅÂÏÌØÛÕÀ ÞÁÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÁÒ, É Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ x; y ÎÕÖÎÏ ŒÚÑÔØ ËÁËÕÀ-ÌÉÂÏ ÎÅÐÏËÒÙÔÕÀ (É ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÕÀÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ) ÐÁÒÕ. (åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÂÕÄÅÔ ÚÁŒÉÓÅÔØ ÏÔ ÏÒÁËÕÌÁ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÁÑ ÐÁÒÁ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÏÒÁËÕÌÅ.)

236 óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ŒÍÅÓÔÏ ÏÒÁËÕÌÁ ÄÏÐÏÌÎÉ- ÔÅÌØÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ u ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÒÉÍÅÎÉÍÏ É Ë ÄÒÕÇÉÍ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑÍ. íÏÖ- ÎÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÐÁÒÕ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÅÒÐÅÎÄÉËÕÌÑÒÎÙÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ Œ ÞÅÔÙÒčÈÍÅÒÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÉÌÉ (ÞÔÏ ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÕÄÁÌčÎ- ÎÙÈ ÔÏÞÅË) ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÐÁÒÕ (ÔÏÞËÁ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÁÑ ÞÅÒÅÚ ÎÅč ÐÌÏÓ- ËÏÓÔØ). ðÒÏ ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ ÇÒÁÆ, ÐÒÁŒÄÁ, ÕÖÅ ÎÅÌØÚÑ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ Œ ÎčÍ ÎÅÔ ÞÅÔÙÒčÈ- ÕÇÏÌØÎÉËÏŒ: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÅÓÔØ ÄŒÕÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ, ÉÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ, É ÌÀÂÏÅ ÅÇÏ ÏÄÎÏÍÅÒÎÏÅ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÏ ÂÕÄÅÔ ÓÏÅÄÉÎÅÎÏ Ó ÏÂÏÉÍÉ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁÍÉ ÌÅŒÏÊ ÄÏÌÉ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÔÁËÉÈ ÏÄÎÏÍÅÒÎÙÈ ÐÏÄÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÍÁÌÏ, É ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ ŒËÌÀÞÅÎÉÊ É ÉÓËÌÀÞÅÎÉÊ.

[óÀÄÁ ÈÏÒÏÛÏ ÂÙ ŒÐÉÓÁÔØ ÐÏÄÒÏÂÎÏÓÔÉ ÉÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÐÏÄÒÏÂÎÏÅ ÕÐÒÁÖÎÅÎÉÅ. á ÔÁËÖÅ ÐÒÏ ÄÒÕÇÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ (ÄŒÅ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÐÒÑÍÙÅ? ðÏÞÅÍÕ, ËÓÔÁÔÉ, Œ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÕÄÁčÔÓÑ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÃÅÎËÕ KS (z) ⩽ O(KS (z|x) + KS (z|y)) ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ, Á Œ ÄÒÕÇÉÈ ÎÅÔ?

çÒÁÆÙ É ÉÔÅÒÁÃÉÉ ÎÁÌÅŒÏ-ÎÁÐÒÁŒÏ (òÏÍÁÝÅÎËÏ?)]

[åÝč ÈÏÒÏÛÏ ÂÙ ÎÁÐÉÓÁÔØ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÉÍÅÒ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØ- ÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ | ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÏÃÅÎÏË ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ó ËÁËÉÍÉ-ÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÎÏ Ó ËÁËÉÍÉ? ŒÒÏÄÅ ËÁË ÅÓÌÉ ÈÏÔÅÔØ, ÞÔÏÂÙ Œ ËÁÖÄÏÍ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÉËÅ ÄÏÌÑ ÂÙÌÁ ÂÙ ÂÌÉÚËÁ Ë ÓÒÅÄÎÅÊ, ÔÏ ÎÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ.]

11.4. õÓÌÏŒÎÁÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ É ÏÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ

óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÅÝč ÏÄÉÎ ÓÐÏÓÏÂ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÁÒÙ ÓÌÏŒ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ŒÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ, ÄÏŒÏÌØÎÏ ÚÁÇÁÄÏÞÎÙÊ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ŒÓÐÏÍÎÉÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÚÁÄÁÞÉ 222 (Ó. 307):

H() ⩽ H(|¸) + H(|˛) + I(¸ : ˛);

Á ÔÏÞÎÅÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÄÌÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ:

KS (z) ⩽ KS (z|x) + KS (z|y) + I(x : y):

(ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÅ ÞÌÅÎÙ ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ÄÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ). œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ I(x : y) = 0, ÉÚ ÎÅÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÃÅÎËÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ ÕÓÌÏŒÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ:

KS (z) ⩽ KS (z|x) + KS (z|y);

ÞÔÏ ÎÅ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÏ: ÅÓÌÉ ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÎÅÔ, ÔÁË ÏÎÁ É ÎÅ ŒÙÄÅÌÑÅÔÓÑ. ëÁÚÁÌÏÓØ ÂÙ, ÜÔÏ ÎÉÞÅÇÏ ÄÁÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ. îÏ ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ É Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ x É y ÕÓÌÏŒÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÓÌÏŒÁ u É v, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ I(x : y|u) = 0, I(x : y|v) = 0 É I(u : v) = 0. á ÉÍÅÎÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÔÁËÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ:

Theorem 201. [iterated-inequality] îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

KS (z) ⩽ 2 KS (z|x) + 2 KS (z|y) + I(x : y|u) + I(x : y|v) + I(u : v)

ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÓÌÏŒ x; y; z; u; v Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log KS (x; y; u; z; v)).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ŒÙŒÅÓÔÉ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ É ÉÚ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ éÎÇÌÅÔÏÎÁ I(x : y) ⩽ I(x : y|u) + I(x : y|v) + I(u : v);

ÎÏ ÂÅÄÁ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÓÌÏŒ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ éÎÇÌÅÔÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉÄčÔÓÑ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ Œ ÄÒÕÇÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ.

◁ îÁÞÎčÍ Ó ÕÖÅ ÎÁÄÏÅŒÛÅÇÏ ÎÁÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

KS (z) ⩽ KS (z|u) + KS (z|v) + I(u : v)

É ÏÃÅÎÉÍ KS (z|u) É KS (z|v), ÐÏÌØÚÕÑÓØ ÒÅÌÑÔÉŒÉÚÏŒÁÎÎÙÍÉ ÁÎÁÌÏÇÁÍÉ ÔÏÇÏ ÖÅ ÓÁÍÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ:

KS (z|u) ⩽ KS (z|x; u) + KS (z|y; u) + I(x : y|u) É KS (z|v) ⩽ KS (z|x; v) + KS (z|y; v) + I(x : y|v)

ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÌÉÛØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ ÎÏŒÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ÌÉÛØ ÕÍÅÎØÛÁÅÔ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔØ: KS (z|x; u) ⩽ KS (z|x) É Ô.Ð. ▷

üÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÄÌÑ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÌÏŒ Ó ÐÌÏÈÏ ŒÙÄÅÌÑÅÍÏÊ ÏÂÝÅÊ ÉÎ- ÆÏÒÍÁÃÉÅÊ. œÏÚØÍčÍ ÕÓÌÏŒÎÏ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ, ÎÏ ÎÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ (ÔÅÏ- ÒÅÍÁ 191, Ó. 309). ðÕÓÔØ ÜÔÏ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ¸ É ˛, É ÏÎÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ‚ ÉÌÉ ‹, ÐÒÉÞčÍ ‚ É ‹ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ.

ðÒÏÉÚŒÅÄčÍ N ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ ÞÅÔŒčÒËÉ ŒÅÌÉÞÉÎ ⟨¸; ˛; ‚; ‹⟩ É ÐÏÌÕÞÉÍ ÞÅÔÙÒÅ ÓÌÏŒÁ x; y; u; v (ÔÏÞÎÅÅ, ÐÏÌÕÞÉÍ ÞÅÔÙÒÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ŒÅÌÉÞÉÎÙ, ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÀÔ- ÓÑ ÓÌÏŒÁ). ëÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ ÉÚ ÒÁÚÄÅÌÁ 7.3.4 (ÔÅÏÒÅÍÁ 125), Ó ÂÌÉÚËÏÊ Ë ÅÄÉÎÉÃÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÓÌÏŒ É ÉÈ ËÏÍÂÉÎÁÃÉÊ ÒÁŒÎÙ ÜÎÔÒÏÐÉÑÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÓÌÕ- ÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ (ÕÍÎÏÖÅÎÎÙÍ ÎÁ N) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O( √ N). ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ N ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÞÅÔÙÒÅ ÓÌÏŒÁ x; y; u; v, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

I(x : y|u) = O( √ N); I(x : y|v) = O( √ N); I(u : v|u) = O( √ N); É ÐÒÉ ÜÔÏÍ I(x : y) = NI(¸ : ˛) + O( √ N); ÐÒÉÞčÍ, ÎÁÐÏÍÎÉÍ, I(¸ : ˛) ≠ 0. ïÓÔÁčÔÓÑ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ 201 É ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ z ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

KS (z) ⩽ 2 KS (z|x) + 2 KS (z|y)

Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O( √ N), Œ ÔÏ ŒÒÅÍÑ ËÁË ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒ x É y É ÉÈ ŒÚÁÉÍÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ Ó ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÙ ÐÅÒŒÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ N (Ó ÎÅÎÕÌÅŒÙÍÉ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÁÍÉ ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏÓÔÉ)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÏŒÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ ÓÌÏŒ Ó ÎÅŒÙÄÅÌÑÅÍÏÊ ŒÚÁÉÍÎÏÊ ÉÎ- ÆÏÒÍÁÃÉÅÊ. üÔÉ ÓÌÏŒÁ, ËÁË É Œ ÎÁÛÅÍ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ, É ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÉËÁËÉÈ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÏÃÅÎÏË ÎÁÍ ÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÐÒÉÛÌÏÓØ. ðÒÁŒÄÁ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÌÉÛØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (Ó ËÏÒÎÅÍ ŒÍÅÓÔÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ).

[úÄÅÓØ ÈÏÒÏÛÏ ÂÙ ÒÁÚSSÑÓÎÉÔØ ÉÓÔÏÒÉÞÅÓËÕÀ ÓŒÑÚØ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ çÁÞÁ, ÏÂSSÑÓÎÉŒ, ÞÔÏ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔ íÁËÁÒÙÞÅŒÙÈ ÏÂ ÉÔÅÒÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÜÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÅÂÌÏÞÎÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÅÌÉÞÉÎ]

12. áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÁÑ ÔÅÏÒÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÄÌÑ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÉÓÔÏÞÎÉËÏŒ

[multi]

12.1. ðÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÐÅÒÅÄÁÞÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÒčÂÒÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÁÀÔ ÒÏÌØ ĂÌÉÎÉÊ ÓŒÑÚÉĄ, Á ŒÅÒ- ÛÉÎÙ | ÕÚÌÏŒ ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ. œ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÉÚŒÎÅ ÐÏÓÔÕÐÁÅÔ ËÁËÁÑ-ÔÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ; Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ (Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ) É Åč ÐÅÒÅÄÁÞÉ (ÐÏ ÒčÂÒÁÍ) ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÄÒÕÇÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÄÏÌÖÎÁ ÐÏÐÁÓÔØ Œ ÚÁÄÁÎÎÙÅ ŒÅÒÛÉÎÙ. ôÁËÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÔÒÁÄÉ- ÃÉÏÎÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ Œ ÛÅÎÎÏÎÏŒÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ó ÎÅÓËÏÌØËÉÍÉ ÉÓÔÏÞÎÉËÁÍÉ; ÚÄÅÓØ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÐÒÏÁÎÁÌÉÚÉÒÏŒÁÔØ Åč Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ.

âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÏÎÅÞÎÙÊ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÇÒÁÆ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÙ ÏÂSSÑŒÌÅÎÙ ŒÈÏÄÁÍÉ, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÈÏÄÁ ÕËÁÚÁÎÏ ŒÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏŒÏ. äÒÕÇÉÅ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÙ ÏÂSSÑŒÌÅÎÙ ŒÙÈÏÄÁÍÉ, É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÕËÁÚÁÎÏ ŒÙÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏŒÏ. œÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁ: ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÒÅÂÒÅ ÇÒÁÆÁ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÄŒÏÉÞÎÏÅ ÓÌÏŒÏ (ÐÅ- ÒÅÄÁŒÁÅÍÏÅ ÐÏ ÄÁÎÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ), ÐÒÉÞčÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ v ÄÏÌÖÎÏ ŒÙÐÏÌÎÑÔØÓÑ ÔÁËÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ:

ÅÓÌÉ X | ÌÀÂÏÅ ŒÙÈÏÄÑÝÅÅ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎÙ v ÓÌÏŒÏ (ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ŒÙ- ÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ÉÌÉ ÐÅÒÅÄÁŒÁÅÍÏÅ ÐÏ ÉÓÈÏÄÑÝÉÍ ÉÚ v ÒčÂÒÁÍ), Á Y_1; : : : ; Y_k | ŒÓÅ ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÜÔÕ ŒÅÒÛÉÎÕ ÓÌÏŒÁ (ÚÁÄÁÎÎÙÅ ÉÚÎÁÞÁÌØÎÏ ŒÈÏÄÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÉÌÉ ÐÅÒÅÄÁŒÁÅÍÙÅ ÐÏ ŒÈÏÄÑÝÉÍ Œ v ÒčÂÒÁÍ), ÔÏ

KS (X|Y_1; : : : ; Y_k) ≈ 0:

îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ŒÅÒÛÉÎÅ v ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÌÉÛØ ÐÅÒÅÒÁÂÏÔËÁ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, Á ÎÉËÁËÏÊ ÎÏŒÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÎÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ.

ðÒÉÂÌÉÖčÎÎÏÅ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÎÕÌÀ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÅÓÔØ O(log N), ÇÄÅ N | ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÄÌÉÎÁ ŒÓÅÈ ŒÈÏÄÑÝÉÈ É ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÓÌÏŒ, ÕËÁÚÁÎÎÙÈ Œ ÆÏÒÍÕ- ÌÉÒÏŒËÅ ÚÁÄÁÞÉ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÙ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÎÅ ÏÄÎÕ ÔÁËÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, Á ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÚÁÄÁÞ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÒÁÚÎÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍ N.

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ĂÐÒÏÐÕÓËÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉĄ ÒčÂÅÒ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÉÎÙ ÐÅÒÅÄÁŒÁÅÍÙÈ ÐÏ ÎÉÍ ÓÌÏŒ. ôÁËÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÔØÓÑ ÌÉÛØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÒčÂÒÁ; ÐÒÏÐÕÓËÎÁÑ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔØ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔÓÑ. îÁÓ ÂÕÄÅÔ ÉÎÔÅ- ÒÅÓÏŒÁÔØ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉ ÒÅÛÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÐÒÉ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ.

îÁÞÎčÍ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÐÒÉÍÅÒÁ: ÐÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÇÒÁÆ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ŒÅÒÛÉÎ É ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÅÇÏ ÉÈ ÒÅÂÒÁ (ÒÉÓ. 32; ÄÏÇÏŒÏÒÉÍÓÑ ÓÒÁÚÕ, ÞÔÏ ÎÁ ÎÁÛÉÈ ÒÉÓÕÎËÁÈ ŒÓÅ ÒčÂÒÁ ŒÅÄÕÔ ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ)

œ ŒÅÒÈÎÀÀ ŒÅÒÛÉÎÕ ŒÈÏÄÉÔ ÓÌÏŒÏ A, Á ÉÚ ÎÉÖÎÅÊ ÄÏÌÖÎÏ ŒÙÊÔÉ ÓÌÏŒÏ B, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏ- ÅÄÉÎÑÀÝÉÊ ÜÔÉ ŒÅÒÛÉÎÙ ËÁÎÁÌ ÓŒÑÚÉ ÉÍÅÅÔ ÐÒÏÐÕÓËÎÕÀ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔØ k. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÙ ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÓÌÏŒ A É B ÉÝÅÍ ÔÁËÏÅ ÓÌÏŒÏ X, ÞÔÏ

KS (X|A) ≈ 0 ; KS (B|X) ≈ 0 ; l(X) ⩽ k:

òÉÓ. 32. ðÒÏÓÔÅÊÛÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ. [multi-pic1]

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ KS (B|A) ≈ 0 É KS (B) ⩽ k (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÔÁË- ÖÅ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ĂÓ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁĄ); Ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÜÔÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ, ÔÁË ËÁË Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ X ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÄÌÑ B.

âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÐÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÏŒ A_n É B_n, Á ÔÁËÖÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ k_n, ÐÒÉÞčÍ ÄÌÉÎÙ ÓÌÏŒ A_n É B_n, Á ÔÁËÖÅ ÞÉÓÌÁ k_n, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÓŒÅÒÈÕ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ ÏÔ n. ôÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÁ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ:

(1) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÓÌÏŒ X_n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ l(X_n) ⩽ k_n +O(log n), Á ÔÁËÖÅ KS (X_n|A_n) = O(log n) É KS (B_n|X_n) = O(log n);

(2) KS (B_n|A_n) = O(log n) É KS (B_n) ⩽ k_n + O(log n).

üËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ (1) É (2) ŒÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ

KS (B|A) ⩽ KS (B|X) + KS (X|A) + O(log KS (A; B; X)); KS (B) ⩽ l(X) + KS (B|X) + O(log KS (B|X))

ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ A; B; X (ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ (1) ⇒ (2)), Á ÔÁËÖÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ

ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ A; B; k ÎÁÊÄčÔÓÑ ÓÌÏŒÏ X, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ l(X) ⩽ KS (B), KS (X|A) ⩽ KS (B|A) + O(log KS (B)) É KS (B|X) = O(1),

ÞÔÏ ÄÁčÔ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÀ (2) ⇒ (1); ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ X ÎÁÄÏ ŒÚÑÔØ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÌÏŒÁ B.

ðÒÉ A = B ÎÁÛÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÐÒÉÏÂÒÅÔÁÅÔ ÓÏŒÓÅÍ ÐÒÏÓÔÏÊ ŒÉÄ: ÐÅÒÅÄÁÞÁ ÓÌÏŒÁ A ÐÏ ËÁÎÁÌÕ ÓŒÑÚÉ Ó ÐÒÏÐÕÓËÎÏÊ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔØÀ k ŒÏÚÍÏÖÎÁ, ËÏÇÄÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ A ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ k.

ðÅÒÅÊÄčÍ Ë ÂÏÌÅÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒÁÍ.

12.2. õÓÌÏŒÎÏÅ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÚŒÁÎÁ ĂÚÁÄÁÞÅÊ ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÓÌÏŒÁ A ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ ÓÌÏ- ŒÅ BĄ (ÒÉÓ. 33). œ ÎÅÊ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÚÁËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÏŒÏ A ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ k ÂÉÔÁÍÉ, ÐÅÒÅÄÁÔØ É òÉÓ. 33. ðÅÒÅÄÁÞÁ A ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ B.

[multi-pic2]

ÒÁÓËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ÏÂÒÁÔÎÏ; ÐÒÉ ÜÔÏÍ É ÐÒÉ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÉ, É ÐÒÉ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÓÌÏ- ŒÏ B (ÐÒÏÐÕÓËÎÁÑ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔØ ÒčÂÅÒ, ÉÚÏÂÒÁÖčÎÎÙÈ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ ÓÐÌÏÛÎÙÍÉ ÌÉÎÉÑÍÉ, ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÔÓÑ, ÔÁË ÞÔÏ ÐÏ ÎÉÍ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÄÁÔØ ÓÌÏŒÏ B ÐÏÌÎÏÓÔØÀ).

üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ, ËÁË ÌÅÇËÏ ŒÉÄÅÔØ, ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ KS (A|B) ⩽ k. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Œ ÐÕÎËÔÅ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÐÏÍÉÍÏ ÓÌÏŒÁ B (ÉÌÉ ËÁËÏÇÏ-ÔÏ ÓÌÏŒÁ, ÉÚ ÎÅÇÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ, É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÎÏŒÏÊ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó B ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ) ÉÚŒÅÓÔÎÙ k ÂÉ- ÔÏŒ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÒÁÓËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÌÉÛØ ÅÓÌÉ KS (A|B) ⩽ k. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ KS (A|B) ⩽ k, ÔÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÓÌÏŒÁ X, ÐÅÒÅÄÁŒÁÅÍÏÇÏ ÐÏ ËÁÎÁÌÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÒÏÐÕÓËÎÏÊ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ, ÎÁÄÏ ŒÚÑÔØ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ B ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ A, Á ÐÏ ÄŒÕÍ ÄÒÕÇÉÍ ËÁ- ÎÁÌÁÍ ÐÅÒÅÄÁŒÁÔØ ÓÌÏŒÏ B. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÁÒÙ ⟨A; B⟩ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ, ÔÁË ËÁË ÚÎÁÑ ÄÌÉÎÕ ÜÔÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÐÒÏÂÏŒÁÔØ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÜÔÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÐÏËÁ ÎÅ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÏÄÎÏ ÉÚ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÈ ÏÐÉÓÁÎÉÊ.

237 œ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÏÄÎÏÇÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ; ÐÏËÁÖÉÔÅ, ÔÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÅ ÏÐÉÓÁÎÉÑ A ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ B ÉÍÅÀÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÁÒÙ ⟨A; B⟩ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÕÀ O(log KS (A; B)).

238 äÁÊÔÅ ÔÏÞÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÇÏ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ËÒÉÔÅÒÉÑ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÓÌÏŒÁ A ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ B ÐÏ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÒÁÚÏÂÒÁÎÎÙÍ ÒÁÎÅÅ ÐÒÉÍÅÒÏÍ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅŒ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ A_n, B_n É k_n, É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÅÇÏ.

12.3. õÓÌÏŒÎÏÅ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ: ÔÅÏÒÅÍÁ íÕÞÎÉËÁ

[multi-muchnik1] óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ áÎ. á. íÕÞÎÉËÁ [58] ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ œÏÌØÆÁ { óÌÅÐÑÎÁ ÉÚ ÛÅÎÎÏÎÏŒÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ É ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÐÒÉ- ÍÅÒÅ ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÓÌÏŒÏ B ÐÒÉ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÉ. œ ÎčÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆ, ÐÏÌÕÞÁÀÝÉÊÓÑ ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÏÄÎÏÇÏ ÒÅÂÒÁ (ÒÉÓ. 34).

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÐÒÉ ÔÅÈ ÖÅ ÕÓÌÏŒÉÑÈ, ÞÔÏ É ÐÒÅÄÙÄÕÝÁÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ KS (A|B) ⩽ k. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÏÞÅŒÉÄÎÁ (ÇÒÁÆ ÓÔÁÌ ÔÏÌØËÏ ÍÅÎØÛÅ); ŒÏÔ ÔÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔÉ.

Theorem 202. [multi-muchnik-th1] ðÕÓÔØ A É B | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÓÌÏŒÏ X ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ KS (A|B) + O(log n), ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ KS (X|A) = O(log n) É KS (A|B; X) = O(log n).

òÉÓ. 34. ðÅÒÅÄÁÞÁ A ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ B: ÔÅÏÒÅÍÁ íÕÞÎÉËÁ. [multi-pic3]

éÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÓËÒÙÔÁÑ Œ O(log n) ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ n É ÏÔ ŒÙÂÏÒÁ ÓÌÏŒ A É B.

ôÅÏÒÅÍÕ íÕÞÎÉËÁ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏŒ A É B ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÁÑ B Œ A, ÉÍÅÀÝÁÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A É ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (A|B) (ÐÌÀÓ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ÄÏÂÁŒËÁ). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ Œ ÐÒÏÓÔÏÔÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A, ÐÒÉŒÏÄÉÔ Ë ÒÏÓÔÕ (ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÏÊ) ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(log KS (A; B)).

◁ ðÕÓÔØ ÓÌÏŒÏ A ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ a. úÁÍÅÎÉÍ ÜÔÏ ÓÌÏŒÏ ÎÁ ÅÇÏ (ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ) ÏÐÉÓÁ- ÎÉÅ ÄÌÉÎÙ a. ïÔ ÜÔÏÇÏ ŒÅÌÉÞÉÎÙ KS (A|B), KS (X|A) É KS (A|B; X) ÉÚÍÅÎÑÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(log n), ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÁÌÅÅ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÏ A ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ (Á ÎÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ) a.

ðÕÓÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (A|B) ÒÁŒÎÁ m. œ ÓÁÍÏÍ ÐÅÒŒÏÍ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÉÄÅÀ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ ÔÁË. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÈÅÛ-ÆÕÎËÃÉÀ ffl: B^a → B^m , ËÏÔÏÒÁÑ ËÁÖÄÏÍÕ ÓÌÏŒÕ ÄÌÉÎÙ a ÓÔÁŒÉÔ Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅ ÈÅÛ-ÚÎÁÞÅÎÉÅ (ÏÔÐÅÞÁÔÏË, fingerprint) ÄÌÉÎÙ m.

äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ B ÉÍÅÅÔÓÑ 2^m ÓÌÏŒ Z ÄÌÉÎÙ a, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (Z|B) ⩽ m (ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÉÈ O(2^m), ÎÏ ÍÙ ÐÏËÁ ÞÔÏ ÐÒÅÎÅÂÒÅÇÁÅÍ ÔÁËÉÍÉ ÍÅÌÏÞÁÍÉ). ðÕÓÔØ S_B ⊂ B^a | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÜÔÉÈ ÓÌÏŒ. óÌÏŒÏ A | ÏÄÉÎ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S_B .

ðÕÓÔØ ÈÅÛÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÛÌÏ ÉÓËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏ ÕÄÁÞÎÏ Œ ÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÞÔÏ Õ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÉÚ S_B ÈÅÛ-ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ. ôÏÇÄÁ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ P ∈ S_B ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÌÅÎÏ ÐÏ ffl(P ) ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ B (É ffl). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ X, ÓÕÝÅÓÔŒÏ- ŒÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔÓÑ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ, ŒÚÑÔØ ffl(A): ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÐÒÁŒÉÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ, ÐÒÏÓÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A (ÅÓÌÉ ÆÕÎËÃÉÑ ffl ÐÒÏÓÔÁ) É ŒÍÅÓÔÅ Ó B ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ A (ÐÅÒÅ- ÞÉÓÌÑÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S_B, ÐÏËÁ ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔÓÑ ÓÌÏŒÏ Ó ÐÒÁŒÉÌØÎÙÍ ÈÅÛ-ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ).

òÁÚÕÍÅÅÔÓÑ, ÔÁË ÐÒÏÓÔÏ ŒÓč ÎÅ ŒÙÈÏÄÉÔ. ëÁËÏŒÁ ÂÙ ÎÉ ÂÙÌÁ ÈÅÛ-ÆÕÎËÃÉÑ ffl, ÐÒÉ a > m ÎÁÊÄčÔÓÑ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ 2^{a−m} ÓÌÏŒ, ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÈÅÛ-ÚÎÁÞÅÎÉÅ (Á ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÊ ffl ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÙÈ ÓÌÏŒ Ó ÏÄÎÉÍ ÈÅÛ-ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ, É ÏÎÉ ÂÕÄÕÔ ÐÒÏÓÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ B ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ B), ÔÁË ÞÔÏ ÈÅÛÉÒÏŒÁÎÉÅ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÕÄÁÞÎÙÍ.

ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÕÅÍ ÜÔÏÔ ÐÌÁÎ É ÂÕÄÅÍ ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÔØ Ó ËÁÖÄÙÍ ÓÌÏŒÏÍ Z ∈ B^a ÎÅ ÏÄÎÏ ÈÅÛ-ÚÎÁÞÅÎÉÅ, Á ÎÅÓËÏÌØËÏ (Œ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅ poly(n)). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÍÅÓÔÏ ÈÅÛ-ÆÕÎË- ÃÉÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÄŒÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ E ⊂ B^a × B^m , Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ Z Œ ÌÅŒÏÊ ÄÏÌÅ (ÉÚ B^a ) ÉÍÅÅÔ poly(n) ÓÏÓÅÄÅÊ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÄÏÌÅ. üÔÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÏÔÐÅÞÁÔËÁÍÉ ŒÅÒÛÉÎÙ x.

äÏËÁÚÙŒÁÑ ÔÅÏÒÅÍÕ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÓÌÏŒÏ X ÓÒÅÄÉ ÏÔÐÅÞÁÔËÏŒ ÓÌÏŒÁ A. üÔÏ ÇÁÒÁÎ- ÔÉÒÕÅÔ ÎÁÍ, ÞÔÏ KS (X|A) = O(log n), ÅÓÌÉ ÓÁÍ ÇÒÁÆ E ÐÒÏÓÔ (ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ O(log n)).

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÉÑ X ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ A ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÊ ÎÏÍÅÒ X ÓÒÅÄÉ ÏÔÐÅÞÁÔËÏŒ ÓÌÏŒÁ A.

åÓÌÉ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ A ∈ S_B ÎÁÊÄčÔÓÑ ÏÔÐÅÞÁÔÏË X, ÕÎÉËÁÌØÎÙÊ ÄÌÑ A ŒÎÕÔÒÉ S_B (ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ Œ S_B ÎÅÔ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÏŒ, ÉÍÅÀÝÉÈ X ÓŒÏÉÍ ÏÔÐÅÞÁÔËÏÍ), ÔÏ ÓÌÏŒÏ A ÍÏÖÎÏ ŒÏÓ- ÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÑ S_B É ÏÖÉÄÁÑ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÓÌÏŒÁ, ÉÍÅÀÝÅÇÏ X ÓÒÅÄÉ ÓŒÏÉÈ ÏÔÐÅÞÁÔËÏŒ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ KS (A|B; X) = O(log n) (ÍÙ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ E ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ O(log n)).

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ É Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ Œ S_B ÉÍÅÅÔÓÑ poly(n) ÓÌÏŒ Ó ÏÔÐÅÞÁÔËÏÍ X, ÎÕÖÎÏ ÌÉÛØ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÊ ÎÏÍÅÒ A ÓÒÅÄÉ ÜÔÉÈ ÓÌÏŒ (Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S_B ), ÞÔÏ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ O(log n) ÂÉÔÏŒ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ: Õ ÓÌÏŒÁ A ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÒÁŒÙÊ ÓÏÓÅÄ, Õ ËÏÔÏ- ÒÏÇÏ ÍÁÌÏ (poly(n)) ÌÅŒÙÈ ÓÏÓÅÄÅÊ. çÏŒÏÒÑ Ï ÓÏÓÅÄÑÈ, ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÓÕÖÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ E ÎÁ S_B ËÁË ÄŒÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ Ó ÌÅŒÏÊ ÄÏÌÅÊ S_B É ÐÒÁŒÏÊ ÄÏÌÅÊ B^m . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÕÍÅÎØÛÅÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ ÓÌÅŒÁ É ÓÐÒÁŒÁ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÏÄÉÎÁËÏŒÏ | ÐÏÒÑÄËÁ 2^m.

üÔÏ ÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË: ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ŒÅÒÛÉÎÁ ÓÐÒÁŒÁ ÐÌÏÈÁ, ÅÓÌÉ Õ ÎÅč ÍÎÏÇÏ ÌÅŒÙÈ ÓÏÓÅÄÅÊ, Á ŒÅÒÛÉÎÁ ÓÌÅŒÁ ÐÌÏÈÁ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ Åč ÓÏÓÅÄÉ ÓÐÒÁŒÁ ÐÌÏÈÉ. îÁÍ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ, ÞÔÏÂÙ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÁÑ ÎÁÓ ŒÅÒÛÉÎÁ A ÎÅ ÏËÁÚÁÌÁÓØ ÐÌÏÈÏÊ.

äÁÌØÎÅÊÛÉÊ ÐÌÁÎ ÄÅÊÓÔŒÉÊ ÔÁËÏŒ: ÓÐÒÁŒÁ ÐÌÏÈÉÈ ŒÅÒÛÉÎ ÍÁÌÏ, ÔÁË ËÁË Œ ÇÒÁÆÅ ÍÁÌÏ ÒčÂÅÒ (ÞÉÓÌÏ ÒčÂÅÒ ÏÃÅÎÉŒÁÅÍ ËÁË ÞÉÓÌÏ ŒÅÒÛÉÎ ÓÌÅŒÁ, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÅ ÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÔÅ- ÐÅÎØ ÌÅŒÙÈ ŒÅÒÛÉÎ, ËÏÔÏÒÁÑ ÅÓÔØ poly(n)), Á ËÁÖÄÁÑ ÐÌÏÈÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ÓÐÒÁŒÁ ÄÁčÔ ÂÏÌØÛÏÊ ŒËÌÁÄ Œ ÞÉÓÌÏ ÒčÂÅÒ. ôÁË ÍÙ ÄÏÂØčÍÓÑ, ÞÔÏÂÙ ÄÏÌÑ ÐÌÏÈÉÈ ŒÅÒÛÉÎ ÓÐÒÁŒÁ ÂÙÌÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=p(n) ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ p (ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÉÄčÔÓÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏ ÕŒÅÌÉÞÉÔØ ÇÒÁÎÉÃÕ, ÐÒÉ ÐÒÅŒÙÛÅÎÉÉ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÅÒÛÉÎÁ ÏÂSSÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÌÏÈÏÊ).

ïÔÓÀÄÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ É ÓÌÅŒÁ ÐÌÏÈÉÈ ŒÅÒÛÉÎ ÍÁÌÏ, ÅÓÌÉ ÇÒÁÆ E ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÔÉÐÁ ÜËÓÐÁÎÄÅÒÁ: ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ T Œ ÌÅŒÏÊ ÄÏÌÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E(T ) ŒÓÅÈ ÓÏÓÅÄÅÊ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ T ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÞÅÍ ÓÁÍÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ T . œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ŒÏÚØÍčÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ T ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÌÏÈÉÈ ŒÅÒÛÉÎ ÓÌÅŒÁ. œÓÅ ÉÈ ÐÒÁŒÙÅ ÓÏÓÅÄÉ ÂÕÄÕÔ ÐÌÏÈÉÍÉ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÌÅŒÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÐÌÏÈÉÈ ŒÅÒÛÉÎ, ÞÅÍ ÓÐÒÁŒÁ. (úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÇÒÁÆÁ E ÓÏÈÒÁÎÑÅÔÓÑ ÐÒÉ ÅÇÏ ÓÕÖÅÎÉÉ ÎÁ S_B.)

ïÓÔÁčÔÓÑ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ, ÏÔËÕÄÁ ÍÙ ŒÏÚØÍčÍ ÇÒÁÆ E Ó ÎÕÖÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ É ÞÔÏ ÄÅÌÁÔØ, ÅÓÌÉ ÎÕÖÎÏÅ ÎÁÍ ÓÌÏŒÏ A ÐÏÐÁÄčÔ Œ (ÐÕÓÔØ É ÎÅÂÏÌØÛÏÅ) ÞÉÓÌÏ ÐÌÏÈÉÈ ŒÅÒÛÉÎ ÓÌÅŒÁ.

ëÁË ÈÏÒÏÛÏ ÚÎÁÀÔ ÓÐÅÃÉÁÌÉÓÔÙ, ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÜËÓÐÁÎÄÅÒÏŒ ÎÅÓÌÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ŒÅÒÏ- ÑÔÎÏÓÔÎÏ (ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÇÒÁÆ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÎÕÖÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ); ÑŒÎÏÅ ÉÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ | ÇÏÒÁÚÄÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÏÅ É ÉÎÔÅÒÅÓÎÏÅ ÄÅÌÏ, É Œ ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ ÄÅÓÑÔÉÌÅ- ÔÉÑ ÔÕÔ ÅÓÔØ ÂÏÌØÛÉÅ ÐÒÏÄŒÉÖÅÎÉÑ. íÙ, ÏÄÎÁËÏ, ÍÏÖÅÍ ÏÂÏÊÔÉÓØ ÂÅÚ ÓÌÏÖÎÙÈ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÊ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÔÒÀËÁ. îÕÖÎÏÅ ÎÁÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÐÒÏŒÅÒÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ (ÚÁ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÏÅ, ÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÅ ŒÒÅÍÑ). ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÂÉÒÁÔØ ŒÓÅ ÇÒÁÆÙ Œ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÅÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, ÐÏËÁ ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔÓÑ ÐÅÒŒÙÊ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÊ. ïÎ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉ- ÞÅÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (ÞÔÏÂÙ ÏÒÇÁÎÉÚÏŒÁÔØ ÐÅÒÅÂÏÒ, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ ÒÁÚÍÅÒÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÚ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ËÁËÏÇÏ-ÎÉÂÕÄØ ÇÒÁÆÁ Ó ÎÕÖÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ.

ðÏÓÌÅÄÎÅÅ: ÍÏÖÅÔ ÌÉ ÓÌÏŒÏ A ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÐÌÏÈÉÍ? úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÌÏÈÉÅ ÓÌÏŒÁ ÓÐÒÁŒÁ ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ B (É E); ÐÏ ÍÅÒÅ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÉÑ ÎÏŒÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ S_B ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÌÏÈÉÈ ÓÌÏŒ ÓÐÒÁŒÁ ÒÁÓÔčÔ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÆ E ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ, ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ É ÐÌÏÈÉÅ ÓÌÏŒÁ ÓÌÅŒÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÁÖÄÏÅ ÐÌÏÈÏÅ ÓÌÏŒÏ

ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ (ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ B) ÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ, ÞÔÏ ÍÅÎØÛÅ m ÂÉÔÏŒ, ÔÁË ËÁË ÐÌÏÈÉÈ ÓÌÏŒ ÚÁÍÅÔÎÏ ÍÅÎØÛÅ 2^m. (åÝč ÎÕÖÎÏ O(log n) ÂÉÔÏŒ, ÞÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ m, a É E, ÎÏ É Ó ÕÞčÔÏÍ ÜÔÏÊ ÄÏÂÁŒËÉ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ m, ËÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ.) á ÍÙ Ó ÓÁÍÏÇÏ ÎÁÞÁÌÁ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÌÉ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ A ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ B ÒÁŒÎÁ m (ÔÁË ŒÙÂÉÒÁÌÏÓØ ÞÉÓÌÏ m). ðÏÜÔÏÍÕ A ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÐÌÏÈÉÍ.

éÔÁË, ÍÙ ÏÐÉÓÁÌÉ ÓÈÅÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ĂÓŒÅÒÈÕ-ŒÎÉÚĄ. ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÒÁÚÂÅÒčÍ ÂÏÌÅÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ÛÁÇÉ ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ, ÄŒÉÇÁÑÓØ ĂÓÎÉÚÕ-ŒŒÅÒÈĄ. îÁÞÎčÍ Ó ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÇÒÁÆÏŒ ÓÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÔÉÐÁ ÜËÓÐÁÎÄÅÒÁ.

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ a É m | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÉÞčÍ a ⩾ m. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄŒÕ- ÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ E ⊂ B^a × B^m , Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÔÅÐÅÎØ ŒÅÒÛÉÎ Œ ÌÅŒÏÊ ÄÏÌÅ (B^a ) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ a + m + 2, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ T ⊂ B^a , ÓÏÄÅÒÖÁ- ÝÅÇÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{m−1} ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E(T ) ŒÓÅÈ ÐÒÁŒÙÈ ÓÏÓÅÄÅÊ ŒÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ T ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÏÌØÛÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÞÅÍ ÓÁÍÏ T .

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÇÒÁÆ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ. çÏŒÏÒÑ Ï ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ÇÒÁÆÅ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ Œ ÌÅŒÏÊ ÄÏÌÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ŒÙÂÉÒÁÀÔÓÑ a + m + 2 ÓÏÓÅÄÅÊ, ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅ- ÄÅÌčÎÎÙÈ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÄÏÌÅ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÜÔÏÔ ŒÙÂÏÒ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ (ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ÔÏÞÅË É ÄÌÑ ÒÁÚÎÙÈ ÓÏÓÅÄÅÊ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ).

åÓÌÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ Œ ÌÅÍÍÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÎÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ (ÎÅÐÕÓÔÏÅ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ T Œ ÌÅŒÏÊ ÄÏÌÅ É ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U Œ ÐÒÁŒÏÊ ÄÏÌÅ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ |U| = |T |, ÎÏ ŒÓÅ ÓÏÓÅÄÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ T ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ U. íÙ ÐÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ T É U É ÐÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÜÔÉÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÐÏ ŒÓÅÍ T É U ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ.

ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙ T É U; ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÎÉÈ ÞÅÒÅÚ t. ðÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏ- ÖÅÎÉÀ, t ⩽ 2^{m−1}, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÐÒÁŒÏÊ ÄÏÌÉ ÐÏÐÁÄčÔ Œ U, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=2. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÌÕÞÉÔÓÑ t(a + m + 2) ÒÁÚ ÐÒÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉ- ÍÙÈ ÉÓÐÙÔÁÎÉÑÈ (ÐÏ a + m + 2 ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ ÄÌÑ t ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ T ) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^{−t(a+m+2)}.

ðÒÏÓÕÍÍÉÒÕÅÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÎÁÞÁÌÁ ÐÏ ŒÓÅÍ ÐÁÒÁÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒ T É U ÒÁÚÍÅÒÁ t. þÉ- ÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ T ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ (2^a)^t (ŒÙÂÉÒÁÅÍ t ÒÁÚ ÏÄÉÎ ÉÚ 2^a ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ; ÓÏŒÐÁÄÅÎÉÑ É ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒËÉ ÌÉÛØ ÕÍÅÎØÛÁÀÔ ÞÉÓÌÏ ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ), ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ U ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ (2^m)^t. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÕÍÍÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÐÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ ÒÁÚÍÅÒÁ t ÎÅ ÐÒÅ- ŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^{mt} · 2^{at} · 2^{−t(m+a+2)} = (1=4)^t:

ïÓÔÁčÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ ÒÑÄÁ ∑ (1=4)^t (ÐÏ ŒÓÅÍ t ⩾ 1) ÍÅÎØÛÅ 1 (ÒÁŒÎÁ 1=3). ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ðÕÓÔØ E_{m;a} | ÐÅÒŒÙÊ Œ ËÁËÏÍ-ÎÉÂÕÄØ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÇÒÁÆ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÊ ÌÅÍÍÅ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ m É a). åÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2 log a + O(1) (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÞÉÓÌÁ a É m, ÏÔŒÅÄÑ ÄÌÑ ÎÉÈ ÐÅÒŒÕÀ É ŒÔÏÒÕÀ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÄÌÉÎÙ 2 log a).

äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ B É ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ m É a ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S_B ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ a, ÉÍÅÀÝÉÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ m. œ ÎčÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{m+1} ÓÌÏŒ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÇÒÁÆÁ E_{m;a} ÎÁ S_B . œ ÜÔÏÍ ÄŒÕÄÏÌØÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{m+1} ·(a+m+2) ⩽ a2^{m+3} ÒčÂÅÒ (ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2^{m+1} ŒÅÒÛÉÎ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ a+m+2 ÓÏÓÅÄÅÊ). ïÂSSÑŒÉÍ ÐÌÏÈÉÍÉ ŒÅÒÛÉÎÙ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÄÏÌÅ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÅ ÍÅÎÅÅ a^4 ÓÏÓÅÄÅÊ ÓÌÅŒÁ. ôÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ ÐÌÏÈÉÈ ŒÅÒÛÉÎ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{m+3}=a^3.

óÌÅŒÁ ÍÙ ÏÂSSÑŒÉÍ ÐÌÏÈÉÍÉ ŒÅÒÛÉÎÙ (ÓÌÏŒÁ ÉÚ S_B ), Õ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÓÏÓÅÄÉ ÓÐÒÁŒÁ ÐÌÏ- ÈÉÅ. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÇÒÁÆÁ E_{m;a} ÞÉÓÌÏ ÐÌÏÈÉÈ ŒÅÒÛÉÎ ÓÌÅŒÁ ÔÁËÖÅ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^{m+3}=a^3. ðÌÏÈÉÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÓÌÅŒÁ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ (ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ m, a É B), ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÌÏÈÏÅ ÓÌÏ- ŒÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ (ÎÁ ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ m − 3 log a + O(1) ÂÉÔÏŒ), ÔÁË ÞÔÏ KS (P |B; m; a) ⩽ m − 3 log a + O(1):

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÐÌÏÈÏÇÏ ÓÌÏŒÁ P . œÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÚÁÐÁÓ ÂÏÌØÛÅ 2 log a, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÈ ÄÌÑ ÕËÁÚÁÎÉÑ m É a, ÔÁË ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÌÏÈÉÅ ÓÌÏŒÁ ÉÍÅÀÔ ÕÓÌÏŒÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B) ÍÅÎØÛÅ m É ÓÌÏŒÏ A ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ.

óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, Õ ÎÅÇÏ ÅÓÔØ ÈÏÒÏÛÉÊ ÓÏÓÅÄ ÓÐÒÁŒÁ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ ÞÅÒÅÚ X. ôÏÇÄÁ KS (X|A) ⩽ (3 + ") log a + O(1) (ÎÁÄÏ ÕËÁÚÁÔØ m, a É ÐÏÒÑÄËÏŒÙÊ ÎÏÍÅÒ X ÓÒÅÄÉ ÓÏ- ÓÅÄÅÊ A Œ E_{m;a}; "-ÄÏÂÁŒËÁ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÁÒ). äÌÉÎÁ X ÒÁŒÎÁ m, ÔÏ ÅÓÔØ KS (A|B). îÁËÏÎÅÃ, KS (A|B; X) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ (6 + ") log a (ÉÚ ËÏÉÈ 4 log a ÕÈÏÄÉÔ ÎÁ ÕËÁÚÁÎÉÅ ÐÏÒÑÄËÏŒÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ A ÓÒÅÄÉ a^4 ÌÅŒÙÈ ÓÏÓÅÄÅÊ ŒÅÒÛÉÎÙ X, Á 2 log a ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÕËÁÚÁÎÉÑ m É a; " ÎÕÖÎÏ ÄÌÑ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ÐÁÒ).

ôÅÏÒÅÍÁ íÕÞÎÉËÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. ▷ 239 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÞÅÍ ÏÂSSÑŒÌÅÎÏ:

Œ ÕÓÌÏŒÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ, ÞÔÏÂÙ ÓÌÏŒÏ B ÉÍÅÌÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n, ÎÏ ÜÔÏ ÎÉÇÄÅ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÏ.

12.4. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÓÍÙÓÌ ÔÅÏÒÅÍÙ íÕÞÎÉËÁ

íÎÏÇÉÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ï ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÉÍÅÀÔ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÜËŒÉŒÁ- ÌÅÎÔ | ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÞÉÓÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÈÁÒÁËÔÅÒÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ Ï ÓÌÏÖÎÏ- ÓÔÉ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÇÏŒÏÒÉÔÓÑ. œÏ ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÓÕÝÅ- ÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ŒÙÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÉÇÒÅ. (óÍ. ÏÂ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÏÂÝÅÊ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ Œ [56].)

[á ÇÄÅ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ÐÒÏ ÜÔÏ ÄÌÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ? ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, Œ ÄÉÓÓÅÒÔÁÃÉÉ íÕÞÎÉËÁ?]

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 202 ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a, b É m (ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ m ⩽ a) ÉÇÒÕ ÄŒÕÈ ÉÇÒÏËÏŒ: íÁÔÅÍÁ- ÔÉËÁ (í) É ÅÇÏ ðÒÏÔÉŒÎÉËÁ (ð). éÇÒÁ ÉÍÅÅÔ ÔÁËÖÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒ c (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÅ Œ O(log n), ËÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ).

íÁÔÅÍÁÔÉË ÉÍÅÅÔ ÐÒÁŒÏ ÕËÁÚÁÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏŒÁ A ÄÌÉÎÙ a ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ c(a + b)^c ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ m, ËÏÔÏÒÙÅ ÏÎ ÕÓÌÏŒÎÏ ÉÍÅÎÕÅÔ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÎ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÓÌÏŒ B (ÄÌÉÎÙ b) É X (ÄÌÉÎÙ m) ÉÍÅÅÔ ÐÒÁŒÏ ÕËÁÚÁÔØ ÄÏ c(a + b)^c ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ a, ÎÁÚÙŒÁÑ ÉÈ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÁÒÙ B; X.

ðÒÏÔÉŒÎÉË ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏŒÁ B ÄÌÉÎÙ b ÍÏÖÅÔ ÕËÁÚÁÔØ ÄÏ 2^m ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ a, ÎÁÚŒÁŒ ÉÈ m-ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B.

éÇÒÏË ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÏÞÅÒÅÄÎÏÊ ÈÏÄ (ÏÂSSÑŒÉŒ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÅÝč ËÁËÉÅ-ÔÏ ÓÌÏŒÁ) Œ ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ (ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ÈÏÄÏŒ ÄÒÕÇÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÎ ŒÉÄÉÔ ÈÏÄÙ ÄÒÕÇÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ, ÓÄÅ- ÌÁÎÎÙÅ Ë ÜÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ. œÏÚÎÉËÁÀÝÁÑ ÉÇÒÁ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ËÏÎÅÞÎÁ: ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÂSSÑŒÌÅÎÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÎÅÌØÚÑ ŒÚÑÔØ ÎÁÚÁÄ, ÐÁÒÔÉÑ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ. (ïÄÎÁËÏ, ÎÁÂÌÀÄÁÑ ÚÁ ÉÇÒÏÊ, ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÄÏÓÔÉÇÎÕÔÏ ÌÉ ÜÔÏ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÅ ÐÏÌÏÖÅÎÉÅ ÉÌÉ

ÅÝč ÎÅÔ | ÉÇÒÏËÉ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÐÒÁŒÏ ÈÏÄÁ ÄÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÉÍ É ÎÅ ÐÏÌØÚÕÀÔÓÑ.) œ ÜÔÏÍ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÍ ÐÏÌÏÖÅÎÉÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏÂÅÄÉÔÅÌØ:

í ŒÙÉÇÒÁÌ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÓÌÏŒÁ B ÄÌÉÎÙ b É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÓÌÏŒÁ A ÄÌÉÎÙ a, ËÏÔÏÒÏÅ ð ÏÂSSÑŒÉÌ m-ÐÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B, ÎÁÊÄčÔÓÑ ÓÌÏŒÏ X ÄÌÉÎÙ m, ËÏÔÏÒÏÅ í ÏÂSSÑŒÉÌ ÐÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A É ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ í ÏÂSSÑŒÉÌ A ÐÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B É X.

ôÅÐÅÒØ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔ ÔÅÏÒÅÍÙ 202.

Theorem 203. [multi-muchnik-th1a] óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁ- ÔÕÒÁÌØÎÙÈ a; b; m (ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ m ⩽ a) Œ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÉÇÒÅ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ a, b, m É c ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ í.

ïÂSSÑÓÎÉÍ, ÐÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÍÂÉÎÁ- ÔÏÒÎÙÍ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÏÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 202. ðÒÅÄÐÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÏÎÏ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ c. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ðÒÏÔÉŒÎÉËÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÅÌÁÅÔ ÓŒÏÉ ÈÏÄÙ, ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÑ ŒÎÉÍÁÎÉÑ ÎÁ íÁÔÅÍÁÔÉËÁ, É ÏÂSSÑŒÌÑÅÔ m-ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ a, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎÅÅ m (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ B). ðÏŒÅÄÅÎÉÅ ðÒÏÔÉŒÎÉËÁ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ, ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÁÄÏ ÚÎÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ a, b, m. œÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ íÁÔÅÍÁÔÉËÁ (ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÀÝÁÑ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÁ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ (ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ a, b É m). ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÏŒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ íÁÔÅÍÁÔÉË ÏÂSSÑŒÌÑÅÔ ÐÒÏÓÔÙÍÉ, ÂÕÄÕÔ É Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÉÍÅÔØ ÍÁÌÕÀ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (ÕÓÌÏŒÎÕÀ) | ÄÌÑ ÉÈ ÚÁÄÁÎÉÑ, ÐÏÍÉÍÏ ÐÏÒÑÄËÏŒÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ (ËÏÔÏÒÙÊ ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÔÓÑ log c + c log(a + b) ÂÉÔÁÍÉ), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ a, b, m, ÞÔÏ ÔÒÅÂÕÅÔ ÅÝč O(log(a + b)) ÂÉÔÏŒ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 202. (ôÅÈÎÉÞÅÓËÏÅ ÐÏÑÓÎÅÎÉÅ: Œ ÏÃÅÎËÅ c(a + b)^c ÐÅÒŒÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ c ÎÕÖÅÎ ÄÌÑ ÍÁÌÙÈ ÚÎÁÞÅ- ÎÉÊ a É b É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍÕ O(1) Œ ÏÃÅÎËÁÈ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏÒÏÅ, ÓÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÁÄÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÑŒÎÏ ÄÏÂÁŒÌÑÔØ Ë O(log n) ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ n = 1 É log n = 0.)

œ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ: ÐÕÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ c ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÅŒÅÒÎÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ a, b, m íÁÔÅÍÁÔÉË ÐÒÏÉÇÒÙŒÁÅÔ Œ ÉÇÒÅ Ó ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ a; b; m; c. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ðÒÏÔÉŒÎÉË ÉÍÅÅÔ Œ ÜÔÏÊ ÉÇÒÅ ŒÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊ- ÔÉ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ. ðÕÓÔØ íÁÔÅÍÁÔÉË ÉÇÒÁÅÔ ÐÒÏÔÉŒ ÜÔÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ, ÎÁÚÙŒÁÑ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÓÌÏ- ŒÁ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (X|A) < c log(a + b) + log c, Á ÔÁËÖÅ ÓÌÏŒÁ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (A|B; X) < c log(a + b) + log c. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ, ÏÂSSÑŒÌÑÅÍÙÈ ÐÒÏ- ÓÔÙÍÉ, ÎÅ ÎÁÒÕÛÅÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÏÉÇÒÙÛ íÁÔÅÍÁÔÉËÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÓÌÏŒÁ A É B ÄÌÉÎ a É b ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ: (1) ðÒÏÔÉŒÎÉË ÏÂSSÑŒÉÌ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÏ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ m-ÐÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B, ÎÏ (2) ÎÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ X Ó KS (X|A) < c log(a + b) + log c É KS (A|B; X) < c log(a + b) + log c. ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ íÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ðÒÏÔÉŒÎÉËÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÎÁÊÄÅÎÙ ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ a, b, m É c, ÕÓÌÏŒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (A|B) É Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÂÕÄÅÔ ÍÁÌÁ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑ m+(3+") log(a+b)+(1+") KS (c)+O(1) (ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÞÉÓÅÌ a, b, m ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ log(a + b) ÂÉÔÏŒ, " ÍÙ ÄÏÂÁŒÌÑÅÍ ÐÒÉ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÉ ÂÅÓ- ÐÒÅÆÉËÓÎÙÈ ËÏÄÏŒ). íÏÖÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ c, ÑŒÌÑÀÝÉÍÉÓÑ ÓÔÅÐÅÎÑÍÉ ÄŒÏÊËÉ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ KS (c) = log log c + O(1) (ÚÁÍÅÎÁ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÎÁ ÐÏŒÔÏÒÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ, ËÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ ÄÁÌØÛÅ, ÔÅÈÎÉÞÅÓËÉ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÁ).

ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 202 ÍÙ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÅÍ ŒÅÒÎÙÍ (Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ Œ O(log n), ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ c^′), ÔÏ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÓÌÏŒÏ X^′ ÄÌÉÎÙ K(A|B) + c^′ log(a + b), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ. üÔÏ ÓÌÏŒÏ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ ÂÏÌØÛÅ m, ÎÏ ÎÅÎÁÍÎÏÇÏ (ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ (c^′ + 3 + ") log(a + b) + log log c + O(1)). ïÓÔÁŒÉÍ ÏÔ ÎÅÇÏ ÐÅÒŒÙÅ m ÂÉÔÏŒ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ X. óÌÏÖÎÏÓÔØ KS (X|A) ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ KS (X^′|A) ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 2 log m + O(1), Á KS (X^′|A) ⩽ c^′ log(a + b) + O(1) ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 202, ÔÁË ÞÔÏ Œ ÉÔÏÇÅ ÚÁŒÅÄÏÍÏ

KS (X|A) ⩽ (c^′ + 2) log(a + b) + O(1):

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉÔØ KS (A|X; B): ÔÅÏÒÅÍÁ 202 ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ KS (A|X^′; B) ÎÅ ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ c^′ log(a + b), Á ÚÁÍÅÎÁ X ÎÁ X^′ (ÕÄÁÌÅÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ (c^′ + 4) log(a + b) + 2 log log c + O(1) ÂÉÔÏŒ) ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ (c^′ + 5) log(a + b) + 3 log log c + O(1) ÂÉÔÏŒ. œ ÉÔÏÇÄÅ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ

KS (A|X; B) ⩽ (2c^′ + 5) log(a + b) + 3 log log c + O(1):

œÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ c ÏÂÅ ÏÃÅÎËÉ ÂÕÄÕÔ ÍÅÎØÛÅ c log(a + b) + log c (ÉÍÅÎÎÏ ÚÄÅÓØ ŒÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÂÅÒčÔÓÑ ÐÏŒÔÏÒÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ c), É ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ (ÏËÁÚÙŒÁ- ÅÔÓÑ, ÞÔÏ ŒÙÉÇÒÁÌ í, Á ÎÅ ð).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ÞÔÏ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 203 ÄÅÊÓÔŒÉ- ÔÅÌØÎÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÏÍÕ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ 202 (É, Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÓÔÉÎÎÏ).

îÁ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÊ ÑÚÙË ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅŒÅÓÔÉ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 202, ÎÏ É Åč ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. œ ÈÏÄÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ íÁÔÅÍÁÔÉË ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÓŒÏč ÐÒÁŒÏ ÕËÁÚÙŒÁÔØ ÐÒÏÓÔÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A ÓÌÏŒÁ ÐÏ ÈÏÄÕ ÉÇÒÙ, Á ÕËÁÚÙŒÁÅÔ ÉÈ ŒÓÅ ÓÒÁÚÕ (Œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÇÒÁÆÏÍ-ÜËÓÐÁÎÄÅÒÏÍ). äÁÌÅÅ ÏÎ ÏÂSSÑŒÌÑÅÔ ÓÌÏŒÏ A ÐÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ X É B, ÅÓÌÉ ÓÒÅ- ÄÉ ÓÌÏŒ, ÏÂSSÑŒÌÅÎÎÙÈ ðÒÏÔÉŒÎÉËÏÍ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B, ÍÁÌÏ ÓÌÏŒ, ÓÏÓÅÄÎÉÈ Ó X. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÅÍÕ | ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ B | ÕÄÁÓÔÓÑ ÏÂÓÌÕÖÉÔØ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÓÌÏŒ, ÏÂSSÑŒÌÅÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ B. ïÓÔÁŒÛÅÅÓÑ ÍÅÎØÛÉÎÓÔŒÏ ÓÌÏŒ, ÏÂSSÑŒÌÅÎÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B, ÐÅÒÅÄÁčÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÕÒÏŒÅÎØ ÏÂÓÌÕÖÉŒÁÎÉÑ, ÇÄÅ ÄÅÌÁÅÔÓÑ ŒÓč ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ, ÎÏ Ó ÕÍÅÎØÛÅÎÎÙÍ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ m. é ÔÁË ÄÁÌÅÅ. œ ÉÔÏÇÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ, ÏÂSSÑŒÌÅÎ- ÎÙÈ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A, ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÓÕÍÍÁ ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ŒÄŒÏÅ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ, É ÐÏÔÏÍÕ ŒÄŒÏÅ ÂÏÌØÛÅ ÐÅÒŒÏÎÁÞÁÌØÎÏ ŒÚÑÔÏÇÏ, ÎÏ ÜÔÏ ÎÅ ÓÔÒÁÛÎÏ.

12.5. ïÔÓÔÕÐÌÅÎÉÅ: on-line ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ

îÅÍÎÏÇÏ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁŒ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 202, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÇÏ (É ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÇÏ) ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ. œÅÒÛÉÎÙ ÌÅŒÏÊ ÄÏÌÉ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A, ŒÅÒÛÉÎÙ ÐÒÁŒÏÊ ÄÏÌÉ | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B, ÒčÂÒÁ ÇÒÁÆÁ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E ⊂ A × B. úÁÄÁÞÁ Ï ÐÁ- ÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÉ ÏÂÙÞÎÏ ÓÔÁŒÉÔÓÑ ÔÁË: ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A^′ ⊂ A, ÎÁÄÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ a ∈ A^′ ŒÙÂÒÁÔØ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ Åč ÓÏÓÅÄÅÊ Œ B (ÔÏ ÅÓÔØ ŒÅÒÛÉÎÕ ÉÚ B, ÓÏÅÄÉÎčÎÎÕÀ Ó a ÒÅÂÒÏÍ), ÐÒÉÞčÍ ŒÙÂÒÁÎÎÙÅ ÓÏÓÅÄÉ ÒÁÚÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ĂÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁ- ÎÉÅÍ Œ ÒÅÖÉÍÅ on-lineĄ: ÎÁÍ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÕËÁÚÙŒÁÀÔ ŒÅÒÛÉÎÙ Œ ÌÅŒÏÊ ÄÏÌÅ, É ÍÙ ÄÌÑ ÎÉÈ ÄÏÌÖÎÙ ÕËÁÚÁÔØ ÐÁÒÎÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ Œ ÐÒÁŒÏÊ ÄÏÌÅ (É ÎÅ ÉÍÅÅÍ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ŒÐÏÓÌÅÄÓÔŒÉÉ ÉÚÍÅÎÉÔØ ÜÔÏÔ ŒÙÂÏÒ). âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ E ⊂ A × B ÄÏÐÕÓËÁÅÔ on-line ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁ- ÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÁ k, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÐÏÓÏÂ, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÝÉÊ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÅ ÌÀÂÙÈ k ŒÅÒÛÉÎ ÌÅŒÏÊ

ÄÏÌÉ (Œ ÔÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÉÈ ÕËÁÚÙŒÁÀÔ). äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÉÇÒÁ ÎÁ ÇÒÁÆÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÏÔÉŒÎÉË ÕËÁÚÙŒÁÅÔ ÎÁÍ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ k ŒÅÒÛÉÎ ÉÚ A, É ÐÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÅÇÏ ÈÏÄÁ ÍÙ ÏÂÑÚÁÎÙ ŒÙÂÒÁÔØ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÏÓÅÄÅÊ ÄÌÑ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÉÍ ŒÅÒÛÉÎÙ (É ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÅ ÐÏŒÔÏÒÑÔØÓÑ).

úÁÍÅÞÁÎÉÅ: ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÎÅÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ (ÍÙ ŒÙÂÉÒÁÅÍ ŒÅÒÛÉÎÙ ÓÐÒÁŒÁ, Á ÐÒÏÔÉŒÎÉË ÓÌÅŒÁ).

[úÁÍÅÞÁÎÉÅ Œ ÓÔÏÒÏÎÕ: ÉÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ĂÄÏÐÕÓËÁÔØ on-line ÐÁÒÏÓÏ- ÞÅÔÁÎÉÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁĄ ÌÅÖÉÔ Œ PSPACE. åÓÔØ ÌÉ ËÁËÉÅ-ÎÉÂÕÄØ ÌÕÞÛÉÅ ŒÅÒÈÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ?]

Theorem 204. [multi-muchnik-th1b] äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ a É m (ÇÄÅ a ⩾ m) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄŒÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ c 2^a ŒÅÒÛÉÎ Œ ÌÅŒÏÊ ÄÏÌÅ É a^c2^m ŒÅÒÛÉÎ Œ ÐÒÁ- ŒÏÊ ÄÏÌÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÁÑ ŒÅÒÛÉÎÁ ÓÌÅŒÁ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ a^c ÓÏÓÅÄÅÊ ÓÐÒÁŒÁ É ËÏÔÏÒÙÊ ÄÏÐÕÓËÁÅÔ on-line ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÁ 2^m.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÒÁÆ Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ ÄÏÌÅÊ Ó ÎÅÂÏÌØÛÏÊ (ÐÏÌÉ- ÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ) ÓÔÅÐÅÎØÀ ŒÅÒÛÉÎ ÌÅŒÏÊ ÄÏÌÉ, ÄÏÐÕÓËÁÀÝÉÊ on-line ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ ÐÏÞÔÉ ÞÔÏ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ (Ô. Å. ÞÉÓÌÁ ŒÅÒÛÉÎ ÓÐÒÁŒÁ) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ Ó ÔÏÞÎÏ- ÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ.

ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 204, ÏÂSSÑÓÎÉÍ, ËÁË ÉÚ ÎÅč ŒÙÔÅËÁÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏ- ÒÅÍÙ 202. ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÎÁÞÎčÍ Ó ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÚÁÍÅÎÉÍ ÓÌÏŒÏ A ÎÁ ÅÇÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÄÌÉÎÙ a. ðÏÌÏÖÉÍ m ÒÁŒÎÙÍ K(A|B) + 1 É ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 204; ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÄŒÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ (2^a ŒÅÒÛÉÎ ÓÌÅŒÁ É a^c2^m ŒÅÒÛÉÎ ÓÐÒÁŒÁ, ÓÔÅÐÅÎØ ÌÅŒÙÈ ŒÅÒÛÉÎ ÎÅ ÂÏÌÅÅ a^c). òÁÚ ÇÒÁÆ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ. æÉËÓÉ- ÒÕÅÍ ÜÔÏÔ ÇÒÁÆ É ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ on-line ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ. äÁÌÅÅ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ B ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÓÌÏŒÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ m ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ B. éÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2^m É ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÓÌÏŒÏ A. ðÏ ÏÞÅÒÅÄÉ ÐÏÄÂÉÒÁÅÍ ÄÌÑ ÎÉÈ ÐÁÒÕ Œ ÇÒÁÆÅ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÏŒÏ X, ÐÁÒÎÏÅ Ë ÓÌÏŒÕ A. ëÁË É ŒÓÅ ÐÒÁŒÙÅ ÓÏÓÅÄÉ A (ËÏÔÏÒÙÈ ÍÁÌÏ), ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ ÍÁÌÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A. (ðÏÓËÏÌØËÕ ÇÒÁÆ É ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ on-line ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÂÙÌÉ ÎÁÊÄÅÎÙ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ, ÔÏ ÏÎÉ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ a É m É ÉÍÅÀÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ.) ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÚÎÁÑ B É X (Á ÔÁËÖÅ ŒÓÅ ÞÉÓÌÏŒÙÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ), ÍÏÖÎÏ ŒÏÓ- ÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ É ÄÏÖÄÁÔØÓÑ, ÐÏËÁ ÓÌÏŒÏ X ÂÕÄÅÔ ÓÏÅÄÉÎÅÎÏ ÓÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÓÌÏŒÏÍ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉŒ A.

◁ ðÅÒÅÊÄčÍ ÔÅÐÅÒØ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 204. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÒÁÚÒÅÛÉŒ ÐÏÄÙÓËÉŒÁÔØ ÐÁÒÙ ÎÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ 2^m ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÕËÁÚÙ- ŒÁÅÍÙÈ Œ ÌÅŒÏÊ ÄÏÌÅ, Á ÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÐÏÌÏŒÉÎÙ (ÐÏ ÎÁÛÅÍÕ ŒÙÂÏÒÕ). œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÕÍÅÅÍ ÜÔÏ ÄÅÌÁÔØ, ÔÏ ÄÌÑ ÎÅÏÂÓÌÕÖÅÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÏÖÎÏ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÚÁÐÕÓÔÉÔØ ÁÎÁÌÏ- ÇÉÞÎÙÊ ÐÒÏÃÅÓÓ (Ó ÕÍÅÎØÛÅÎÎÙÍ ÎÁ 1 ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ m É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÇÒÁÆÏÍ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÄÒÕÇÉÍ), ÞÉÓÌÏ ÎÅÏÂÓÌÕÖÅÎÎÙÈ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ ÅÝč ŒÄŒÏÅ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. œ ÉÔÏÇÅ ÍÙ ÎÁÊÄčÍ ÐÁ- ÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅ Œ ÇÒÁÆÅ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÌÅŒÁÑ ÄÏÌÑ ÏÂÝÁÑ, Á ÐÒÁŒÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÐÒÁŒÙÈ ÄÏÌÅÊ ŒÓÅÈ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏŒ (ÄÌÑ m; m − 1; m − 2 : : : ŒÐÌÏÔØ ÄÏ ÎÕÌÑ).

ïÓÔÁčÔÓÑ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÔÁËÏÍÕ (ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÏÍÕ) ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÀ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÇÒÁÆ ÓÏ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁÍÉ ÜËÓÐÁÎÄÅÒÁ, Ï ËÏÔÏÒÏÍ ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÌÉ. áÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑ ÂÕÄÅÔ ÓÁÍÙÍ ÐÒÏÓÔÙÍ: ÅÓÌÉ Õ ŒÅÒÛÉÎÙ ÅÓÔØ ÅÝč ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÊ ÓÏÓÅÄ, ÔÏ ÅÇÏ É ŒÙÂÉÒÁÅÍ, Á ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÓÏÓÅÄÉ ÕÖÅ ÚÁÎÑÔÙ, ÔÏ ÓÄÁčÍÓÑ É ŒÅÒÛÉÎÕ ÎÅ ÏÂÓÌÕÖÉŒÁÅÍ. îÅÓÌÏÖÎÏ ÓÏÏÂÒÁÚÉÔØ,

ÞÔÏ Œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÂÕÄÅÔ ÏÂÓÌÕÖÅÎÁ ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ ÐÏÌÏŒÉÎÁ ŒÅÒÛÉÎ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÏÂ- ÓÌÕÖÅÎÏ ÍÅÎØÛÅ, ÔÏ É ÓÐÒÁŒÁ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÏ ÒÏŒÎÏ ÓÔÏÌØËÏ ÖÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÅÎÅÅ 2^{m−1} ŒÅÒÛÉÎ. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÎÅÏÂÓÌÕÖÅÎÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ, ËÁËÏŒÙÈ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÂÏÌÅÅ 2^{m−1}, ŒÓÅ Åč ÓÏÓÅÄÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÙ. (éÎÁÞÅ ÐÏÞÅÍÕ ÍÙ Åč ÎÅ ÏÂÓÌÕÖÉÌÉ?) á ÜÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÜËÓÐÁÎÄÅÒÁ: ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÜÔÏÍÕ ÓŒÏÊÓÔŒÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚ 2^{m−1} ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (É ÐÏÔÏÍÕ ÌÀÂÏÅ ÂÏÌØÛÅÅ) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÍÅÎØÛÅ 2^{m−1} ÓÏÓÅÄÅÊ. ▷

[íÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÏÔÓÀÄÁ ÍÏÖÎÏ ŒÙŒÅÓÔÉ É ÔÅÏÒÅÍÕ œÏÌØÆÁ { óÌÅÐÑÎÁ? œÒÏÄÅ ÂÙ ÎÅÔ, ÔÁÍ ŒÁÖÎÏ, ÞÔÏ ÈÅÛ-ÆÕÎËÃÉÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÁ. îÅ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÌÉ ÇÄÅ-ÎÉÂÕÄØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ (ÐÒÏ- ÓÔÅÊÛÅÇÏ) ŒÁÒÉÁÎÔÁ ÔÅÏÒÅÍÙ œÏÌØÆÁ { óÌÅÐÑÎÁ?]

[íÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÇÒÁÆÁ Ó ÂÏÌØÛÉÍ on-line ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅÍ, ŒÚÑŒ ŒÅÒÏÑÔ- ÎÏÓÔÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÜËÓÐÁÎÄÅÒÏŒ É ÐÏÔÏÍ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÕÑ ÇÒÁÆ-ÜËÓÐÁÎÄÅÒ (ÄÕÂÌÉÒÕÑ ÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÙ É ÓÏÅÄÉÎÑÑ Ó ÇÒÁÆÁÍÉ ÍÅÎØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ). âÙÌÏ ÂÙ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ ÐÒÑÍÏÇÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÇÒÁÆÁ Ó ÂÏÌØÛÉÍ on-line ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÅÍ.]

12.6. ïÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÅ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÁÒÙ ÓÌÏŒ

[multi-bglvz] œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÅ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÐÁÒÙ ÓÌÏŒ A É B ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÐÅÒÅÄÁÔØ ÐÏ ÐÕÎËÔÉÒÎÏÍÕ ËÁÎÁÌÕ ÓÌÏŒÏ X ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ k, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ A ÉÚ B É ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ B ÉÚ A (ÒÉÓ. 35).

òÉÓ. 35. ôÅÏÒÅÍÁ âÅÎÎÅÔÁ { çÁÞÁ { ìÉ { œÉÔÁÎØÉ { ãÕÒÅËÁ. [multi-pic4]

óÒÁÚÕ ÖÅ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÌÉÛØ ÐÒÉ KS (A|B) ⩽ k É KS (B|A) ⩽ k. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒ, ÐÅÒÅÄÁŒÁÅÍÙÈ ÐÏ ÎÉÖÎÉÍ ÎÁËÌÏÎÎÙÍ ÌÉÎÉÑÍ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÔ k (ÐÏÓËÏÌØ- ËÕ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÜÔÉ ÓÌÏŒÁ ÐÒÏÓÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ X), Á ŒÍÅÓÔÅ Ó ÔÅÍ ÜÔÉ ÓÌÏŒÁ ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ B ÉÚ A (ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ, ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A) É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.

ðÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ:

max(KS (A|B); KS (B|A)) ⩽ k

(ËÁË ŒÓÅÇÄÁ, ŒÓÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÐÏÎÉÍÁÀÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ). ëÁË ÐÏËÁÚÁÌÉ âÅÎÎÅÔ, çÁÞ, ìÉ, œÉÔÁÎØÉ É ãÕÒÅË Œ [2], ÜÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ. œÏÔ ÔÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ:

Theorem 205. [multi-bglvz-th] ðÕÓÔØ A, B | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÓÌÏŒÁ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (A|B) < k É KS (B|A) < k. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏŒÏ X ÄÌÉÎÙ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (A|B; X) = O(log k), KS (B|A; X) = O(log k) É KS (X|A; B) = O(log k).

◁ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÓÅ ÐÁÒÙ ÓÌÏŒ ⟨A; B⟩, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (A|B) < k É ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ KS (B|A) < k. ðÏÌÕÞÁÅÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÅ ÂÉÎÁÒÎÏÅ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (ÎÁ ÐÁÒÁÈ ÓÌÏŒ), ŒÓÅ ÓÅÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ (ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÙÅ, ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ A, É ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØÎÙÅ, ÐÒÉ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ B) ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ÜÔÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ËÁË (ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÊ) ÄŒÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ŒÅÒÛÉÎ ÜÔÏÇÏ ÇÒÁÆÁ (Œ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÄÏÌÅÊ) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^k.

óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÐÏËÁÖÅÍ, ËÁË ÒÁÚÂÉÔØ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ÎÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2^{k+1} ËÌÁÓÓÏŒ, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÙÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÅÍ (ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÄŒÕÈ ÐÁÒ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ŒÅÒÔÉËÁÌÉ ÉÌÉ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ). œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÇÒÁÆÏŒ: ËÁË ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ ÒčÂÒÁ ÇÒÁÆÁ Œ 2^{k+1} ÃŒÅÔÏŒ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÌÀÂÙÅ ÄŒÁ ÒÅÂÒÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ (ÓÌÅŒÁ ÉÌÉ ÓÐÒÁŒÁ), ÉÍÅÌÉ ÒÁÚÎÙÅ ÃŒÅÔÁ.

á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÒÏÎÕÍÅÒÕÅÍ ËÌÁÓÓÙ ÏÔ 0 ÄÏ 2^{k+1} − 1. ðÏ ÍÅÒÅ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÎÏŒÙÈ ÐÁÒ Œ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ ÂÕÄÅÍ ÏÔÎÏÓÉÔØ ÉÈ Ë ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÍÕ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÍÕ ËÌÁÓÓÕ (Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÅÝč ÎÅÔ ÐÁÒ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÐÅÒŒÙÍ ÉÌÉ ŒÔÏÒÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ). (äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÍÙ ŒÙÂÉÒÁÅÍ ÄÌÑ ŒÎÏŒØ ÐÏÑŒÉŒÛÅÇÏÓÑ ÒÅÂÒÁ ÐÅÒŒÙÊ ÃŒÅÔ, ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÊ ÄÌÑ ÒčÂÅÒ Ó ÏÂÝÉÍ ËÏÎÃÏÍ.)

ñÓÎÏ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓÏŒ ÈŒÁÔÉÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÈ ËÌÁÓÓÏŒ ÍÅÎØÛÅ 2^k + 2^k (ÐÁÒ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÐÅÒŒÙÍ ÞÌÅÎÏÍ ÍÅÎØÛÅ 2^k, ÒÁŒÎÏ ËÁË É ÐÁÒ Ó ÔÅÍ ÖÅ ŒÔÏÒÙÍ ÞÌÅÎÏÍ). œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÇÒÁÆÁ: ÎÏŒÏÅ ÒÅÂÒÏ ÉÍÅÅÔ ÏÂÝÉÊ ÌÅŒÙÊ ËÏÎÅÃ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ Ó 2^k ÒčÂÒÁÍÉ É ÏÂÝÉÊ ÐÒÁŒÙÊ ËÏÎÅÃ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ Ó 2^k, ÔÁË ÞÔÏ ÚÁÐÒÅÝÅÎÙ ÍÅÎÅÅ 2^{k+1} ÃŒÅÔÏŒ.

ôÅÐÅÒØ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ X ŒÏÚØÍčÍ ÎÏÍÅÒ ËÌÁÓÓÁ. (ïÎ ÓÏÄÅÒÖÉÔ k +1 ÂÉÔÏŒ, ÎÏ ÏÔÂÒÁÓÙŒÁÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÂÉÔÁ ÍÅÎÑÅÔ ŒÓÅ ÕÓÌÏŒÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÎÁ O(1).) ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÚÎÁÑ A, ÞÉÓÌÏ k É ÎÏÍÅÒ ËÌÁÓÓÁ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ, ËÌÁÓÓÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ ÉÈ ÏÐÉÓÁÎÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ É ÐÏÄÏÖÄÁÔØ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÎÁ A-ŒÅÒÔÉËÁÌÉ ÐÁÒÙ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ Ó ÄÁÎÎÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ X, ÐÏÜÔÏÍÕ KS (A|B; X; k) = O(1) É KS (A|B; X) = O(log k). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ É ÄÌÑ KS (B|A). îÁËÏÎÅÃ, KS (X|A; B; k) = O(1), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÚÎÁÑ A, B É k, ÍÏÖÎÏ ÄÏÖÄÁÔØÓÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ ÐÁÒÙ ⟨A; B⟩ É ÎÁÊÔÉ X. ▷

240 äÏËÁÖÉÔÅ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÄŒÕÄÏÌØÎÙÈ ÇÒÁÆÁÈ: ÅÓÌÉ ÄÌÑ (ËÏÎÅÞÎÏÇÏ) ÄŒÕÄÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÓÔÅÐÅÎØ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ Œ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÄÏÌÅ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ N, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ÒÁÓËÒÁÓÉÔØ ÅÇÏ ÒčÂÒÁ Œ N ÃŒÅÔÏŒ, ÞÔÏÂÙ ÒčÂÒÁ ÏÄÎÏÇÏ ÃŒÅÔÁ ÎÅ ÉÍÅÌÉ ÏÂÝÉÈ ËÏÎÃÏŒ. ïÂSSÑÓÎÉÔÅ, ÐÏÞÅÍÕ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 205 ÎÅ ÕÄÁčÔÓÑ ÓÏÓÌÁÔØÓÑ ÎÁ ÜÔÏÔ ÆÁËÔ, Á ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÅÇÏ (ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÙÊ) ŒÁÒÉÁÎÔ ÚÁÎÏŒÏ.

[õËÁÚÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÔÅÐÅÎØ ÒÁŒÎÁ N, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ æÏÒ- ÄÁ { æÁÌËÅÒÓÏÎÁ ÉÌÉ ÔÅÏÒÅÍÕ èÏÌÌÁ Ï ÐÁÒÏÓÏÞÅÔÁÎÉÑÈ. îÁÍ ÜÔÏÇÏ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÔÁË ËÁË Œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÒÁÆ ÎÅ ÚÁÄÁÎ ÃÅÌÉËÏÍ, Á ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ, É ÒčÂÒÁ ÎÁÄÏ ËÒÁÓÉÔØ on-line.]

œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍ ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏŒ A É B ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ max(KS (A|B); KS (B|A)) (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÏÇÁ- ÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ), ËÏÔÏÒÁÑ ÐÅÒÅŒÏÄÉÔ A Œ B É B Œ A. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÜÔÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÌÏŒÁ X, ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ A ÉÚ ÐÁÒÙ ⟨B; X⟩ É ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ B ÉÚ ÐÁÒÙ ⟨A; X⟩, Á ÔÁËÖÅ ÉÎÓÔÒÕËÃÉÊ ÐÏ ÒÁÚÌÉÞÅÎÉÀ ÓÌÏŒ A É B (ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÎÏÍÅÒ ÂÉÔÁ, ËÏÔÏÒÙÊ Œ ÜÔÉÈ ÓÌÏŒÁÈ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ).

241 ðÕÓÔØ A É B | ÄŒÁ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ n (ÔÏ ÅÓÔØ KS (A) ≈ n, KS (B) ≈ n É KS (⟨A; B⟩) ≈ 2n. õËÁÖÉÔÅ ÑŒÎÏ ÓÌÏŒÏ X, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ. [ïÔŒÅÔ: ÇÏÄÉÔÓÑ ÐÏÂÉÔÏŒÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓÌÏŒ A É B.]

åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ, ŒÏÚÎÉËÁÀÝÉÊ Œ ÓŒÑÚÉ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ 205, ÔÁËÏŒ: ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÅÓÌÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KS (A|B) É KS (B|A) ÒÁÚÌÉÞÎÙ? ðÕÓÔØ, ÓËÁÖÅÍ, KS (A|B) | ÂÏÌØÛÁÑ ÉÚ ÎÉÈ (ÌÅÇÞÅ ÐÏÌÕÞÉÔØ B ÉÚ A, ÞÅÍ ÎÁÏÂÏÒÏÔ). ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÔÏÇÄÁ ÒÁÚÄÅÌÉÔØ ÓÌÏŒÏ X ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ: ÎÁ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÕÀ ÄÌÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ A Œ B (Œ ÌčÇËÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ, ÄÌÉÎÏÊ KS (B|A)) É ÏÓÔÁÔÏË (ÄÌÉÎÙ KS (A|B) − KS (B|A)), ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ.

æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ŒÅÒÎÏ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ:

Theorem 206. [multi-bglvz-add] ðÕÓÔØ KS (A|B) < k, KS (B|A) < l É k > l. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÁËÏÅ ÓÌÏŒÏ X ÄÌÉÎÙ k, ÞÔÏ KS (X|A; B) = O(log k), KS (A|B; X) = O(log k), Á ÔÁËÖÅ KS (B|A; X^′) = O(log k), ÇÄÅ X^′ | ÎÁÞÁÌÏ X ÄÌÉÎÙ l.

◁ òÁÓÓÕÖÄÁÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 205, ÏÔÎÏÓÑ ÐÁÒÙ Ë 2^{l+1} ËÌÁÓÓÁÍ É ÔÒÅÂÕÑ, ÞÔÏÂÙ ÎÁ ÏÄÎÏÊ ŒÅÒÔÉËÁÌÉ ÂÙÌÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÉ ËÁÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ, Á ÎÁ ÏÄÎÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ | ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{k−l} ÔÏÞÅË ËÁÖÄÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ. ôÏÇÄÁ ÎÏÍÅÒ ËÌÁÓÓÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ B ÐÏ A, Á ÄÌÑ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÌÅÎÉÑ A ÐÏ B ÎÕÖÎÏ ÅÝč k − l ÂÉÔÏŒ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ (ÐÏÒÑÄËÏŒÙÊ ÎÏÍÅÒ ÐÏÑŒÌÅÎÉÑ ÓÒÅÄÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ). ▷

242 äÏËÁÖÉÔÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 206 Œ ÆÏÒÍÅ, ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÊ Œ [2]: Œ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅ- ÎÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ 206 ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÓÌÏŒÏ Y ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ k − l É ÓÌÏŒÏ X ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ l, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (B; Y |A; X) = O(log k) É KS (A|B; Y; X) = O(log k).

12.7. ëÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ ÐÒÉ ÄŒÕÈ ÕÓÌÏŒÉÑÈ

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÚÁÄÁÞÕ ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÄŒÅ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÅ (ÒÉÓ. 36).

òÉÓ. 36. ëÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ C ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÑÈ A, B. [multi-pic5]

åÓÌÉ Œ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÅ ÐÏÌÏÖÉÔØ A = B, ÔÏ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÈÅÍÁ ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÒÁÚÄÅ- ÌÁ 12.3 (ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏ ÐÒÏÄÕÂÌÉÒÏŒÁÎÎÁÑ). åÓÌÉ ÖÅ ÐÏÌÏÖÉÔØ C = ⟨A; B⟩, ÔÏ ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÚÁÄÁÞÅ ÒÁÚÄÅÌÁ 12.6 (Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÎÉÖÎÉÈ ÕÚÌÏŒ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏŒ A É B ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÐÁÒÕ ÏÚÎÁÞÁÅÔ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ŒÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ).

îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍÉ ÕÓÌÏŒÉÑÍÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

KS (C|A) ⩽ k; KS (C|B) ⩽ k:

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÜÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ. œÏÔ ÔÏÞÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÁ:

Theorem 207. [multi-muchnik-th2] ðÕÓÔØ A, B É C | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n, Á k | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÐÒÉÞčÍ KS (C|A) ⩽ k É KS (C|B) ⩽ k. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÓÌÏŒÏ X ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ k + O(log n), ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ KS (X|C) = O(log n) KS (C|A; X) ⩽ O(log n) É KS (C|B; X) ⩽ O(log n).

œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÚŒÕÞÉÔ ÔÁË: ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏŒ A; B; C ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÎÁÊÄčÔÓÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ max(KS (C|A); KS (C|B)) + O(log n), ÉÍÅÀÝÁÑ ÌÏÇÁÒÉÆ- ÍÉÞÅÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ C, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÁÑ ÌÀÂÏÅ ÉÚ ÓÌÏŒ A É B Œ ÓÌÏŒÏ C. (ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, Œ ÜÔÕ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÎÁÄÏ ŒËÌÀÞÉÔØ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÕÀ ÒÁÚÌÉÞÉÔØ A É B; ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ.)

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÓÔÁčÔÓÑ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÙÍ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÎÅ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ ÐÒÏ- ÓÔÏÔÙ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ C: ÎÉËÁËÏÇÏ ÄÒÕÇÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÅÇÏ Œ ÜÔÏÍ ÞÁÓÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏ. äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔÉ (ÐÏËÁ?) ÎÅ ÕÄÁčÔÓÑ ÕÐÒÏÓÔÉÔØ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÄŒÁ ÎÏŒÙÈ ÒÅÂÒÁ (ÒÉÓ. 37).

òÉÓ. 37. äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÅ ÒčÂÒÁ. [multi-pic6]

íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 207 ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏŒÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ:

Theorem 208. [multi-muchnik-th2-add] ðÕÓÔØ A, B É C | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÓÌÏÖÎÏ- ÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n, Á k ⩾ l | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÐÒÉÞčÍ KS (C|A) ⩽ k É KS (C|B) ⩽ l. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÓÌÏŒÏ X ÄÌÉÎÙ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (X|C) = O(log n) KS (C|A; X) ⩽ O(log n) É KS (C|B; X^′) ⩽ O(log n) ÄÌÑ ÓÌÏŒÁ X^′ ÄÌÉÎÙ l, ÑŒÌÑÀÝÅÇÏÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ÓÌÏŒÁ X.

243 óÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÅÔÉ. [õËÁÚÁÎÉÅ: X ÐÅÒÅÄÁčÔÓÑ ÐÏ ÒÅÂÒÕ ÐÒÏÐÕÓËÎÏÊ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ k, ÉÚ ËÏÎÃÁ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙÈÏÄÉÔ ÒÅÂÒÏ ÐÒÏÐÕÓËÎÏÊ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ l.]

œÓÅ ÜÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÎÙ Œ ÔÏÊ ÖÅ ÒÁÂÏÔÅ íÕÞÎÉËÁ [58]; ÐÒÉŒÅÄčÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 208.

◁ âÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÔÏÔ ÖÅ ÍÅÔÏÄ ĂÏÔÐÅÞÁÔËÏŒĄ, ÞÔÏ É ÒÁÎØÛÅ: ÓÌÏŒÏ X ÂÕÄÅÔ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÎÅÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔÐÅÞÁÔËÏŒ ÓÌÏŒÁ C.

ïÄÎÁËÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÔÒÅÂÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ. åÓÌÉ k É l ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ, ÔÏ ÏÔÐÅÞÁÔ- ËÉ ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÈ ÄÌÉÎ. äÁÖÅ É Œ ÓÌÕÞÁÅ k = l ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÏÞÅŒÉÄÎÁÑ ÐÒÏÂÌÅÍÁ: ÓÒÅÄÉ ÏÔÐÅÞÁÔËÏŒ ÍÏÖÅÔ ÎÁÊÔÉÓØ X, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (C|A; X) ÍÁÌÏ, Á ÔÁËÖÅ X^′, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (C|B; X^′) ÍÁÌÏ, ÎÏ ÎÁÍ ŒÅÄØ ÎÕÖÎÏ ÏÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÓÌÏŒÏ É ÄÌÑ A, É ÄÌÑ B.

íÏÖÎÏ ÐÙÔÁÔØÓÑ ÎÁÊÔÉ ÓÒÅÄÉ ÏÔÐÅÞÁÔËÏŒ ĂŒÄŒÏÊÎÅ ÈÏÒÏÛÅÅĄ ÓÌÏŒÏ X, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÒÏ- ÖÄÁÅÔ ÍÁÌÏ ËÏÌÌÉÚÉÊ É Œ S_A, É Œ S_B (ÞÅÒÅÚ S_A É S_B ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÌÏŒ, ÐÒÏÓÔÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A É B ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ). ôÁËÉÅ ÓÌÏŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ É ÉÈ ÄÁÖÅ ÂÏÌØ- ÛÉÎÓÔŒÏ (ÐÏ ÔÅÍ ÖÅ ÐÒÉÞÉÎÁÍ, ÞÔÏ É ÒÁÎØÛÅ: Œ S_A ∪ S_B ÌÉÛØ ŒÄŒÏÅ ÂÏÌØÛÅ ÓÌÏŒ, ÞÅÍ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ S_A É S_B Œ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ), ÔÁË ÞÔÏ ÐÒÏÄÏÌÖÁÑ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ Ó ÜËÓÐÁÎ- ÄÅÒÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ ÓÌÏŒ Œ S_A É ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ ÓÌÏŒ Œ S_B ÎÁÊÄčÔÓÑ ŒÄŒÏÊÎÅ ÈÏÒÏÛÉÊ ÐÒÁŒÙÊ ÓÏÓÅÄ. îÏ ÄÁÌØÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÎÅ ÐÒÏÈÏÄÉÔ: ÍÙ ÈÏÔÅÌÉ ÂÙ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÉÍÅÀÔ ÍÁÌÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÈ ÍÁÌÏ É ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÔØ, ÎÏ ÄÌÑ ÉÈ ÐÏÒÏÖÄÅÎÉÑ ÎÁÄÏ ÚÎÁÔØ ÓÒÁÚÕ É A, É B, Á Õ ÎÁÓ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ ÌÉÛØ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏŒ A É B.

þÔÏ ÖÅ ÄÅÌÁÔØ? âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÕÓÌÏŒÉÑ A É B ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ, ÎÏ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ Õ ÓÌÏŒÁ C ÂÙÌ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÏÄÉÎ ÈÏÒÏÛÉÊ ÏÔÐÅÞÁÔÏË, Á ÞÔÏÂÙ ÂÏÌØÛÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ÏÔÐÅÞÁÔËÏŒ ÂÙÌÉ ÈÏÒÏÛÉÍÉ. åÓÌÉ ÜÔÏÇÏ ÕÄÁčÔÓÑ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÄÌÑ A É ÄÌÑ B Œ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ, ÏÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÏÔÐÅÞÁÔËÁ, ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÈÏÒÏÛÅÇÏ É ÄÌÑ A, É ÄÌÑ B.

óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÉÄčÔÓÑ ÉÚÍÅÎÉÔØ É ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÔÉÐÁ ÜËÓÐÁÎÄÅÒÁ, ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÙ ÔÒÅÂÕÅÍ ÏÔ ÄŒÕÄÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ E ⊂ P × Q (Ó ÌÅŒÏÊ ÄÏÌÅÊ P É ÐÒÁŒÏÊ ÄÏÌÅÊ Q). ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ Q ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÅÈ ŒÅÒÛÉÎ x ∈ P , Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÓÏÓÅÄÅÊ ÓÐÒÁŒÁ ÐÏÐÁÄÁÅÔ Œ U, ÂÙÌÏ ÂÙ ÍÁÌÙÍ. (òÁÎØÛÅ ÍÙ ÓÞÉÔÁÌÉ ÐÌÏÈÉÍÉ ŒÅÒÛÉÎÙ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÓÏÓÅÄÉ ÐÏÐÁÄÁÌÉ Œ U, Á ÔÅÐÅÒØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÌÏŒÉÎÙ.)

âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÅÐÅÒØ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÕÓÌÏŒÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÓÁÍÉ ÏÔÐÅÞÁÔËÉ, ÎÏ É ÉÈ ÎÁÞÁÌÁ (ÓÒÁÚÕ ŒÓÅÈ ÄÌÉÎ, ÔÁË ÐÒÏÝÅ). õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÉ ÇÒÁÆÁ Ó ÎÕÖÎÙÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÔÅÐÅÒØ ŒÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË (ÞÅÒÅÚ [u]_m ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏ ÓÌÏŒÁ u, ÉÍÅÀÝÅÅ ÄÌÉÎÕ m):

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ n É N, Á ÔÁËÖÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ", ÐÒÉÞčÍ

n2^{N+2n+1}"^{N=2} < 1:

ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ

ffl_1; : : : ; ffl_N : B^n → B^n

Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ m ∈ {1; : : : ; n} É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÅÐÕÓÔÏÇÏ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U ⊂ B^m , ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ "2^m, ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÅÈ x ∈ B^n , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ [ffl_i(x)]_m ∈ U ÄÌÑ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ i ∈ {1; : : : ; N}

ÍÅÎØÛÅ |U| (ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ U).

[ðÏÑÓÎÅÎÉÅ: ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÍ ÎÅ Ï ÇÒÁÆÅ ÓÏ ÓÔÅÐÅÎØÀ ŒÅÒÛÉÎ N Œ ÌÅŒÏÊ ÄÏÌÅ, Á Ï ÓÅÍÅÊÓÔŒÅ N ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÏÐÕÓËÁÅÍ ËÒÁÔÎÙÅ ÒčÂÒÁ (ffl_i(x) = ffl_j(x) ÐÒÉ i ≠ j), ÕÞÉÔÙŒÁÅÍÙÅ Ó ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ.]

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ŒÙÂÒÁÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ffl_1; : : : ; ffl_N (ŒÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ffl_i(x) ÐÒÉ ŒÓÅÈ i É x ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ É ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Œ B^n ) ŒÅÒÏÑÔ- ÎÏÓÔØ ÎÁÒÕÛÅÎÉÑ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. üÔÕ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÍÙ ÏÃÅÎÉÍ ÓŒÅÒÈÕ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ m ⩽ n, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ t ⩽ "2^m É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ T ⊂ B^n É U ⊂ B^m , ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÐÏ t ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÏÃÅÎÉÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ∈ T ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÊ [ffl_i(x)]_m (ÐÒÉ i = 1; : : : ; n) ÐÏÐÁÄÁÅÔ Œ U. äÌÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ x ∈ T ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ÅÇÏ ÓÏÓÅÄÅÊ ÐÏÐÁÄÁÅÔ Œ U, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^N "^{N=2}, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2^N ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ {1; : : : ; N}, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÂÏÌÅÅ N=2 ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÓÅ ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÎÅÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ i ŒÅÄÕÔ ŒÎÕÔÒØ U, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ "^{N=2} (ÚÎÁÞÅÎÉÑ [ffl_i(x)]_m ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ i ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ É ÒÁŒÎÏ- ÍÅÒÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÙ Œ B^m , Á ÄÏÌÑ U ÓÒÅÄÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ B^m ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ "). ôÁËÏÅ ÓÏÂÙÔÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÐÒÏÉÚÏÊÔÉ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ x ∈ T , ÔÁË ÞÔÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÏÃÅÎËÕ ÎÁÄÏ ŒÏÚŒÅÓÔÉ Œ ÓÔÅÐÅÎØ t.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÊ ÎÁÓ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ (ËÏÔÏÒÁÑ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉ- ÎÉÃÙ) ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÃÅÎËÕ n∑ m=1

”2^m∑

t=1 ∑ T ⊂B^n ;|T |=t ∑ U⊂B^m ;|U|=t

(2^N "^{N=2})^t

þÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ T ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^{nt} (ÓÔÏÌØËÏ ÅÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÉ- ÎÙ t, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ B^n ); ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ U ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^{mt}. õÞÉÔÙŒÁÑ ÜÔÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ n∑ m=1

”2^m∑

t=1 2^{tn} 2^{tm} 2^tN "^{Nt=2}

ÉÌÉ_n ∑ m=1

”2^m∑

t=1 ( 2^n 2^m 2^N "^{N=2}

)_t

œÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ÓÕÍÍÁ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÀ. œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÌÅÍÍÙ ÚÎÁ- ÍÅÎÁÔÅÌØ ÜÔÏÊ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÍÅÎØÛÅ 1=2, É ÐÏÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ÐÒÏÇÒÅÓÓÉÉ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÕÄŒÏÅÎ- ÎÏÇÏ ÐÅÒŒÏÇÏ ÞÌÅÎÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ t. õÞÉÔÙŒÁÑ ÜÔÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ

2n · (2^{N+n+m}"^{N=2}) ⩽ n2^{N+2n+1}"^{N=2};

ÞÔÏ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ ÐÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÜÔÕ ÌÅÍÍÕ ÐÒÉ " = 1=n. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÕÓÌÏŒÉÅ ÌÅÍÍÙ ËÁË n2^{N+2n+1} < n^{N=2} ÉÌÉ log n + N + 2n + 1 < (N=2) log n:

œÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ N = n ÉÌÉ ÄÁÖÅ N = ⌈cn= log n⌉ ÐÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ c, É ÕÓÌÏŒÉÅ ÌÅÍÍÙ ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛ«ÉÈ n.

ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 208. ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÓÌÏŒÏ C ÅÇÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÍ (ÂÅÚÕÓÌÏŒÎÙÍ) ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ É ÓÞÉÔÁÔØ ÅÇÏ ÓÌÏŒÏÍ ÄÌÉÎÙ n, ÔÏ ÅÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ B^n . (óÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏŒ A É B ÒÏÌÉ ÎÅ ÉÇÒÁÅÔ; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÏÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ É ÂÏÌØÛÅ n.) óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ ÐÒÉ N = n É " = 1=n ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ N ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ffl_1; : : : ; ffl_N : B^n → B^n Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ Œ ÌÅÍÍÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, ËÁË ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÏÓØ, ŒÚÑŒ ÐÅÒŒÙÊ Œ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÎÁÂÏÒ ÆÕÎËÃÉÊ Ó ÔÁËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÅÓÔØ O(log n), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÞÉÓÌÏ n.

ðÕÓÔØ KS (C|A) = k É KS (C|B) = l. (œ ÕÓÌÏŒÉÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ÂÙÌÉ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ KS (C|A) < k É KS (C|A) < l, ÎÏ ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÐÒÁŒÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ ÄÌÑ ÕÍÅÎØÛÅÎÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ k É l, ÏÔ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÓÉÌØÎÅÅ.) ïÓÔÁŒÌÑÑ ÏÔ ÈÅÛ-ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÔÏÌØËÏ k ÉÌÉ l ÐÅÒŒÙÈ ÂÉÔÏŒ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ N ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ B^n Œ B^k (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ Œ B^l ). üÔÉ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÚÁÄÁÀÔ ÄŒÕÄÏÌØÎÙÅ ÇÒÁÆÙ ÎÁ B^n × B^a É B^n × B^b , Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÅÐÅÎØ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÓÌÅŒÁ ÒÁŒÎÁ N (ÓÞÉÔÁÑ ËÒÁÔÎÙÅ ÒčÂÒÁ). îÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÜÔÉÈ ÇÒÁÆÏŒ ÎÁ S_A É S_B , ÇÄÅ S_A ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n, ÉÍÅÀÝÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ k ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A, Á S_B ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n, ÉÍÅÀÝÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ l ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B. íÙ ŒÙÄÅÌÑÅÍ Œ B^k ÐÌÏÈÉÅ ŒÅÒÛÉÎÙ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÂÏÌÅÅ n^c ÓÏÓÅÄÅÊ Œ S_A; ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÐÌÏÈÉÍÉ ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ B^l ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÔÅ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ n^c ÓÏÓÅÄÅÊ Œ S_B. (ôÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c ÍÙ ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÏÚÖÅ.)

þÉÓÌÏ ÐÌÏÈÉÈ ŒÅÒÛÉÎ Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ

2N · 2^k=n^c É 2N · 2^l=n^c;

ÔÁË ËÁË ÓÔÅÐÅÎØ ÐÌÏÈÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÂÏÌØÛÅ n^c, ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒčÂÅÒ Œ ÇÒÁÆÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ |S_A| · N (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ |S_B| · N), Á |S_A| < 2 · 2^k É |S_B| < 2 · 2^l.

îÁÚÏŒčÍ ÐÌÏÈÉÍÉ Œ S_A ÔÅ ŒÅÒÛÉÎÙ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÓÏÓÅÄÅÊ Œ ÇÒÁÆÅ ÎÁ S_A × B^k (Ó ÕÞčÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÌÏÈÉÍÉ. ìÅÍÍÁ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÐÌÏÈÉÈ ŒÅÒÛÉÎ Œ S_A ÍÅÎØÛÅ 2N · 2^k=n^c (ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ c ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÅÌÉËÏ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÃÅÎËÁ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÐÌÏÈÉÈ ŒÅÒÛÉÎ ÍÅÎØÛÅ "2^k, ÇÄÅ " = 1=n). ðÏÓËÏÌØËÕ ÐÌÏÈÉÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ, ÚÎÁÑ n; k É A, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ

log(2N · 2^k=n^c) + O(log n) ⩽ k − c log n + O(log n)

(ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ N = n). ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÍ c ŒÓÅ ÐÌÏÈÉÅ ŒÅÒÛÉÎÙ ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A) ÍÅÎØÛÅ k, É ÓÌÏŒÏ C ÎÅ ÐÏÐÁÄÁÅÔ Œ ÉÈ ÞÉÓÌÏ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÊ [ffl_i(C)]_k (ÓÒÅÄÉ N ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ i = 1; 2; : : : ; N) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍÉ Œ B^k .

ðÏŒÔÏÒÑÑ ÔÅ ÖÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ Œ S_B × B^l , ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÂÏÌØÛÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÊ [ffl_i(C)]_l ÈÏÒÏÛÉ Œ S_B . óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÎÁÊÄčÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ i, ËÏÔÏÒÏÅ ÄÁčÔ ÈÏÒÏÛÉÈ ÓÏÓÅÄÅÊ Œ ÏÂÏÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ. ôÏÇÄÁ X = [ffl_i(C)]_k É X^′ = [ffl_i(C)]_l ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÉÓËÏÍÙÍÉ. ▷ 244 óÆÏÒÍÕÌÉÒÕÊÔÅ É ÄÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÔÒčÈ ÕÓÌÏŒÉÊ (ÉÌÉ ÄÌÑ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÉÈ ÞÉÓÌÁ.

íÏÖÅÔ ŒÏÚÎÉËÎÕÔØ ÖÅÌÁÎÉÅ ÅÝč ÕÓÉÌÉÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÔÅÏÒÅÍ 202 É 208. îÅÌØÚÑ ÌÉ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÉÔØÓÑ ÏÄÎÉÍ-ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÔÐÅÞÁÔËÏÍ? óËÁÖÅÍ, ÎÅÌØÚÑ ÌÉ ÄÌÑ ÓÌÏŒÁ A ÄÌÉÎÙ n ÎÁÊ- ÔÉ ÔÁËÏÅ ÓÌÏŒÏ X ÄÌÉÎÙ n=2, ÞÔÏ KS (A|X; B) ≈ 0 ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ B, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (A|B) ⩽ n=2?

ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏÇÏ ŒÓč-ÔÁËÉ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÎÅÌØÚÑ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÕÓÔØ ÔÁËÏÅ ÓÌÏŒÏ X ÅÓÔØ. ïÎÏ ÄÏÌÖÎÏ ÉÍÅÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ n=2 (ÉÎÁÞÅ Œ ÎčÍ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÌÉÛËÏÍ ÍÁÌÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ). åÓÌÉ ŒÚÑÔØ ÅÇÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ B, ÔÏ Œ ÕÓÌÏŒÉÑÈ X É B ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÂÕÄÅÔ ÄÕÂÌÉÒÏŒÁÔØÓÑ, É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (A|X; B) ÂÕÄÅÔ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÁ n=2 (Á ÎÅ ÎÕÌÀ, ËÁË ÎÁÍ ÈÏÔÅÌÏÓØ).

245 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄŒÕÈ (É ÌÀÂÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ) ÏÔÐÅÞÁÔËÏŒ ÎÅÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ. [õËÁÚÁÎÉÅ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ B ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÓÌÏŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÄŒÕÈ ÐÅÒŒÙÈ ÐÏÌÏŒÉÎ ÜÔÉÈ ÏÔÐÅÞÁÔËÏŒ. åÓÌÉ Œ ÉÔÏÇÅ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎÅÅ n=2 ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A, ÔÏ ÎÁÄÏ ÄÏÂÁŒÉÔØ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÊ ËÕÓÏË ÓÌÏŒÁ A. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÂÁ ÏÔÐÅÞÁÔËÁ ÂÕÄÕÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÄÕÂÌÉÒÕÀÝÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ É ÎÅ ÐÏÄÏÊÄÕÔ. œ [58] ÄÁÎÙ ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÏÃÅÎ- ËÉ.]

12.8. ðÏÔÏË ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÒÅÚ

íÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÉ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÈÅÍ ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ; ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÎÉÈ ÂÙÌÉ ÕËÁ- ÚÁÎÙ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ. œÏ ŒÓÅÈ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÜÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÅÄÉÎÏÊ ÓÈÅÍÅ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ ÕËÁÖÅÍ ÑŒÎÏ.

ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÇÒÁÆ ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ (ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÁÃÉËÌÉÞÅÓËÉÊ ÇÒÁÆ, ÎÁ ÎÅ- ËÏÔÏÒÙÈ ÒčÂÒÁÈ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÕËÁÚÁÎÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÅ ÐÒÏÐÕÓËÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ; ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ŒÅÒÛÉÎ ÚÁÄÁÎÙ ÔÁËÖÅ ŒÈÏÄÎÙÅ É ŒÙÈÏÄÎÙÅ ÓÌÏŒÁ). íÙ ÈÏÔÉÍ ÕËÁÚÁÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÜÔÉ ÓÌÏŒÁ, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÂÕÄÕÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ, ÅÓÌÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.

œÙÄÅÌÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ I ŒÅÒÛÉÎ ÇÒÁÆÁ (ÒÁÚÒÅÚ) É ÂÕÄÅÍ ÉÚÕÞÁÔØ ÐÏÔÏË ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÜÔÏÔ ÒÁÚÒÅÚ (ÉÄÕÝÅÊ ÉÚŒÎÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ I ŒÎÕÔÒØ ÎÅÇÏ). òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÐÕÓËÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ÒčÂÅÒ, ÎÁÞÁÌÏ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÅÖÉÔ ŒÎÅ I, Á ËÏÎÅÃ ŒÎÕÔÒÉ I. åÓÌÉ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÈÏÔØ ÏÄÎÏ ÒÅÂÒÏ Ó ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÒÏÐÕÓËÎÏÊ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔØÀ, ÔÏ ÎÉËÁËÏÇÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÇÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ÄÌÑ ÔÁËÏÇÏ I ÎÅ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ. ðÕÓÔØ ŒÓÅ ÐÒÏÐÕÓËÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂ- ÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÒčÂÅÒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ É ÒÁŒÎÙ u_1; : : : ; u_k. ðÕÓÔØ V_1; : : : ; V_l | ŒÓÅ ŒÈÏÄÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÄÌÑ ŒÅÒÛÉÎ ÉÚ I, Á W_1; : : : ; W_m | ŒÓÅ ŒÙÈÏÄÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÄÌÑ ŒÅÒÛÉÎ ÉÚ I. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÔÁËÏÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ:

KS (W_1; : : : ; W_m | V_1; : : : ; V_l) ⩽ u_1 + : : : + u_k:

(ëÁË ŒÓÅÇÄÁ, ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÓÕÍÍÁÒÎÙÈ ÄÌÉÎ ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÎÉÈ ÓÌÏŒ.) œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÚÎÁÅÍ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ V_1; : : : V_l, Á ÔÁËÖÅ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ, ÎÁÐÉÓÁÎÎÙÅ ÎÁ ŒÅÄÕÝÉÈ ŒÎÕÔÒØ I ÒčÂÒÁÈ, ÔÏ ÍÏÖÅÍ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÅÊ) ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ, ŒÙÈÏÄÑÝÉÅ ÉÚ ŒÅÒÛÉÎ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ I, ŒËÌÀÞÁÑ W_1; : : : ; W_m. üÔÏ ÎÕÖÎÏ ÄÅÌÁÔØ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÑ ŒÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ I ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ (ÎÁÞÁÌÏ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÄÏÌÖÎÏ ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÏŒÁÔØ ÅÇÏ ËÏÎÃÕ; ÔÁËÏÊ ÐÏÒÑÄÏË ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÔÁË ËÁË Œ ÇÒÁÆÅ ÎÅÔ ÃÉËÌÏŒ).

ðÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÏÃÅÎÉŒÁÅÔ ĂÐÏÔÏË ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÒÅÚĄ. ðÏËÁÖÅÍ ÎÁ ÐÒÉÍÅÒÅ, ËÁË ÐÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ Œ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÓÌÕÞÁÑÈ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÈÅÍÕ ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÒÁÚÄÅÌÁ 12.6 É Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ I ŒÏÚØÍčÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚ ÔÒčÈ ŒÅÒÛÉÎ, ÐÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÎÁ ÒÉÓ. 38 ŒÎÕÔÒÉ ÐÕÎËÔÉÒÎÏÊ ÌÉÎÉÉ.

òÉÓ. 38. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÄÌÑ ÔÅÏÒÅÍÙ âÅÎÎÅÔÁ { çÁÞÁ { ìÉ { œÉÔÁÎØÉ { ãÕÒÅËÁ [multi-pic7]

œ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÈÏÄÑÔ ÓÌÏŒÏ A É ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ k (ÐÏ ÒÅÂÒÕ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÒÏÐÕÓËÎÏÊ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ); ÄŒÁ ÄÒÕÇÉÈ ÒÅÂÒÁ ÇÒÁÆÁ, ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅ ÇÒÁÎÉÃÕ I, ŒÅÄÕÔ ÉÚÎÕÔÒÉ ÎÁÒÕÖÕ (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÎÁÛÅÍÕ ÓÏÇÌÁÛÅÎÉÀ ŒÓÅ ÒčÂÒÁ ÉÄÕÔ ÓŒÅÒÈÕ ŒÎÉÚ). ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÅ KS (B|A) ⩽ k, ËÏÔÏÒÏÅ ÍÙ É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ.

246 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÅÎÎÙÈ ŒÙÛÅ ÚÁÄÁÞ, ÔÁËÖÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÙ ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ŒÙÂÏÒÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ I ÎÁ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ ÇÒÁÆÅ.

12.9. óÅÔÉ Ó ÏÄÎÉÍ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ

œÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ: ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÌÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÕËÁÚÁÎÎÙÅ Œ ÐÒÅ- ÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ (É ŒÚÑÔÙÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ I, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÓÍÙÓÌ), ÏÄÎÏ- ŒÒÅÍÅÎÎÏ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ? œ ÎÁÛÉÈ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ ÜÔÏ ÏËÁÚÙŒÁÌÏÓØ ÉÍÅÎÎÏ ÔÁË. œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ ÄÁÌØÛÅ, ÜÔÏ ÎÅŒÅÒÎÏ. ïÄÎÁËÏ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÐÅ- ÒÅÄÁÔØ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÏÄÎÏ ÓÌÏŒÏ A ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ Œ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÅÓÔ ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑ (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ËÏÇÄÁ ŒÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ, Á ŒÓÅ ŒÙÈÏÄÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÒÁŒÎÙ ŒÈÏÄÎÏÍÕ), ÎÁÛÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÂÕÄÕÔ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ.

äÌÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÁ Œ ÒÁÂÏ- ÔÁÈ [1,39]; ÎÁÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÏÊ ÔÁÍ ÓÈÅÍÅ (Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉ- ÑÍÉ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÍÉ Ó ÐÅÒÅÈÏÄÏÍ ÏÔ ÛÅÎÎÏÎÏŒÓËÏÊ ÜÎÔÒÏÐÉÉ Ë ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ).

îÁÞÎčÍ Ó ÐÒÉÍÅÒÁ: ÐÕÓÔØ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÐÅÒÅÄÁÔØ ÓÌÏŒÏ A ÄÌÉÎÙ 2k Œ ÔÒÉ ÐÕÎËÔÁ ÎÁÚÎÁ- ÞÅÎÉÑ, ËÁË ÐÏËÁÚÁÎÏ ÎÁ ÒÉÓ. 39; ŒÓÅ ËÁÎÁÌÙ ÓŒÑÚÉ ÉÍÅÀÔ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÕÀ ÐÒÏÐÕÓËÎÕÀ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔØ, ËÒÏÍÅ ÔÒčÈ ÐÅÒŒÙÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ ÐÒÏÐÕÓËÎÕÀ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔØ k ÂÉÔÏŒ. íÏÖÎÏ ÌÉ ÜÔÏ ÓÄÅÌÁÔØ?

ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ Œ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÐÕÎËÔÏŒ ÎÁÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÄÁÔØ ÓÌÏŒÏ A. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÞÔÏÂÙ ÐÅÒÅÄÁÔØ ÅÇÏ Œ ÌÅŒÕÀ ÉÚ ÔÒčÈ ŒÅÒÛÉÎ, ÎÁÄÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÅÇÏ ÎÁ ÄŒÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ, ËÁÖÄÁÑ ÐÏ k ÂÉÔÏŒ, É ÐÅÒÅÄÁÔØ ÜÔÉ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ÐÏ ÄŒÕÍ ÌÅŒÙÍ ËÁÎÁÌÁÍ ÓŒÑÚÉ ÐÒÏÐÕÓËÎÏÊ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ k (ÔÒÅÔÉÊ ËÁÎÁÌ ÐÒÏÐÕÓËÎÏÊ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ k ÂÅÓÐÏÌÅÚÅÎ, ÔÁË ËÁË ÉÄÕÝÁÑ ÐÏ ÎÅÍÕ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÐÏÐÁÓÔØ Œ ÎÕÖÎÕÀ ÎÁÍ ŒÅÒÛÉÎÕ).

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÌÅÇËÏ ÐÅÒÅÄÁÔØ A Œ ÌÀÂÕÀ ÉÚ ÔÒčÈ ŒÅÒÛÉÎ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁŒ ÄŒÁ ËÁÎÁÌÁ ÉÚ ÔÒčÈ. îÏ ÐÅÒÅÄÁÔØ ÓÌÏŒÏ A ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ Œ ÔÒÉ ŒÅÒÛÉÎÙ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË ÐÒÏÓÔÏ: ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÅÇÏ ÎÁÄÏ ÒÁÚÒÅÚÁÔØ ÎÁ ĂÔÒÉ ÐÏÌÏŒÉÎÙĄ, ÐÒÉÞčÍ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÉÚ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÐÏÌÏŒÉÎ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÓÏÓÔÁŒÉÔØ ÏÂÒÁÔÎÏ.

òÉÓ. 39. äÅÌÅÎÉÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÎÁ ÞÁÓÔÉ. [multi-pic8]

óÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ ÓÐÏÓÏÂ (ĂÒÁÚÄÅÌÅÎÉÅ ÓÅËÒÅÔÁ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊĄ) ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÅÒÅÄÁÔØ ÐÏ ÔÒčÍ ËÁÎÁÌÁÍ ÓÌÏŒÁ A_1, A_2 É A_1 ⊕ A_2, ÇÄÅ A_1 É A_2 | ÄŒÅ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ÓÌÏŒÁ A (ËÁÖÄÁÑ ÓÏÄÅÒÖÉÔ k ÂÉÔÏŒ), Á A_1 ⊕ A_2 | ÐÏÂÉÔÏŒÁÑ ÓÕÍÍÁ ÓÌÏŒ A_1 É A_2 ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2. ðÏ ÌÀÂÙÍ ÄŒÕÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÒčÈ k-ÂÉÔÏŒÙÈ ÓÌÏŒ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÔÒÅÔØÅ (ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ ÉÈ ÐÏÂÉÔÏŒÏÊ ÓÕÍÍÅ), Á ÐÏÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ É ÓÌÏŒÏ A.

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ ÍÅÔÏÄ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ É Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, É ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÏ ÔÁËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

Theorem 209. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÈÅÍÕ ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ó ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÙÍ ŒÈÏÄÎÙÍ ÓÌÏŒÏÍ A ÄÌÉÎÙ n É ŒÙÈÏÄÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ A, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÎÙ ÃÅÌÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÐÒÏÐÕÓËÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÒčÂÅÒ.

ðÕÓÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ŒÓÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÏÐÉÓÁÎÎÏÇÏ ŒÙÛÅ ÔÉÐÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÅÒÛÉÎ J, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ŒÅÒÛÉÎÕ, Œ ËÏÔÏÒÕÀ ŒÈÏÄÉÔ A É ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ŒÅÒÛÉÎÕ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÈÏÄÉÔ A, ÓÕÍÍÁ ÐÒÏÐÕÓËÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÅÊ ÒčÂÅÒ Ó ÎÁÞÁ- ÌÁÍÉ ŒÎÅ J É ËÏÎÃÁÍÉ Œ J ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n (ÉÌÉ ÅÓÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ŒÅÄÕÝÅÅ ŒÎÕÔÒØ ÒÅÂÒÏ Ó ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÒÏÐÕÓËÎÏÊ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔØÀ).

ôÏÇÄÁ ÚÁÄÁÞÁ ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÐÏ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÅ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log n): ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÎÁ ÒčÂÒÁÈ ÔÁËÉÅ ÓÌÏŒÁ, ÞÔÏÂÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Œ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÌÉ O(log n).

(ëÏÎÓÔÁÎÔÁ, ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÍÁÑ Œ O(log n), ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÇÒÁÆÁ, ÎÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÞÉÓÌÁ n, ÐÒÏÐÕÓËÎÙÈ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÅÊ É ÓÌÏŒÁ A.)

◁ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ ÏÄÎÏÇÏ ŒÙÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÐÅÒÅ- ÄÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÏÂSSčÍ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ (Á ÉÍÅÎÎÏ, n ÂÉÔÏŒ) ÉÚ ÏÄÎÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ (ÎÁÚÏŒčÍ Åč s) Œ ËÁËÕÀ-ÔÏ ÄÒÕÇÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ t (ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÕ!) ÐÏ ÒčÂÒÁÍ.

úÁÐÁËÕÅÍ ËÁÖÄÙÊ ÂÉÔ Œ ÏÔÄÅÌØÎÙÊ ËÏÎŒÅÒÔ; ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ n ËÏÎŒÅÒÔÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚÎÁÞÁÌØ- ÎÏ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ŒÅÒÛÉÎÅ s. ïÒÇÁÎÉÚÕÅÍ ÄÏÓÔÁŒËÕ ÜÔÉÈ ËÏÎŒÅÒÔÏŒ Œ ŒÅÒÛÉÎÕ t ÐÏ ÒčÂÒÁÍ ÇÒÁÆÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÓÌÅÄÉÍ ÚÁ ÐÒÏÐÕÓËÎÏÊ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔØÀ É ÔÒÅÂÕÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÏ ÒÅÂÒÕ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ k ÂÙÌÏ ÐÅÒÅŒÅÚÅÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ k ËÏÎŒÅÒÔÏŒ.

üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ æÏÒÄÁ { æÁÌËÅÒÓÏÎÁ Ï ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÍ ÐÏÔÏËÅ É ÍÉ- ÎÉÍÁÌØÎÏÍ ÒÁÚÒÅÚÅ (ÓÍ., ÎÁÐÒÉÍÅÒ, [64]; ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ, ÔÏ É ÐÏÔÏË ÂÕÄÅÔ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍ).

ôÅÐÅÒØ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÒÅÂÒÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÔÅ ÂÉÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Œ ÐÅÒÅŒÏÚÉÍÙÈ ÐÏ ÎÅÍÕ ËÏÎŒÅÒÔÁÈ. ôÏÞÎÅÅ, ÐÏÓÌÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ æÏÒÄÁ { æÁÌËÅÒÓÏÎÁ

ÍÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÉÍÅÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÒÅÞÅÎØ ÂÉÔÏŒ (ÓÐÉÓÏË ÉÈ ÎÏÍÅÒÏŒ Œ ŒÏÚÒÁÓÔÁ- ÀÝÅÍ ÐÏÒÑÄËÅ; ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÎÏÍÅÒÏŒ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÐÒÏÐÕÓËÎÏÊ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÒÅÂÒÁ), É ÚÁÐÉÓÙŒÁÅÍ ÎÁ ÜÔÏÍ ÒÅÂÒÅ ÐÏÄÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÂÉÔÏŒ Ó ÜÔÉÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ÕÓÌÏŒÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÅÒÛÉÎÕ É ÓÌÏŒÁ ÎÁ ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ É ŒÈÏÄÑÝÉÈ ÒčÂÒÁÈ ÜÔÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ. óÌÏŒÁ ÎÁ ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÒčÂÒÁÈ ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÙ ÐÕÔčÍ ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÎÉÑ ÂÉÔÏŒ Œ ÓÌÏŒÁÈ ÎÁ ŒÈÏÄÑÝÉÈ ÒčÂÒÁÈ; ÓÈÅÍÁ ÜÔÏÇÏ ÐÅÒÅÍÅ- ÛÉŒÁÎÉÑ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÓÌÏŒÁ A É ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ŒÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÞÉÓÌÏ n É ÐÒÏÐÕÓËÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÒčÂÅÒ. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÏ- ÐÕÓËÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÒčÂÅÒ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÈÅÍÁ ÐÅÒÅÍÅÛÉŒÁÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ O(log n) (ËÏÎÓÔÁÎÔÁ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÇÒÁÆÁ). á ÚÎÁÑ ÜÔÕ ÓÈÅÍÕ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ŒÙÈÏÄÑÝÉÅ ÓÌÏŒÁ ÐÏ ÉÚŒÅÓÔÎÙÍ ŒÈÏÄÑÝÉÍ.

óÌÕÞÁÊ ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Œ ÏÄÎÕ ŒÅÒÛÉÎÕ ÒÁÚÏÂÒÁÎ.

éÄÅÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÏÉÚŒÏÄÉÔØ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÅ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÅ. äÏ ÓÉÈ ÐÏÒ ÍÙ ÌÉÛØ ÐÅÒÅËÏÍÍÕÔÉÒÏŒÁÌÉ ÂÉÔÙ (ÐÅÒÅËÌÁÄÙŒÁÌÉ ËÏÎŒÅÒÔÙ ÉÚ ŒÈÏÄÑÝÉÈ ÌÉÎÉÊ Œ ŒÙÈÏÄÑÝÉÅ). âÏÌÅÅ ÏÂÝÉÊ ÓÐÏÓÏÂ: Œ ËÁÖÄÏÍ ÕÚÌÅ ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÌÉÎÅÊ- ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ëÁÖÄÙÊ ŒÙÈÏÄÑÝÉÊ ÂÉÔ ÂÕÄÅÔ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ ŒÈÏÄÑÝÉÈ ÂÉÔÏŒ. äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÂÉÔÙ ËÁË ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÏÌÑ F_2 (ÐÏÌÅ ÉÚ ÄŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ: ÎÕÌÑ É ÅÄÉÎÉÃÙ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ 1 + 1 = 0). ôÏÇÄÁ l-ÂÉÔÏŒÙÅ ÓÌÏŒÁ ÂÕÄÕÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ l-ÍÅÒÎÏÇÏ ŒÅËÔÏÒÎÏÇÏ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÁ ÎÁÄ ÜÔÉÍ ÐÏÌÅÍ.

ðÕÓÔØ Œ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ ŒÈÏÄÑÔ ÒčÂÒÁ Ó ÐÒÏÐÕÓËÎÏÊ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔØÀ i_1; : : : ; i_p, Á ŒÙ- ÈÏÄÑÝÉÅ ÒčÂÒÁ ÉÍÅÀÔ ÐÒÏÐÕÓËÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ j_1; : : : ; j_q. (íÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÐÒÏ- ÐÕÓËÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÒčÂÅÒ ËÏÎÅÞÎÙ, ÚÁÍÅÎÉŒ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÓÔØ ÎÁ n, ÞÉÓÌÏ ÂÉÔÏŒ Œ ÐÅÒÅÄÁŒÁ- ÅÍÏÍ ÓÌÏŒÅ.) ôÏÇÄÁ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Œ ÜÔÏÊ ŒÅÒÛÉÎÅ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÒÁÚÍÅÒÁ (j_1 + : : : + j_q) × (i_1 + : : : + i_p); ÕÍÎÏÖÁÑ Åč ÎÁ ÓÔÏÌÂÅÃ ŒÈÏÄÎÙÈ ÂÉÔÏŒ (ÓÏ ŒÓÅÈ ŒÈÏÄÑÝÉÈ ÒčÂÅÒ), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÓÔÏÌÂÅÃ ŒÙÈÏÄÎÙÈ ÂÉÔÏŒ (ÄÌÑ ŒÓÅÈ ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÒčÂÅÒ). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÏ ÒÅÂÒÕ ÐÒÏÐÕÓËÎÏÊ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ k ÐÅÒÅÄÁčÔÓÑ ÒÏŒÎÏ k ÂÉÔÏŒ (ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÜÔÏ ÒÅÂÒÏ ËÁÖÅÔÓÑ ÐÏÌÅÚÎÙÍ).

œ ÐÒÉŒÅÄčÎÎÏÍ ŒÙÛÅ ÐÒÉÍÅÒÅ (ËÏÇÄÁ ÓÌÏŒÏ ÄÅÌÉÌÏÓØ ÎÁ ÄŒÅ ÞÁÓÔÉ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÏÎÉ ÓËÌÁÄÙŒÁÌÉÓØ ÐÏÂÉÔÏŒÏ) ËÁË ÒÁÚ É ŒÙÐÏÌÎÑÌÉÓØ ÔÁËÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ.

ðÕÓÔØ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÔÁËÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ (ÍÁÔÒÉÃÙ) ÚÁÄÁÎÙ. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÙÈÏÄÁ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ŒÈÏÄÁ Œ ÜÔÏÔ ŒÙÈÏÄ | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÌÉÎÅÊÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ n-ÍÅÒÎÙÈ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F_2 . îÁÍ ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ÜÔÉ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÑ ÂÙÌÉ ÏÂÒÁÔÉÍÙ; Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ËÁÖÄÏÅ ŒÙÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ÓÏÄÅÒÖÁÌÏ ÂÙ ÐÏÌÎÕÀ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ŒÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÇÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÑ) ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ŒÈÏÄÎÙÈ ÂÉÔÁÈ, É ÚÁÄÁÞÁ ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÂÙÌÁ ÂÙ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ŒÈÏÄÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ A (ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÒÅÂÒÅ ÇÒÁÆÁ ÎÕÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÐÅÒÅÄÁŒÁÅÍÙÊ ÐÏ ÎÅÍÕ ÎÁÂÏÒ ÂÉÔÏŒ ÄÌÑ ÓÌÏŒÁ A).

œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÓÁÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ: ÅÓÌÉ ÍÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÈÏÄÁ Œ ŒÙÈÏÄÙ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙ, ÔÏ ÐÅÒŒÙÊ (Œ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ) ÎÁÂÏÒ ÔÁËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ ÉÍÅÅÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ŒÅÒÛÉÎÙ ÕÓÌÏŒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ŒÙÈÏÄÑÝÉÈ ÓÌÏŒ ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ŒÈÏÄÑÝÉÈ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ.

ðÒÏÂÌÅÍÁ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ÏÔÏ- ÂÒÁÖÅÎÉÊ ŒÈÏÄ → ŒÙÈÏÄ.

247 òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÒÁÆ ÒÉÓ. 40; ŒÈÏÄÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 2, ÐÒÏÐÕÓËÎÁÑ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÒčÂÅÒ ÒÁŒÎÁ 1. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÎÅÌØÚÑ ÕËÁÚÁÔØ ÔÁËÉÅ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ŒÅÒ- ÛÉÎÁÈ, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ÛÅÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ŒÈÏÄÁ Œ ŒÙÈÏÄ ÂÙÌÉ ÂÙ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ. [õËÁÚÁÎÉÅ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÓÅÇÏ ÔÒÉ ÎÅÎÕÌÅŒÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌÁ ÎÁ F^2 , ÐÏÜÔÏÍÕ Œ ÄŒÕÈ ÐÒÏÍÅÖÕ- ÔÏÞÎÙÈ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ÂÕÄÅÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ.]

òÉÓ. 40. äŒÕÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÐÏÌÅ ÍÁÌÏ. [multi-pic9]

ðÏÄÞÅÒËÎčÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÙÈÏÄÁ ÐÏ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÐÏÄÏÂÒÁÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÏÂÒÁÔÉÍÏ, ËÁË ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÒÁÓÓÕÖÄÅ- ÎÉÑ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ ÏÄÎÏÇÏ ŒÙÈÏÄÁ. (ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ÂÕÄÕÔ ÐÅÒÅÓÔÁÎÏŒ- ËÁÍÉ ÂÉÔÏŒ, ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ.) ðÒÏÂÌÅÍÁ ÉÍÅÎÎÏ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ŒÈÏÄÏŒ.

œÒÅÍÅÎÎÏ ÉÚÍÅÎÉÍ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÕ ÚÁÄÁÞÉ É ŒÍÅÓÔÏ ÂÉÔÏŒ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÏÌÑ F . œÈÏÄÏÍ ÔÏÇÄÁ ÂÕÄÅÔ ŒÅËÔÏÒ ÉÚ F^n, ÞÅÒÅÚ ÒÅÂÒÏ ÐÒÏÐÕÓËÎÏÊ ÓÐÏ- ÓÏÂÎÏÓÔÉ k ÂÕÄÅÔ ÐÒÏÈÏÄÉÔØ ŒÅËÔÏÒ ÉÚ F^k, Á ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ÂÕÄÕÔ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÎÁÄ F , ÔÏ ÅÓÔØ ÂÕÄÕÔ ÚÁÄÁŒÁÔØÓÑ ÍÁÔÒÉÃÁÍÉ Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÉÚ F .

íÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÌÅ F ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ŒÅÌÉËÏ, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÈÏÄÁ ŒÏ ŒÓÅ ŒÙÈÏÄÙ ÂÙÌÉ ÂÙ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÏÂÒÁÔÉÍÙ.

âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÃ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ (ÐÒÉÎÉÍÁ- ÀÝÉÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Œ F ). ôÏÇÄÁ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ ŒÈÏÄÁ Œ ŒÙÈÏÄ ÂÕÄÕÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ ÜÔÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, É ÐÏÔÏÍÕ Åč ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÔÏÖÅ ÂÕÄÅÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏÍ. óÔÅ- ÐÅÎØ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ nE, ÇÄÅ E | ÞÉÓÌÏ ÒčÂÅÒ ÇÒÁÆÁ (ÐÒÉ ÄŒÉÖÅÎÉÉ ÏÔ ŒÈÏÄÁ Ë ŒÙÈÏÄÕ Œ ËÁÖÄÏÍ ÕÚÌÅ ÓÔÅÐÅÎØ ÕŒÅÌÉÞÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÅÄÉÎÉÃÕ, Á ÓÔÅÐÅÎØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÍÁÔÒÉÃÙ n × n Œ n ÒÁÚ ÂÏÌØÛÅ ÓÔÅÐÅÎÉ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ).

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÙÈÏÄÁ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅ ÏÞÅÎØ ÂÏÌØÛÏÊ ÓÔÅÐÅÎÉ (ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ), ÐÒÉÞčÍ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅ ÏÂÒÁÝÁÅÔÓÑ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÏ Œ ÎÕÌØ (ŒÅÄØ ÎÁ ÜÔÏÔ ŒÙÈÏÄ Œ ÏÔÄÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÙ ÐÅÒÅÄÁŒÁÔØ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ ÕÍÅÅÍ). ôÅÐÅÒØ ŒÓÐÏÍÎÉÍ ÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÊ ÆÁËÔ:

ìÅÍÍÁ íÎÏÇÏÞÌÅÎ ÓÔÅÐÅÎÉ d ÏÔ m ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁÄ ÐÏÌÅÍ F ÌÉÂÏ ÒÁŒÅÎ ÎÕÌÀ ÔÏÖÄÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ, ÌÉÂÏ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÎÕÌÅŒÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅ dm=|F | (ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ F^m ÓÞÉÔÁÅÍ ÒÁŒÎÏŒÅÒÏÑÔÎÙÍÉ, |F | | ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÏÌÑ F ).

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÌÅÍÍÙ ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ m; ÚÁÐÉÛÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ËÁË ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔÙ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ ÏÔ m − 1

ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. üÔÏÔ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÏÄÎÏÊ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÕÌÅŒÙÍ ÉÌÉ ÎÅÎÕÌÅŒÙÍ Œ ÚÁ- ŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ; ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎ ÏËÁÖÅÔÓÑ ÎÕÌÅŒÙÍ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ d(m − 1)=|F | ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÎÄÕËÃÉÉ (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÏÄÉÎ ÅÇÏ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ), Á ÅÓÌÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅÎÕÌÅŒÏÊ, ÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÔÉÔØÓÑ Œ ÎÕÌØ, ÐÏÐÁŒ Œ ÅÇÏ ËÏÒÅÎØ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ d=|F |, ÔÁË ÞÔÏ ŒÓÅÇÏ ÐÏÌÕÞÁÅÍ (d + d(m − 1))=|F |. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.

ôÅÐÅÒØ ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ Œ ÎÕÌØ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ŒÙÈÏÄÁ ÍÅÎØÛÅ ÅÄÉÎÉÃÙ, ÄÅÌčÎÎÏÊ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ŒÙÈÏÄÏŒ, ÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÓÅ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔÅÌÉ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ.

ðÏÄÓÞÉÔÁÅÍ: ÓÔÅÐÅÎØ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ nE, ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n^2E (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÒÅÂÒÁ ÅÓÔØ ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÚ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ËÏÔÏÒÁÑ ŒÙÒÁÖÁÅÔ ÓÉÇÎÁÌ ÎÁ ÜÔÏÍ ÒÅÂÒÅ ÞÅÒÅÚ ÓÉÇÎÁÌÙ, ŒÈÏÄÑÝÉÅ Œ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ŒÅÒÛÉÎÕ ÜÔÏÇÏ ÒÅÂÒÁ), ŒÙÈÏÄÎÙÈ ÒčÂÅÒ ÔÏÖÅ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ E, ÔÁË ÞÔÏ ÅÓÌÉ n^3E^3 < |F |, ÔÏ ÎÁÛÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ Œ ŒÅÒÛÉÎÁÈ, ÄÅÌÁÀÝÉÅ ÓÒÁÚÕ ŒÓÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ŒÈÏÄÁ Œ ŒÙÈÏÄÙ ÏÂÒÁÔÉÍÙÍÉ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ. (é ÔÁËÏÅ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÅÓÔØ ÐÒÏÓÔÙÅ.)

[œÅÒÎÁ ÌÉ ÏÃÅÎËÁ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ?! | œ á Œ ÞčÍ ÐÒÏÂÌÅÍÁ? | û] ëÁË ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ Œ ÓÉÔÕÁÃÉÉ, ËÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÌÏŒÏ ÉÚ n ÂÉÔÏŒ, Á ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÐÏÌÑ? ëÁË ÜÔÏ ÐÒÉÎÑÔÏ Œ ÔÅÏÒÉÉ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ, ÂÕÄÅÍ ÒÁÚÂÉŒÁÔØ ÓÌÏŒÏ ÎÁ ÂÌÏËÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÄÌÉÎÙ k (Œ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅ n=k) É ÓÞÉÔÁÔØ ËÁÖÄÙÊ ÂÌÏË ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ÐÏÌÑ ÉÚ 2^k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÔÁËÏÅ ÐÏÌÅ, ËÁË ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÉÚ ÁÌÇÅÂÒÙ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ).

åÓÌÉ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ n, Á ÔÁËÖÅ ŒÓÅ ÐÒÏÐÕÓËÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÄÅÌÑÔÓÑ ÎÁ k, É ÐÒÉ ÜÔÏÍ 2^k > (n=k)^3E^3, ÔÏ ŒÓč ÈÏÒÏÛÏ.

ëÁË ÂÙÔØ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ? äÌÑ ÎÁÞÁÌÁ ÎÕÖÎÏ ŒÙÂÒÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ k, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ 2^k > n^3E^3 (ÍÙ ÂÅÒčÍ k Ó ÚÁÐÁÓÏÍ, ÐÒÅÎÅÂÒÅÇÁÑ ÄÅÌÅÎÉÅÍ ÎÁ k Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ). ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ k = O(log n). úÁÔÅÍ ÎÁÄÏ ÏËÒÕÇÌÉÔØ n É ÐÒÏÐÕÓËÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÄÏ ÃÅÌÙÈ ËÒÁÔÎÙÈ ÞÉÓÌÁ k; ÐÒÉ ÜÔÏÍ n ÎÁÄÏ ÏËÒÕÇÌÑÔØ Ó ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅÍ, Á ÐÒÏÐÕÓËÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ | Ó ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÅÍ, ÞÔÏÂÙ ÎÅ ÎÁÒÕÛÉÔØ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÐÒÏÐÕÓËÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÚÏŒ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÐÏÒÑÄËÁ O(log n), É ÏÓÔÁčÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÄÏËÁÚÁÎÎÙÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅÍ. ▷

248 éÓÐÏÌØÚÕÑ ÏÐÉÓÁÎÎÙÊ ÍÅÔÏÄ, ÏÐÉÛÉÔÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ŒÅÌÉÞÉÎÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÐÏÔÏËÁ Œ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÇÒÁÆÅ ÂÅÚ ÃÉËÌÏŒ Ó ÃÅÌÙÍÉ ÐÒÏÐÕÓËÎÙÍÉ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÑÍÉ.

ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÐÒÉÍÅÒÁÍ, ÇÄÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÐÏÔÏË ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÒÅÚ ÏËÁ- ÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍÉ, ÎÏ ÎÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ.

12.10. œÙÄÅÌÅÎÉÅ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ

[multi-cominf] ïÄÉÎ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ (ÇÄÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÐÏÔÏË ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÎÅÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÙ) ÍÙ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÕÖÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ. üÔÏ ÚÁÄÁÞÁ Ï ŒÙÄÅÌÅÎÉÉ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÁÑ Œ ÇÌÁŒÅ 11. œ ÒÁÚÄÅÌÅ 11.2 ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ ÓÌÏŒ x; y; z É ÞÉÓÅÌ ¸, ˛ É ‚ ÍÙ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÌÉÓØ, ÎÁÊÄčÔÓÑ ÌÉ ÓÌÏŒÏ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

KS (z) < ¸; KS (x|z) < ˛; KS (y|z) < ‚:

ìÅÇËÏ ÐÏÎÑÔØ, ÞÔÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ËÁË ÚÁÄÁÞÕ ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Œ ÇÒÁÆÅ ÒÉÓ. 41. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÕÄÁčÔÓÑ

òÉÓ. 41. úÁÄÁÞÁ ŒÙÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ. [multi-pic10]

ÎÁÊÔÉ ÓÌÏŒÏ z, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ, ÔÏ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÄÁŒÁÔØ ÐÏ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÒÅÂÒÕ, Á ÐÏ ËÒÁÊÎÉÍ ÒčÂÒÁÍ ÐÅÒÅÄÁÔØ ÕÓÌÏŒÎÙÅ ÏÐÉÓÁÎÉÑ x É y ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ z. (é ÜÔÏ ÓÌÏŒÏ, É ÕÓÌÏŒÎÙÅ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ x; y; z, ÔÁË ÞÔÏ Œ ŒÅÒÈÎÅÊ ŒÅÒÛÉÎÅ ÎÏŒÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÎÅ ŒÏÚÎÉËÁÅÔ.) îÁÐÒÏÔÉŒ, ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÞÁ Ï ÐÅÒÅ- ÄÁÞÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍÉ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ, ÔÏ ÓÌÏŒÏ z, ÐÅÒÅÄÁŒÁÅÍÏÅ ÐÏ ÓÒÅÄÎÅÍÕ ÒÅÂÒÕ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ).

œÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÐÒÏÐÕÓËÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÒÁÚÒÅÚÏŒ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ

KS (x) ⩽ ¸ + ˛; KS (y) ⩽ ¸ + ‚; KS (x; y) ⩽ ¸ + ˛ + ‚;

É ŒÓÑ ÇÌÁŒÁ 11 ÂÙÌÁ ÐÏÓŒÑÝÅÎÁ ÐÒÉÍÅÒÁÍ ÓÉÔÕÁÃÉÊ, ËÏÇÄÁ ÜÔÉ ÕÓÌÏŒÉÑ ÏËÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÎÅÄÏ- ÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ ÄÌÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÓÌÏŒÁ z (ĂÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉĄ).

12.11. õÐÒÏÝÅÎÉÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ

œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÐÒÉŒÅÄčÎ ÐÒÉÍÅÒ ÚÁÄÁÞÉ ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÎÁ ÇÒÁÆÅ, Œ ËÏ- ÔÏÒÏÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÐÏÔÏËÉ ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ ÄÌÑ Åč ÒÁÚÒÅÛÉÍÏÓÔÉ. ðÒÅÄÓÔÁŒÌÑÀÔ ÉÎÔÅÒÅÓ ÄÒÕÇÉÅ ÐÒÉÍÅÒÙ ÔÁËÏÇÏ ÒÏÄÁ, ÐÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÐÏÐÒÏÝÅ. ïËÁÚÙŒÁÅÔ- ÓÑ, ÞÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 202 ÌÅÖÉÔ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÂÌÉÚËÏ Ë ÇÒÁÎÉÃÅ: ÅÓÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀ ÐÏÓÔÁÎÏŒËÕ ÚÁÄÁÞÉ, ÔÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÐÅÒÅÓÔÁÎÅÔ ÂÙÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ ÒÉÓ. 42 (Åč ÐÒÅÄÌÏÖÉÌ í. œØÀÇÉÎ). òÁÚÎÉÃÁ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ íÕÞÎÉËÁ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ŒÎÉÚÕ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÉÔØ ÏÄÎÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ŒÈÏÄÎÙÈ ÓÌÏŒ (P É A), Á ÐÏÌÕ- ÞÉÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÔÒÅÔØÅ ÓÌÏŒÏ B). ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ É Œ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÐÏÔÏË ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ KS (B|A) ⩽ k É KS (B|A; P ) = 0 (ËÁË ŒÓÅÇÄÁ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÅ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ) ÎÅ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ.

(ôÒÉ ÒÁÚÎÙÈ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÉÚ ÓÔÁÔØÉ?)

òÉÓ. 42. úÁÄÁÞÁ ÕÐÒÏÝÅÎÉÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ. [multi-pic11]

12.12. íÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÁÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ

äÒÕÇÁÑ ÚÁÄÁÞÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÔÁËÖÅ ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ Ó ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ, ÐÏËÁÚÁÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 43. úÄÅÓØ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÎÕÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÄÎÏ ÉÚ ŒÈÏÄÎÙÈ ÓÌÏŒ, ÎÏ ÔÅÐÅÒØ

òÉÓ. 43. äŒÁ ËÁÎÁÌÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÐÒÏÐÕÓËÎÏÊ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ. [multi-pic12]

ÕÖÅ ÐÒÏÐÕÓËÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔÉ ÏÂÏÉÈ ËÁÎÁÌÏŒ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÚ- ÒÅÛÁÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ Ï ÓÌÏŒÅ B ÐÒÉ ÆÏÒÍÉÒÏŒÁÎÉÉ ÓÏÏÂÝÅÎÉÑ ÐÏ ÌÅŒÏÍÕ ËÁÎÁÌÕ.

îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ, ÓŒÑÚÁÎÎÙÅ Ó ÐÏÔÏËÁÍÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÞÅÒÅÚ ÒÁÚÒÅÚÙ, ÔÁËÏŒÙ: KS (A) ⩽ p + q É KS (A|B) ⩽ p. (ëÁË ŒÓÅÇÄÁ, ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ÏÇÏŒÏÒËÉ Ï ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÐÒÁŒËÁÈ.)

249 îÁÒÉÓÕÊÔÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÒÁÚÒÅÚÙ.

äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÁÒ ÓÌÏŒ ÜÔÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ. 250 [multi-max-profile] ðÒÏŒÅÒØÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ Õ ÓÌÏŒ A É B ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ŒÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÌÏŒÁ A É B ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÅÒÅËÒÙŒÁÀÝÉÍÉ ËÕÓËÁÍÉ ÓÌÕÞÁÊ- ÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ), ÔÏ ÜÔÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ. [õËÁÚÁÎÉÅ. õÓÌÏŒÉÅ KS (A|B) ⩽ p ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÅÒÅÄÁÔØ ÐÏ ÌÅŒÏÍÕ ËÁÎÁÌÕ ÞÁÓÔØ ÓÌÏŒÁ A, ÎÅ ÐÏÐÁŒÛÕÀ Œ B, É ÅÝč ÓËÏÌØËÏ-ÔÏ, Á ÏÓÔÁÔÏË ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÄÁÔØ ÐÏ ÐÒÁŒÏÍÕ ËÁÎÁÌÕ (ÕÓÌÏŒÉÅ KS (A) ⩽ p+q ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÍÅÓÔÁ Œ ËÁÎÁÌÅ ÈŒÁÔÉÔ).]

ïÄÎÁËÏ Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ ÍÏÇÕÔ ÎÅ ÂÙÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍÉ. äÌÑ ÎÁ- ÇÌÑÄÎÏÓÔÉ ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÕÓÌÏŒÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒ A É B: ÐÕÓÔØ ÏÂÁ ÓÌÏŒÁ A É B ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 2n, Á ÐÁÒÁ ⟨A; B⟩ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ 3n (É ÐÏÔÏÍÕ ÕÓÌÏŒÎÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÙ n). îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ p + q ⩾ 2n É p ⩾ n ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÐÏËÁÚÁÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 44 ôÅÐÅÒØ ÐÏÐÙÔÁÅÍÓÑ ÐÏÎÑÔØ, ÐÒÉ ËÁËÉÈ p É q ÚÁÄÁÞÁ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ (ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÁÒÙ ÓÌÏŒ A É B ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ). íÏÖÎÏ ÐÅÒÅÄÁŒÁÔØ ÓÌÏŒÏ A ÃÅÌÉËÏÍ ÐÏ ÌÅŒÏÍÕ òÉÓ. 44. îÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ.

[multi-pic13]

ËÁÎÁÌÕ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÐÒÉ p = 2n, q = 0 (Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ Â«ÏÌØÛÉÈ p É q). íÏÖÎÏ ÐÅÒÅÄÁŒÁÔØ ÓÌÏŒÏ B ÃÅÌÉËÏÍ ÐÏ ÐÒÁŒÏÍÕ ËÁÎÁÌÕ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÐÒÉ p = n, q = 2n (Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ŒÓÅÈ Â«ÏÌØÛÉÈ p É q). üÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÄŒÕÍ ËŒÁÄÒÁÎÔÁÍ Ó ŒÅÒÛÉÎÁÍÉ Œ (2n; 0) É (n; 2n). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ ÏÔ B ÏÔÒÅÚÁÔØ (ÓËÁÖÅÍ, ÐÏÓÌÅÄÎÉÅ) k ÂÉÔÏŒ, ÔÏ ÕÓÌÏŒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (A|B) ÕŒÅÌÉÞÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ k, ÐÏÜÔÏÍÕ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ ÐÒÉ q = 2n−k, p = n+k. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ŒÓÑ ÔčÍÎÏ-ÓÅÒÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ 45 ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÐÁÒÁÍ ⟨p; q⟩, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ.

òÉÓ. 45. äÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏŒÉÑ. [multi-pic14]

ëÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ Ó ŒÙÄÅÌÅÎÉÅÍ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ (ÇÌÁŒÁ 11), ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ĂÐÒÏ- ÆÉÌØĄ ÐÁÒÙ ÓÌÏŒ A; B (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ⟨p; q⟩, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞÁ ÒÁÚÒÅÛÉÍÁ) ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÕÀ ÉÍÅÎÎÏ ÐÁÒÕ ÓÌÏŒ (Ó ÄÁÎÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ É ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ) ÍÙ ŒÏÚØÍčÍ. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ ÚÁÄÁÞÅ 250, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÐÁÒ ÓÌÏŒ ÜÔÏÔ ÐÒÏÆÉÌØ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÁËÓÉ- ÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÔ, ÞÔÏ ÂÙŒÁÅÔ É ÎÁÏÂÏÒÏÔ | ÅÓÔØ ÐÁÒÁ ÓÌÏŒ, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÆÉÌØ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍ, ÔÏ ÅÓÔØ Ó ÔčÍÎÏ-ÓÅÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔØÀ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ G.

îÕÖÎÏ ÔÏÌØËÏ ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ÜÔÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ. èÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ B^′, ÐÒÏÓÔÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B, ÐÁÒÁ ⟨KS (A|B^′); KS (B^′)⟩ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ O(log n)-ÏËÒÅÓÔ- ÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ G, ÐÒÉÞčÍ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ Œ O(log n) ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÎÉ ÏÔ n, ÎÉ ÏÔ B^′. ïÄÎÁËÏ ŒÙÒÁÖÅÎÉÅ ĂÐÒÏÓÔÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ BĄ ÔÒÅÂÕÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅÎÎÏÇÏ ÕÔÏÞÎÅÎÉÑ: ÍÙ ÄÏÌÖÎÙ

ÕËÁÚÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÇÒÁÎÉÃÕ r É ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÓÌÏŒÁ B^′, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (B^′|B) < r. åÓÔÅ- ÓÔŒÅÎÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ÞÅÍ ÂÏÌØÛÅ r, ÔÅÍ ÄÁÌØÛÅ ÍÏÖÅÔ ÏÔÈÏÄÉÔØ ÐÁÒÁ ⟨KS (A|B^′); KS (B^′)⟩ ÏÔ G. ëÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÓŒÑÚØ ÔÕÔ ÌÉÎÅÊÎÁÑ.

Theorem 210. [multi-statistic-1] äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n ÍÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÔÁËÉÅ ÓÌÏŒÁ A É B ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 2n + O(log n), ÞÔÏ KS (A; B) = 3n + O(log n), É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ B^′ ÐÁÒÁ ⟨KS (A|B^′); KS (B^′)⟩ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ O(log n) + O(KS (B^′|B))-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ G.

◁ õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ËÁË ÞÁÓÔÏ ÂÙŒÁÅÔ (ÓÍ. ŒÙÛÅ Œ ÜÔÏÊ ÇÌÁŒÅ), ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÉÇÒÅ. íÙ ÏÐÉÛÅÍ ÜÔÕ ÉÇÒÕ, ÕËÁÖÅÍ ŒÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ É ŒÙŒÅÄÅÍ ÏÔÓÀÄÁ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ n; ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ n ÂÕÄÅÔ ÓŒÏÑ ÉÇÒÁ. œ ÜÔÏÊ ÉÇÒÅ ÍÙ ÉÍÅ- ÅÍ ÐÒÁŒÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ B ÄÌÉÎÙ 2n ÕËÁÚÁÔØ ÄÏ 2^n ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ 2n, ÕÓÌÏŒÎÏ ÉÍÅÎÕÑ ÉÈ Ăn-ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ BĄ.

ðÒÏÔÉŒÎÉË ÄÌÑ ËÁÖÄÙÈ p, q É r (ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÈ ÔÒÏÅË ÎÁÔÕÒÁÌØ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ; ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÙ ÏÐÉÛÅÍ ÐÏÚÄÎÅÅ) ÉÍÅÅÔ ÐÒÁŒÏ:

• ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏŒÁ B ÄÌÉÎÙ 2n ÕËÁÚÁÔØ ÄÏ 2^r ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ q, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÓÌÏŒÎÏ ÉÍÅ- ÎÕÀÔÓÑ Ăr-ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ BĄ;

•ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏŒÁ B^′ ÄÌÉÎÙ q ÕËÁÚÁÔØ ÄÏ 2^p ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ 2n, ËÏÔÏÒÙÅ ÕÓÌÏŒÎÏ ÉÍÅ- ÎÕÀÔÓÑ Ăp-ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B^′Ą.

äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÉ ⟨p; q; r⟩ (ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÈ ÔÒÏÅË) ÜÔÏ ÐÒÏÉÓÈÏÄÉÔ ÎÅÚÁŒÉ- ÓÉÍÏ. íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ÉÇÒÁÅÍ ÐÒÏÔÉŒ ËÏÍÁÎÄÙ ÐÒÏÔÉŒÎÉËÁ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÉ ⟨p; q; r⟩ ÅÓÔØ ÓŒÏÊ ÉÇÒÏË, ÄÅÌÁÀÝÉÊ ÓŒÏÉ ÏÂSSÑŒÌÅÎÉÑ É ÐÏÄÞÉÎÑÀÝÉÊÓÑ ÓŒÏÉÍ ÏÇÒÁ- ÎÉÞÅÎÉÑÍ, ÎÏ ÃÅÌØ ÉÇÒÙ Õ ÎÉÈ ÏÂÝÁÑ.

ëÒÏÍÅ ÜÔÏÇÏ, Œ ËÏÍÁÎÄÅ ÐÒÏÔÉŒÎÉËÁ ÅÓÔØ ÅÝč ÄŒÁ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÉÇÒÏËÁ. ïÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÉÍÅÅÔ ÐÒÁŒÏ ÂÒÁËÏŒÁÔØ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÏÊ 2n (ÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{2n−1} ÛÔÕË, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ), ÎÁÚÙŒÁÑ ÉÈ ĂÐÌÏÈÉÍÉĄ. œÔÏÒÏÊ ÉÍÅÅÔ ÐÒÁŒÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏŒÁ B ÄÌÉÎÙ 2n ÚÁÂÒÁËÏŒÁÔØ ÄÏ 2^{n−2} ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ 2n (ÓŒÏÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ B), ÏÂSSÑŒÌÑÑ ÉÈ ĂÐÌÏÈÉÍÉ ÄÌÑ ÄÁÎ- ÎÏÇÏ BĄ. (òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÙÊ ÄÁÌÅÅ ÐÒÏÔÉŒÎÉË ÂÕÄÅÔ ÂÒÁËÏŒÁÔØ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÏÊ 2n, ÉÍÅÀÝÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎÅÅ 2n − 1, Á ÔÁËÖÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÌÏŒÁ B ÂÒÁËÏŒÁÔØ ÓÌÏŒÁ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (A|B) < n − 2, ÎÏ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÉÇÒÙ ÜÔÏ ÎÅ ŒÈÏÄÉÔ.) íÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÇÒÁÎÉÃÕ n − 2 (Á ÎÅ, ÓËÁÖÅÍ, n − 1), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÍ ÐÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÚÁÐÁÓ, ÓÍ. ÎÉÖÅ.

èÏÄÙ ÄÅÌÁÀÔÓÑ ÉÇÒÏËÁÍÉ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ: Œ ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ÉÇÒÏËÏŒ ÍÏÖÅÔ ÏÂSS- ÑŒÉÔØ ÎÏŒÏÅ ÓÌÏŒÏ ÐÒÏÓÔÙÍ ÉÌÉ ÐÌÏÈÉÍ (ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÑ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅÎÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ). ðÏ- ÓËÏÌØËÕ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÈÏÄÏŒ ËÏÎÅÞÎÏ, ÉÇÒÁ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ËÏÎÞÉÔÓÑ, ÈÏÔÑ ŒÎÅÛÎÉÊ ÎÁÂÌÀÄÁÔÅÌØ (ÎÅ ÚÎÁÀÝÉÊ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÈ ÉÇÒÏËÁÍÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ) ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ ÓËÁÚÁÔØ, ÔÁË ÌÉ ÜÔÏ | ÉÇÒÏËÉ ÎÅ ÏÂSSÑŒÌÑÀÔ Ï ËÏÎÃÅ ÉÇÒÙ.

ïÓÔÁčÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ËÔÏ ŒÙÉÇÒÙŒÁÅÔ Œ ÐÒÅÄÅÌØÎÏÊ ÐÏÚÉÃÉÉ. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ŒÙ- ÉÇÒÁÌ ÐÒÏÔÉŒÎÉË, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÓÌÏŒ ⟨A; B⟩ ÄÌÉÎÙ 2n (ËÁÖÄÏÅ), , Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÏŒÏ A ÏÂSSÑŒÌÅÎÏ n-ÐÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏŒÁ B, ÐÒÉÞčÍ A É B ÎÅ ÚÁÂÒÁËÏŒÁÎÙ (ÎÅ ÏÂSSÑŒÌÅÎÙ ÐÌÏÈÉÍÉ) É A ÎÅ ÚÁÂÒÁËÏŒÁÎÏ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ B (ÎÅ ÏÂSSÑŒÌÅÎÏ ÐÌÏÈÉÍ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ B), ÎÁÊÄčÔÓÑ ÄÏÐÕÓÔÉÍÁÑ ÔÒÏÊËÁ ⟨p; q; r⟩ É ÓÌÏŒÏ B^′ ÄÌÉÎÙ q, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ • B^′ ÏÂSSÑŒÌÅÎÏ r-ÐÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B; • A ÏÂSSÑŒÌÅÎÏ p-ÐÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B^′.

íÙ ÕËÁÖÅÍ ÐÒÏÓÔÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÕÀ ŒÙÉÇÒÙŒÁÔØ Œ ÜÔÏÊ ÉÇÒÅ (ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÈ ÔÒÏÅË ⟨p; q; r⟩), Á ÚÁÔÅÍ ŒÙŒÅÄÅÍ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.

œÙÉÇÒÙŒÁÀÝÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÈÏÄ ÐÒÏÔÉŒÎÉËÁ (ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ÕÞÁÓÔÎÉËÏŒ ÐÒÏÔÉŒÏÓÔÏÑÝÅÊ ËÏÍÁÎÄÙ), ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ Œ ÏÂSSÑŒÌÅÎÉÉ ÎÏŒÏÇÏ ĂÐÒÏÓÔÏÇÏĄ ÉÌÉ ĂÐÌÏÈÏÇÏĄ ÓÌÏŒÁ, ÍÙ ÏÔŒÅÞÁÅÍ ÏÄÎÉÍ ÓŒÏÉÍ ÈÏÄÏÍ. üÔÏÔ ÈÏÄ ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÉ (ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ B ÄÌÉÎÙ 2n) ÏÄÎÏÇÏ n-ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ A ÄÌÉÎÙ 2n, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏÍÅÛÁÌÏ ÂÙ ÐÒÏÔÉŒÎÉËÕ ŒÙÉÇÒÁÔØ (ÅÓÌÉ ÏÎ ÎÅ ÓÄÅÌÁÅÔ ÎÏŒÏÇÏ ÈÏÄÁ).

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÙÐÏÌÎÑÌÉÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÉÑ: • ŒÙÂÒÁÎÎÙÅ ÓÌÏŒÁ A É B (ÅÝč) ÎÅ ÚÁÂÒÁËÏŒÁÎÙ (ÎÅ ÏÂSSÑŒÌÅÎÙ ÐÌÏÈÉÍÉ); • ÓÌÏŒÏ A (ÅÝč) ÎÅ ÏÂSSÑŒÌÅÎÏ ÐÌÏÈÉÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B;

• ÎÉ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÊ ÔÒÏÊËÉ ⟨p; q; r⟩ ÎÅ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÓÌÏŒÁ B^′ ÄÌÉÎÙ q, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÂSSÑŒÌÅÎÏ ⟨p; q; r⟩-ÉÇÒÏËÏÍ ËÏÍÁÎÄÙ ÐÒÏÔÉŒÎÉËÁ r-ÐÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B, É ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ A ÏÂSSÑŒÌÅÎÏ ÜÔÉÍ ÖÅ ÉÇÒÏËÏÍ p-ÐÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B^′.

ðÏÞÅÍÕ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ? îÁ ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ÉÇÒÙ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2^{2n−1} ÎÅÚÁÂÒÁËÏŒÁÎÎÙÈ ÓÌÏŒ. œÚÑŒ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ B ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ ÐÒÁŒÏ ÏÂSSÑŒÉÔØ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ n-ÐÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B, ÅÓÌÉ ÔÏÌØËÏ ÕÖÅ ÎÅ ÏÂSSÑŒÉÌÉ 2^n ÓÌÏŒ ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B. îÏ ÅÓÌÉ ÔÁËÏÅ ÓÌÕÞÉÌÏÓØ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÎÅÚÁÂÒÁËÏŒÁÎÎÙÈ B, ÜÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÕÖÅ ÓÄÅÌÁÌÉ 2^{2n−1} · 2^n = 2^{3n−1} ÈÏÄÏŒ, ÏÔŒÅÞÁÑ ÏÄÎÉÍ ÓŒÏÉÍ ÈÏÄÏÍ ÎÁ ËÁÖÄÙÊ ÈÏÄ ÐÒÏÔÉŒÎÉËÁ, Á ÐÒÏÔÉŒÎÉË ÔÁË ÍÎÏÇÏ ÈÏÄÏŒ ÓÄÅÌÁÔØ ÎÅ ÓÍÏÖÅÔ (ÓÍ. ÄÁÌÅÅ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÌÏŒÏ B ÍÙ ŒÙÂÒÁÔØ ÓÍÏÖÅÍ.

œÙÂÒÁŒ B, ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ ŒÙÂÉÒÁÔØ A. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÄÏÐÕÓÔÉÍÕÀ ÔÒÏÊËÕ ⟨p; q; r⟩ É ÐÏÄÓÞÉ- ÔÁÅÍ, ÓËÏÌØËÏ ÓÌÏŒ ÎÅ ÇÏÄÑÔÓÑ ÉÚ-ÚÁ ÎÅč. éÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^r ÓÌÏŒ B^′ ÄÌÉÎÙ q, ÏÂSSÑŒÌÅÎÎÙÈ r-ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ B^′ ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^p ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ 2n, ÏÂSSÑŒÌÅÎÎÙÈ p-ÐÒÏÓÔÙÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÜÔÏÇÏ B^′. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÎÅ ÇÏÄÑÔÓÑ 2^{p+r} ÓÌÏŒ (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÉ ⟨p; q; r⟩ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÈ ÔÒÏÅË M), ŒÓÅÇÏ 2^{p+r} · |M|. åÝč ÎÁÍ ÎÅ ÐÏÄÈÏÄÑÔ ÓÌÏŒÁ, ÏÂSSÑŒÌÅÎÎÙÅ ÐÌÏÈÉÍÉ (ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{2n−1} ÛÔÕË), Á ÔÁËÖÅ ÓÌÏŒÁ, ÏÂSSÑŒÌÅÎÎÙÅ ÐÌÏÈÉÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÂÒÁÎÎÏÇÏ B (ÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{n−1}). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÓËÏÍÙÊ ÈÏÄ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ŒÏÚÍÏÖÅÎ, ÅÓÌÉ 2^{p+r} · |M| + 2^{2n−1} + 2^{n−1} < 2^{2n} (∗) ôÅÐÅÒØ ÎÁÄÏ ÐÏÄÓÞÉÔÁÔØ, ÓËÏÌØËÏ ÈÏÄÏŒ (Œ ÔÅÞÅÎÉÅ ÏÄÎÏÊ ÐÁÒÔÉÉ) ÍÏÖÅÔ ÓÄÅÌÁÔØ ÐÒÏ- ÔÉŒÎÉË. ëÁÖÄÙÊ ÉÚ |M| ÉÇÒÏËÏŒ, ÏÔŒÅÞÁÀÝÉÈ ÚÁ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÅ ÔÒÏÊËÉ ⟨p; q; r⟩, ÄÅÌÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{2n+r} ÈÏÄÏŒ, ÏÂSSÑŒÌÑÑ ÓÌÏŒÁ r-ÐÒÏÓÔÙÍÉ, Á ÔÁËÖÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{q+p} ÈÏÄÏŒ, ÏÂSSÑŒÌÑÑ ÓÌÏŒÁ p-ÐÒÏÓÔÙÍÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏŒ ÜÔÉÈ ÉÇÒÏËÏŒ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ |M| · ( 2^{max(2n+r)} + 2^{max(q+p)} ) (ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍÙ Œ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÅ ÂÅÒÕÔÓÑ ÐÏ ŒÓÅÍ ÔÒÏÊËÁÍ ÉÚ M). óÀÄÁ ÅÝč ÎÁÄÏ ÄÏÂÁŒÉÔØ 2^{2n−1} ÈÏÄÏŒ ÐÒÉ ÏÂSSÑŒÌÅÎÉÉ ÓÌÏŒ ÐÌÏÈÉÍÉ É 2^{2n} · 2^{n−2} = 2^{3n−2} ÈÏÄÏŒ ÐÒÉ ÏÂSSÑŒÌÅÎÉÉ ÓÌÏŒ ÐÌÏÈÉÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÒÕÇÉÈ ÓÌÏŒ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÅÝÁÎÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÈÏÄÏŒ ÐÒÏÔÉŒÎÉËÁ (ÍÅÎØÛÅ 2^{3n−1}) ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ, ÅÓÌÉ |M| · ( 2^{max(2n+r)} + 2^{max(q+p)} ) + 2^{2n−1} + 2^{3n−2} < 2^{3n−1} (∗∗)

õÞÉÔÙŒÁÑ, ÞÔÏ 2^k + 2^l ÂÌÉÚËÏ Ë 2^{max{k;l}}, ÌÅÇËÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÑ (∗) É (∗∗) ÂÕÄÕÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ, ÅÓÌÉ ŒÓÅ ÔÒÏÊËÉ ⟨p; q; r⟩ ∈ M ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ

p + r < 2n − 3 log n − O(1); 2n + r < 3n − 3 log n − O(1); p + q < 3n − 3 log n − O(1):

(ÐÏÓËÏÌØËÕ ÔÁËÉÈ ÔÒÏÅË ÎÅ ÂÏÌÅÅ O(n^3), É ÍÙ ËÁË ÒÁÚ ŒÙÞÌÉ 3 log n + O(1) ËÁË ŒÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ log |M|). íÙ ÎÅ ÕËÁÚÙŒÁÅÍ ÑŒÎÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ Œ O(1) ÎÏ, ÓËÁÖÅÍ, ÚÁŒÅÄÏÍÏ ÇÏ- ÄÉÔÓÑ 10. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ŒËÌÀÞÉÔØ Œ M ŒÓÅ ÔÒÏÊËÉ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ, É Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Œ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÉÇÒÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ.

üÔÕ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÐÒÏÔÉŒ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÐÒÏÔÉŒÎÉËÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÇÎÏÒÉÒÕÅÔ ÄÅÌÁÅÍÙÅ ÎÁÍÉ ÈÏÄÙ. ïÎÁ ÏÂSSÑŒÌÑÅÔ ÐÌÏÈÉÍÉ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ 2n, ÉÍÅÀÝÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎÅÅ 2n − 1, ÏÂSSÑŒÌÑÅÔ ÐÌÏÈÉÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏŒÁ B ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎÅÅ n − 2, Á ÔÁËÖÅ ÏÂSSÑŒÌÑÅÔ u-ÐÒÏÓÔÙÍÉ [ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÏÓÔÙÍÉ] ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ, ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔØ [ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ] ËÏÔÏÒÙÈ ÍÅÎØÛÅ u. (ôÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÜÔÉÍ ÐÒÁŒÉÌÏÍ ÒÕËÏŒÏÄÓÔŒÕÅÔÓÑ ËÁÖÄÙÊ ⟨p; q; r⟩-ÉÇÒÏË ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÉ ⟨p; q; r⟩ ∈ M.)

úÁÐÕÓÔÉÍ ÄŒÅ ÏÐÉÓÁÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÉÇÒÁÔØ ÄÒÕÇ ÐÒÏÔÉŒ ÄÒÕÇÁ. üÔÏ ÂÕÄÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔ- ÍÉÞÅÓËÉÊ ÐÒÏÃÅÓÓ, ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ ÞÉÓÌÏ n. íÏÍÅÎÔ ÅÇÏ ÏËÏÎÞÁÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÎÁÊÔÉ ÎÅÌØÚÑ, ÎÏ ÏÎ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, É Œ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÐÁÒÁ ÓÌÏŒ ⟨A; B⟩, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÂÅÓÐÅÞÉŒÁÅÔ ÎÁÛ ŒÙÉÇÒÙÛ. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÉÈ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏ- ÒÅÍÙ.

äÌÉÎÁ ÓÌÏŒ A É B ÒÁŒÎÁ 2n; ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÁ 2n+O(1) (ÏÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ÏÎÉ ÂÙÌÉ ÂÙ ÏÂSSÑŒÌÅÎÙ ÐÌÏÈÉÍÉ). ðÏÓËÏÌØËÕ Œ ÎÁÛÅÍ ÐÒÏÃÅÓÓÅ ÍÙ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ B ÕËÁÚÙŒÁÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^n ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ A, ÔÏ KS (A|B) ⩽ n + O(log n); ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (A|B) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ n − O(1), ÉÎÁÞÅ ÓÌÏŒÏ A ÂÙÌÏ ÂÙ ÏÂSSÑŒÌÅÎÏ ÐÌÏÈÉÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÓÌÏŒÏ B^′, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (B^′|B) < r É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ B^′ ÒÁŒ- ÎÁ q. ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÙ ÄÏÐÕÓËÁÅÍ O(log n)-ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÓÌÏŒÏ B^′ ÅÇÏ ËÒÁÔÞÁÊÛÉÍ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ É ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÓÌÏŒÁ B^′ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ q. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ r ÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ n, ÓËÁÖÅÍ, r < n=2 (ÉÎÁÞÅ ÓÌÁ- ÇÁÅÍÏÅ O(r) Œ ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÅÌÁÅÔ ÅÇÏ ÔÒÉŒÉÁÌØÎÙÍ). ôÏÇÄÁ ŒÔÏÒÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÉÚ ÔÒčÈ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ. úÎÁÞÉÔ, ÎÁÒÕÛÁÅÔÓÑ ÌÉÂÏ ÐÅÒŒÏÅ, ÌÉÂÏ ÔÒÅÔØÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÔÉŒÎÉË ÐÒÏÉÇÒÙŒÁÅÔ), ÐÏÜÔÏÍÕ ÔÏÞËÁ ⟨p; q⟩ ÐÏÓÌÅ ÓÄŒÉÇÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ r ÐÏÐÁÄÁÅÔ ŒÐÒÁŒÏ ÏÔ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÐÒÑÍÙÈ ÒÉÓ. 46. ïÓÔÁčÔÓÑ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ Ï ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÍ ÕÓÌÏŒÉÉ

òÉÓ. 46. îÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÎÁ p É q. [multi-pic15]

ÒÉÓ. 44, É ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÒÉÓ. 45.

ôÅÏÒÅÍÁ 210 ÄÏËÁÚÁÎÁ. ▷ ðÒÉŒÅÄčÍ ÄÒÕÇÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏÇÏ ÖÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ, ÉÓÐÏÌØÚÕÀÝÅÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÊ ÍÅÔÏÄ. ïÎÏ ŒÏ ÍÎÏÇÏÍ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÉÇÒÏŒÏÍÕ, ÎÏ ÅÓÔØ ŒÁÖÎÙÅ ÒÁÚÌÉÞÉÑ.

œÏ-ÐÅÒŒÙÈ, ŒÍÅÓÔÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÒÅÁÇÉÒÏŒÁÔØ ÎÁ ÈÏÄÙ ÐÒÏÔÉŒÎÉËÁ, ÍÙ ÓÄÅÌÁÅÍ ŒÓÅ ÈÏÄÙ ÓÒÁÚÕ ÖÅ É ÂÕÄÅÍ ÎÁÄÅÑÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÄÅÊÓÔŒÉÑÈ ÐÒÏÔÉŒÎÉËÁ ÍÙ ŒÙÉÇÒÁÅÍ.

œÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ÍÙ ÔÅÐÅÒØ ÎÅ ÕËÁÚÙŒÁÅÍ ŒÙÉÇÒÙÛÎÙÅ ÈÏÄÙ ÑŒÎÏ, Á ÄÏËÁÚÙŒÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÌÕ- ÞÁÊÎÙÊ ÈÏÄ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏËÁÖÅÔÓÑ ŒÙÉÇÒÙÛÎÙÍ.

ôÅÈÎÉÞÅÓËÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ: ÐÒÉ ÔÁËÏÍ ÐÏÄÈÏÄÅ ÍÏÖÎÏ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂÁ ÉÇÒÏËÁ ÕËÁÚÙŒÁÀÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÒÅÛčÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÓÌÏŒ.

ðÅÒÅÊÄčÍ Ë ÆÏÒÍÁÌØÎÏÍÕ ÉÚÌÏÖÅÎÉÀ, ÏÔÍÅÞÁÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌÉ Ó ÉÇÒÏŒÙÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ Œ ËŒÁÄÒÁÎÙÈ ÓËÏÂËÁÈ. ðÕÓÔØ U : B^{2n} × B^n → B^{2n}

[ÚÎÁÞÅÎÉÑ U(B; X) ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ B É ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ X ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ n-ÐÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉ- ÔÅÌØÎÏ B ÓÌÏŒÁÍ Œ ÉÇÒÏŒÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ]. ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ M ÔÒÏÅË ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÉ ⟨p; q; r⟩ ∈ M ÉÍÅÀÔÓÑ ÄŒÁ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V_{p;q;r} : B^{2n} × B^r → B^q É W_{p;q;r} : B^q × B^p → B^{2n} :

ðÕÓÔØ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ

S : B^{2n−2} → B^{2n} ;

Á ÔÁËÖÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ T : B^{2n} × B^{n−2 log n} → B^{2n} :

[ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ V_{p;q;r} É W_{p;q;r} ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÈÏÄÁÍ ⟨p; q; r⟩-ÉÇÒÏËÁ Œ ËÏÍÁÎÄÅ ÐÒÏÔÉŒÎÉËÁ. éÍÅÎÎÏ, ÓÌÏŒÁ V_{p;q;r}(B; X) ÐÒÉ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ X ÓÕÔØ r-ÐÒÏÓÔÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B ÓÌÏŒÁ; ÓÌÏŒÁ W_{p;q;r}(B^′; X) ÐÒÉ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÈ X ÓÕÔØ p-ÐÒÏÓÔÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B^′ ÓÌÏŒÁ. ïÔÏÂÒÁ- ÖÅÎÉÑ S É T ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÈÏÄÁÍ ÄŒÕÈ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÉÇÒÏËÏŒ. éÍÅÎÎÏ, S(X) ÓÕÔØ ÐÌÏÈÉÅ ÓÌÏŒÁ Œ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{2n−2} ÛÔÕË, Á T (B; X) ÓÕÔØ ÐÌÏÈÉÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B ÓÌÏŒÁ Œ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2^{n−2 log n} ÛÔÕË. çÒÁÎÉÃÙ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÐÌÏÈÉÈ ÓÌÏŒ ÕÍÅÎØÛÅ- ÎÙ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ÉÇÒÏŒÙÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏÍ: ŒÍÅÓÔÏ 2n − 1 ŒÚÑÔÏ 2n − 2, Á ŒÍÅÓÔÏ n − 2 ŒÚÑÔÏ n − 2 log n. üÔÏ ÂÕÄÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÏ Œ ÏÃÅÎËÁÈ.]

âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U ÐÏËÒÙÔÏ ÞÅÔŒčÒËÏÊ V; W; S; T (ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ É ÄŒÕÈ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ), ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÓÌÏŒÁ B ∈ B^{2n} É ÄÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÓÌÏŒÁ A, ÒÁŒÎÏÇÏ U(B; X) ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ X ∈ B^n [ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ B É ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ A, ÏÂSSÑŒÌÅÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ n-ÐÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B], ÐÁÒÁ ⟨A; B⟩ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÞÅ- ÔÙÒčÈ ÕÓÌÏŒÉÊ:

(1) óÌÏŒÏ B ŒÈÏÄÉÔ Œ ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ S (ÔÏ ÅÓÔØ B = S(Y ) ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÍ Y ∈ B^{2n−2} ). [óÌÏŒÏ B ÐÒÏÔÉŒÎÉË ÏÂSSÑŒÉÌ ÐÌÏÈÉÍ.]

(2) óÌÏŒÏ A ŒÈÏÄÉÔ Œ ÏÂÌÁÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ S (ÔÏ ÅÓÔØ A = S(Y ) ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ Y ∈ B^{2n−2} ). [óÌÏŒÏ A ÐÒÏÔÉŒÎÉË ÏÂSSÑŒÉÌ ÐÌÏÈÉÍ.]

(3) óÌÏŒÏ A ÒÁŒÎÏ T (B; Y ) ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ Y ∈ B^{n−2 log n}. [óÌÏŒÏ A ÐÒÏÔÉŒÎÉË ÏÂSSÑŒÉÌ ÐÌÏÈÉÍ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ B.]

(4) îÁÊÄčÔÓÑ ÔÒÏÊËÁ ⟨p; q; r⟩ ∈ M É ÓÌÏŒÏ B^′ ÄÌÉÎÙ q, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ

(Á) B^′ = V_{p;q;r}(B; Y ) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Y ∈ B^r [⟨p; q; r⟩-ÉÇÒÏË ËÏÍÁÎÄÙ ÐÒÏÔÉŒÎÉËÁ ÏÂSSÑŒÉÌ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÏ B^′ ÑŒÌÑÅÔÓÑ r-ÐÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÌØÎÏ B];

(Â) A = W_{p;q;r}(B^′; Z) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ Z ∈ B^p [⟨p; q; r⟩-ÉÇÒÏË ËÏÍÁÎÄÙ ÐÒÏÔÉŒÎÉËÁ ÏÂSSÑŒÉÌ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÏ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ p-ÐÒÏÓÔÙÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B^′].

íÙ ÄÏËÁÖÅÍ (ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÕÓÌÏŒÉÑÈ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M, ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÄÁÌÅÅ), ÞÔÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U, ÎÅ ÐÏËÒÙÔÏÅ ÎÉ ÏÄÎÏÊ ÞÅÔŒčÒËÏÊ V; W; S; T . äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ŒÅÒÏ- ÑÔÎÏÓÔÎÏÅ: ÍÙ ÐÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÞÅÔŒčÒËÉ, ÓËÏÌØËÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ U ÉÍÉ ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ (Ô.Å. ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ U ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÐÏËÒÙÔÏÊ), ÕÍÎÏÖÉÍ ÜÔÕ ŒÅ- ÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ÞÅÔŒčÒÏË É ÕÓÔÁÎÏŒÉÍ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ ÍÅÎØÛÅ 1.

ðÏÄÓÞčÔ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ ÞÅÔŒčÒËÉ. ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙ V; W; S; T . éÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2^{2n−1} ÓÌÏŒ B ÄÌÉÎÙ 2n, ÎÁÒÕÛÁÀÝÉÈ ÕÓÌÏŒÉÅ (1). þÔÏÂÙ U ÂÙÌÏ ÐÏËÒÙÔÏ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÔÁËÏÍ B ËÁÖÄÏÅ ÉÚ 2^n ÚÎÁÞÅÎÉÊ A = U(B; X) ÄÌÑ ŒÓÅÈ X ÄÌÉÎÙ n ÂÙÌÏ ÐÏËÒÙÔÏ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÊ (2){(4). íÙ ÕÂÅÄÉÍÓÑ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄÁÎÎÙÈ B É X ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=2. éÚ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ U ÏËÁÚÁÔØÓÑ ÐÏËÒÙÔÙÍ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ

(1=2)^{22n×2n} = (1=2)^{23n} :

äÌÑ ÄÁÎÎÙÈ B É X: ÎÅ ÇÏÄÑÔÓÑ ÓÌÏŒÁ A, ÐÏËÒÙÔÙÅ ÕÓÌÏŒÉÅÍ (2) Œ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅ 2^{2n−2} ÛÔÕË, ÐÏËÒÙÔÙÅ ÕÓÌÏŒÉÅÍ (3) Œ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅ 2^{n−2 log n} ÛÔÕË, Á ÔÁËÖÅ ÐÏËÒÙÔÙÅ ÕÓÌÏŒÉÅÍ (4) ÓÌÏŒÁ W_{p;q;r}(V_{p;q;r}(B; Y ); Z) Œ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÅ 2^r × 2^p ÛÔÕË ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÉ ⟨p; q; r⟩ ∈ M. œÓÅÇÏ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ

2^{2n−2} + 2^{n−2 log n} + 2^{r+p} · |M|;

ÞÔÏ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2^{2n−1} (ÐÏÌÏŒÉÎÙ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ), ÅÓÌÉ

r + p + log |M| < 2n − 3 (∗)

ÐÒÉ ŒÓÅÈ ⟨p; q; r⟩ ∈ M (ÜÔÏ É ÂÕÄÅÔ ÐÅÒŒÏÅ ÉÚ ÓÐÉÓËÁ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÊ Ë M).

ïÓÔÁÌÏÓØ ÏÃÅÎÉÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÞÅÔŒčÒÏË V; W; S; T . äÌÑ V_{p;q;r} (ÐÒÉ ÄÁÎÎÙÈ p; q; r) ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ (2^q)^{22n×2r} = 2^{q·22n+r} ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ, ÄÌÑ W_{p;q;r} (ÐÒÉ ÄÁÎÎÙÈ p; q; r) ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ

(2^2n)^{2q ×2p} = 2^{2n·2q+p}

ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ, ÄÌÑ S ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ

(2^{2n})^{22n−2} = 2^{2n·22n−2}

ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ, ÄÌÑ T ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ

(2^{2n})^{22n×2n−2 log n} = 2^{(23n=n)+1}

ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ. ðÅÒŒÙÅ ÄŒÅ ÏÃÅÎËÉ ŒÏÚŒÏÄÉÍ Œ ÓÔÅÐÅÎØ |M| É ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ŒÁÒÉ- ÁÎÔÏŒ ÄÌÑ V É W Œ ÃÅÌÏÍ, ÐÏÓÌÅ ÞÅÇÏ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÏÃÅÎËÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÁÅÍ É ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÞÅÔŒčÒÏË V; W; S; T ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ

2^{q·22n+r×|M|} · 2^{2n·2q+p×|M|} · 2^{2n·22n−2} · 2^{(23n =n)+1};

Á ÄŒÏÉÞÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÜÔÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ

q · 2^{2n+r} × |M| + 2n · 2^{q+p} × |M| + 2n · 2^{2n−2} + (2^{3n}=n) + 1;

ÞÔÏ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ 2^{3n} (ËÁË ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÄÌÑ ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ), ÅÓÌÉ

2n + r + log q + log |M| < 3n − O(1) (∗∗) É q + p + log n + log |M| < 3n − O(1): (∗ ∗ ∗)

(íÙ ÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ 2^a + 2^b ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ ÒÁÚ ÏÔ 2^{max(a;b)}; ÄŒÁ ÄÒÕÇÉÈ ÕÓÌÏŒÉÑ 2n − 2 + log 2n < 3n − O(1) É 2^{3n}=n + 1 < 3n − O(1) ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÁŒÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ.)

œÓÅ ÔÒÉ ÕÓÌÏŒÉÑ (∗){(∗ ∗ ∗) ÂÕÄÕÔ ÚÁŒÅÄÏÍÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ, ÅÓÌÉ

p + r < 2n − 3 log n − O(1); 2n + r < 3n − 4 log n − O(1); p + q < 3n − 4 log n − O(1)

ÄÌÑ ŒÓÅÈ ⟨p; q; r⟩ ÉÚ M, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÔÁËÏÍ ÓÌÕÞÁÅ |M| = O(n^3).

ðÏÜÔÏÍÕ, ŒÚÑŒ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ M ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÒÏÅË, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÉÈ ÔÒčÍ ÕËÁÚÁÎÎÙÍ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁÍ, ÍÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U, ÎÅ ÐÏËÒÙÔÏÅ ÎÉËÁËÏÊ ÞÅÔŒčÒËÏÊ V; W; S; T (ÐÒÉ ÜÔÏÍ M).

ðÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ n ÔÁËÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ (ŒÁÖÎÙÊ ÍÏ- ÍÅÎÔ!) ÐÅÒŒÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U Ó ÔÁËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ log n.

œÏÚØÍčÍ ÜÔÏ U É ËÏÎËÒÅÔÎÕÀ ÞÅÔŒčÒËÕ V; W; S; T , ËÏÔÏÒÏÊ ÏÎÏ (ÐÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ) ÎÅ ÐÏËÒÙÔÏ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÐÕÓÔØ {S(·)} (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ S) | ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉ- ÎÙ 2n, ÉÍÅÀÝÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎÅÅ 2n − 2. ðÕÓÔØ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ B ∈ B^{2n} ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {T (B; ·)} ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÕÓÌÏŒÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B) ÍÅÎÅÅ n − 2 log n. ðÕÓÔØ ÐÒÉ ÄÁÎÎÙÈ p; q; r ÓÒÅÄÉ V_{p;q;r}(B; ·) ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÏÔ- ÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B) ÍÅÎÅÅ r, Á ÓÒÅÄÉ W_{p;q;r}(B^′; ·) ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ B^′) ÍÅÎÅÅ p.

òÁÚ U ÎÅ ÐÏËÒÙÔÏ, ÎÁÊÄčÔÓÑ ÐÁÒÁ ÓÌÏŒ A É B, ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÀÝÁÑ ÎÉ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÓŒÏÊÓÔŒ (1){(4). ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ KS (A) = 2n + O(1) (ÓÌÏŒÏ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ 2n É ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÉÌØÎÏ ÍÅÎØÛÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÉÎÁÞÅ ÅÇÏ ÐÏËÒÙŒÁÅÔ S). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ KS (B) = 2n + O(1). õÓÌÏŒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (A|B) ÒÁŒÎÁ n + O(log n): ÏÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ, ÔÁË ËÁË A = U(B; X) ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ X ÄÌÉÎÙ n, Á ÓÌÏÖÎÏÓÔØ U ÅÓÔØ O(log n); ÏÎÁ ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÍÅÎØÛÅ, ÔÁË ËÁË ÉÎÁÞÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ (3). îÁËÏÎÅÃ, ÎÉ ÐÒÉ ËÁËÉÈ p, q É r ÎÅ ÎÁÊÄčÔÓÑ ÓÌÏŒÁ B^′ ÄÌÉÎÙ q, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ KS (B^′|B) < r É KS (A|B^′) < p, ÉÎÁÞÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ (4).

äÁÌÅÅ ÒÁÓÓÕÖÄÁÅÍ ËÁË ÒÁÎØÛÅ (Œ ÉÇÒÏŒÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ); ÎÁ ÜÔÏÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 210 ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÔÓÑ.

îÁËÏÎÅÃ, ÍÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ É ĂÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀĄ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ÄÏËÁÚÙŒÁÀÝÕÀ ÔÏ ÖÅ ÓÁ- ÍÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ. (œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÚÁÄÁÞÉ ŒÙÄÅÌÅÎÉÑ ÏÂÝÅÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÄÁčÔ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÅ ÖÅ ÏÃÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.)

á ÉÍÅÎÎÏ, ŒÏÚØÍčÍ ÐÏÌÅ ÉÚ 2^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÉÌÉ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÔÁËÏÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØÓÑ ŒÙÞÅÔÁÍÉ ÐÏ ÐÒÏÓÔÏÍÕ ÍÏÄÕÌÀ) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÕÍÅÒÎÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÎÁÄ ÜÔÉÍ ÐÏÌÅÍ. ðÕÓÔØ ⟨A; B⟩ | ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÁÒÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÔÏÞËÉ ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ É ÐÒÏÈÏÄÑÝÅÊ ÞÅÒÅÚ ÎÅč ÐÒÑÍÏÊ. ôÏÇÄÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÁË ÒÁÚ ÔÁËÉÅ, ËÁË ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 210.

äÁÌÅÅ, ÐÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÌÏŒÏ B^′, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ

KS (B^′|B) ⩽ r; KS (B^′) ⩽ q; KS (A|B^′) ⩽ p: (∗)

íÙ ÄÏÌÖÎÙ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÁÒÁ ⟨p; q⟩ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ O(r)+O(log n) ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ G, ÕÓÔÁÎÏŒÉŒ, ÞÔÏ Œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÁÒÁ ⟨A; B⟩ ÉÍÅÌÁ ÂÙ ÍÅÎØÛÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÏÃÅÎÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ⟨A; B⟩, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÐÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏŒÉÑ (∗) ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ B^′. ëÁÖÄÏÅ ÉÚ 2^q ÓÌÏŒ B^′ ÚÁÄÁčÔ ÄŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ:

• ÔÅ ÓÌÏŒÁ A (ÄÌÉÎÙ 2n), ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ KS (A|B^′) ⩽ p (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U_B′ ); • ÔÅ ÓÌÏŒÁ B (ÄÌÉÎÙ 2n), ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ KS (B^′|B) ⩽ r (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ V_B′ ).

íÎÏÖÅÓÔŒÏ U_B′ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 2^p ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (ÔÏÞÎÅÅ, O(2^p), ÎÏ ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÚÁÐÉÓÉ ÍÙ ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÎÙÅ ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ ÏÐÕÓËÁÅÍ). íÎÏÖÅÓÔŒÏ V_B′ ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÒÁÚÎÙÊ ÒÁÚÍÅÒ (ÜÔÏ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ B^′), ÎÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÏËÒÙŒÁÀÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚ 2^{2n} ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ 2n ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ 2^r ÓÌÏčŒ (ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ B ÅÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^r ÓÌÏŒ B^′, ÐÒÏÓÔÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅÇÏ).

îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ U_B′ × V_B′ ÐÏËÒÙŒÁÅÔ ÌÉÛØ ÎÅÂÏÌØÛÕÀ ÞÁÓÔØ ŒÓÅÈ ÐÁÒ (ÔÁË ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÁÒÁ Œ ÎÅÇÏ ÎÅ ÐÏÐÁÄčÔ). äÌÑ ÏÃÅÎËÉ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÐÏËÒÙÔÙÈ ÐÁÒ ÐÒÉÍÅÎÉÍ ÕÖÅ ÉÚŒÅÓÔÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÇÒÁÆÁ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÏÓÔÉ (ÄŒÅ ÐÒÑÍÙÅ ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÐÒÏÈÏÄÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÄŒÅ ÔÏÞËÉ) É ŒÙÔÅËÁÀÝÕÀ ÉÚ ÎÅÇÏ ÏÃÅÎËÕ (ÌÅÍÍÁ Ï ÞÅÔÙÒčÈÕÇÏÌØÎÉËÁÈ, Ó. 321).

îÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ Œ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÅ (ÒÁŒÎÏÓÉÌØ- ÎÏÊ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ): ÅÓÌÉŒ ÐÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃe l × L ÒÁÓÓÔÁŒÌÅÎÙ ÚŒčÚÄÏÞËÉ, É ÎÉËÁËÉÅ ÞÅÔÙÒÅ ÎÅ ÓÔÏÑÔ ÎÁ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÉ ÄŒÕÈ ÓÔÒÏË É ÄŒÕÈ ÓÔÏÌÂÃÏŒ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÚŒčÚÄÏÞÅË ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ

• O(L) ÐÒÉ l ⩽ √ L; • O(l √ L) ÐÒÉ l ⩾ √ L. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ÏÔÄÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÓÌÕÞÁÊ ĂÂÏÌØÛÉÈĄ É ĂÍÁÌÙÈĄ V_B′ . îÁÞÎčÍ Ó ÐÅÒŒÏÇÏ. åÓÌÉ V_B′ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÏÌØÛÅ √ |U_B′ |, ÔÏ ÅÓÔØ ÂÏÌØÛÅ 2^{p=2} ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ÐÏ- ËÒÙÔÙÈ ÐÁÒ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2^{p=2}|V_B′ | ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ B^′. óÕÍÍÁ ÐÏ ŒÓÅÈ B^′ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ O(2^{p=2}2^{2n}2^r) (ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÚÍÅÒÁ 2^{2n} ÐÏËÒÙÔÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ 2^r ÓÌÏčŒ).

ôÅÐÅÒØ ÐÅÒÅÊÄčÍ Ë ÍÁÌÙÍ V_B′ . äÌÑ ÎÉÈ U_B′ × V_B′ ÐÏËÒÙŒÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ O(2^p) ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, É ŒÓÅÇÏ ÄÌÑ 2^q ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ B^′ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ O(2^{p+q}) ÓÌÏčŒ.

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÅÓÌÉ p + q < 3n − O(log n) É (p=2) + 2n + r < 3n − O(log n), ÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÁÒÁ ⟨A; B⟩ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÏÂÓÌÕÖÅÎÁ ÎÉ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÓÌÏŒ B^′. (ôÕÔ ÅÝč ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÂÓÌÕÖÅÎÎÙÈ ÐÁÒ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ, ÚÎÁÑ n; p; q; r, ÔÏ ÅÓÔØ O(log n) ÂÉÔÏŒ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ.) œÔÏÒÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ËÁË p + 2r < 2n; ÈÏÔÑ ÜÔÏ É ÎÅÍÎÏÇÏ ÈÕÖÅ, ÞÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ p + r < 2n, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÙÌÏ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ, ÎÏ ŒÓč ÒÁŒÎÏ ÍÙ ÏÓÔÁčÍÓÑ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÏÃÅÎËÉ O(r), ÕÐÏÍÑÎÕÔÏÊ Œ ÔÅÏÒÅÍÅ.

ôÒÅÔØÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 210 ÚÁËÏÎÞÅÎÏ.

úÁÍÅÞÁÎÉÅ. üÔÏ ÔÒÅÔØÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÏÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ, ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÐÁÒ Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÔ ÔÅÏÒÅÍÅ (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÔ ÐÏÌÕ- ÞÉÔØ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÕÀ Œ ÓÍÙÓÌÅ ÒÁÚÄÅÌÁ 16.2 ÐÁÒÕ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÕÀ ÕÓÌÏŒÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ).

ôÏÇÏ ÖÅ ÓÁÍÏÇÏ, ÈÏÔÑ É ÎÅ Œ ÓÔÏÌØ ÎÁÇÌÑÄÎÏÊ ÆÏÒÍÅ, ÍÏÖÎÏ ÄÏÂÉÔØÓÑ É ÍÏÄÉÆÉËÁÃÉÅÊ ŒÔÏÒÏÇÏ (ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÇÏ) ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ. íÙ ÓÞÉÔÁÌÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ U ÐÏËÒÙÔÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ

ŒÓÅÈ ÐÁÒ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÏÇÏ ŒÉÄÁ ÎÅÞÔÏ ŒÅÒÎÏ; ÏÓÌÁÂÉÍ ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ É ÂÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ U ÐÏËÒÙÔÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÐÏÌÏŒÉÎÙ ÐÁÒ ÎÅÞÔÏ ŒÅÒÎÏ.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÑ ÎÅÐÏËÒÙÔÏÇÏ U ÍÏÖÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÓÌÅÄÕÀ- ÝÅÊ (ÔÒÉŒÉÁÌØÎÏÊ) ÏÃÅÎËÏÊ. åÓÌÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ 2^k ÓÏÂÙÔÉÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1=16, ÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÏÉÚÏÊÄčÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2^{k−1} ÓÏÂÙÔÉÊ, ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2^{2k} · (1=16)^{2k=2} = 2^{−k}.) ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ 1=2 ÎÁ 1=16, Á ŒÓč ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ËÁË ÒÁÎØÛÅ.

(íÏÖÎÏ É ÉÎÁÞÅ: ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒ S É T É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ŒÓÅ ÄÏÐÕÓÔÉÍÙÅ ÔÒÏÊËÉ, Á ÄÏËÁÚÙŒÁÔØ, ÞÔÏ Ó ÂÌÉÚËÏÊ Ë ÅÄÉÎÉÃÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ŒÙÂÒÁÎÎÏÇÏ U ÄÏÌÑ ÐÁÒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ (4), ÍÁÌÁ. üÔÉ ÍÁÌÙÅ ÄÏÌÉ É ÍÁÌÙÅ ÏÔËÌÏÎÅÎÉÑ ÏÔ ÅÄÉÎÉÃÙ ÚÁÔÅÍ ÓËÌÁÄÙŒÁÀÔÓÑ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÒÏÅË ÉÚ M.)

13. éÎÆÏÒÍÁÃÉÑ É ÌÏÇÉËÁ

[zur-deutung]

13.1. úÁÄÁÞÉ, ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÏÐÅÒÁÃÉÉ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ

ðÏÄ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÂÕÄÅÍ ÐÏÎÉÍÁÔØ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ, Á ÐÏÄ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ | ÌÀÂÏÊ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔ.

óÍÙÓÌ ÜÔÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÐÏÑÓÎÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÅÛÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ ÚÁÐÉÓÁÔØ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ÆÏÒÍÁÌØ- ÎÏÍ ÑÚÙËÅ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÔÁËÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ËÏÎÅÞÎÏÊ, ÞÔÏÂÙ Åč ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÉÓÐÏÌØ- ÚÏŒÁÔØ Œ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÐÒÁËÔÉËÅ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÚÁËÏÄÉÒÏŒÁÎÏ ÐÒÉ ÐÏÍÏÝÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÄŒÏÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ. íÙ ÂÕÄÅÍ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØ- ÓÑ ÌÉÛØ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ Œ ÒÅÛÅÎÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ, Á ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔÅÌØÎÏÊ Åč ÓÔÏÒÏÎÏÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÚÁÄÁÞÕ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÔØ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ Åč ÒÅÛÅÎÉÊ.

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Åč ÒÅÛÅÎÉÊ:

KS (A) = min{KS (x) | x ∈ A}:

(ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÉÎÉÍÕÍ ÐÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÏÌÁÇÁÅÍ ÒÁŒÎÙÍ +∞).

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÉÎÇÌÅÔÏÎÁ {x} ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÓÁÍÏÇÏ x. äÒÕÇÏÊ ÐÒÉ- ÍÅÒ: Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 1.2 ÍÙ ÓÔÁÌËÉŒÁÌÉÓØ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÄÁÎ- ÎÏÇÏ n. åÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÁÌÁÓØ ÞÅÒÅÚ KS_⩾(n). éÓÐÏÌØÚÕÑ ÎÏŒÕÀ ÔÅÒÍÉÎÏÌÏÇÉÀ, ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ KS_⩾(n) ÅÓÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÞÉÓÅÌ, ÂÏÌØÛÉÈ ÉÌÉ ÒÁŒÎÙÈ n.

åÓÌÉ ÅÓÔØ ÄŒÅ ÚÁÄÁÞÉ X É Y , ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÚÁÄÁÞÕ ĂÒÅÛÉÔØ ÏÂÅ ÚÁÄÁÞÉ X É Y Ą, Á ÔÁËÖÅ ÚÁÄÁÞÕ ĂÒÅÛÉÔØ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÉÚ ÚÁÄÁÞ X É Y (ÕËÁÚÁŒ ÐÒÉ ÜÔÏÍ, ËÁËÁÑ ÉÍÅÎÎÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÚÁÄÁÞ ÒÅÛÅÎÁ)Ą. òÅÛÅÎÉÑÍÉ ÚÁÄÁÞÉ ĂX É Y Ą ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÐÁÒÙ, ÐÅÒŒÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ X, Á ŒÔÏÒÁÑ | ÚÁÄÁÞÉ Y . á ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÚÁÄÁÞÉ ĂX ÉÌÉ Y Ą ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÒÅÛÅÎÉÑ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞ Ó ÕËÁÚÁÎÉÅÍ, ËÁËÁÑ ÉÍÅÎÎÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÚÁÄÁÞ ÒÅÛÅÎÁ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÔÁËÉÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁÄ ÚÁÄÁÞÁÍÉ:

X ∧ Y = {[x; y] | x ∈ X; y ∈ Y }; X ∨ Y = {[0; x] | x ∈ X} ∪ {[1; y] | y ∈ Y }:

úÄÅÓØ [x; y] ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÄ ÐÁÒÙ ÓÌÏŒ ⟨x; y⟩ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÍ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ËÏ- ÄÉÒÏŒÁÎÉÉ ÐÁÒ ÓÌÏŒ ÓÌÏŒÁÍÉ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ {x}∧{y} ÒÁŒÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÐÁÒÙ ⟨x; y⟩, Á ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ {x} ∨ {y} ÒÁŒÎÁ ÍÉÎÉÍÕÍÕ ÉÚ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ x É y (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)). é ŒÏÏÂÝÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÚÁÄÁÞ X; Y ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ X ∨ Y ÒÁŒÎÁ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÊ ÉÚ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÚÁÄÁÞ X É Y (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(1)).

úÁÄÁÞÁ X∧Y ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ËÏÎSSÀÎËÃÉÅÊ ÚÁÄÁÞ X É Y , Á ÚÁÄÁÞÁ X∨Y | ÄÉÚSSÀÎËÃÉÅÊ ÚÁ- ÄÁÞ X É Y . åÓÔØ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÎÏÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ ÚÁÄÁÞ, ÏÔÒÁÖÁÀÝÅÅ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÉÄÅÀ. íÏÖÎÏ ÒÁÚÒÅÛÉÔØ ÒÅÛÁÀÝÅÍÕ ÎÁÐÉÓÁÔØ ÄŒÁ ÓÌÏŒÁ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒŒÏÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÐÅÒŒÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÉÌÉ ŒÔÏÒÏÅ | ÒÅÛÅÎÉÅÍ ŒÔÏÒÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ

ÒÅÛÁÀÝÉÊ ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÚÎÁÔØ, ËÁËÏÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓÌÕÞÁÅŒ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ (ÞÔÏ-ÔÏ ÐÏÈÏÖÅÅ ÐÒÏÉÓÈÏ- ÄÉÔ ÎÁ ÐÉÓØÍÅÎÎÙÈ ÜËÚÁÍÅÎÁÈ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ). üÔÏÊ ÉÄÅÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÏÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ĂÐÓÅŒÄÏÄÉÚSSÀÎËÃÉÉĄ ÚÁÄÁÞ:

X ~∨Y = {[x; y] | x ∈ X ÉÌÉ y ∈ Y }:

óÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÓÅŒÄÏÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÎÁ O(1), ÏÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÐÒÉÎÃÉÐÉÁÌØÎÏ ÒÁÚÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, Ï ÞÅÍ ÍÙ ÐÏÇÏŒÏÒÉÍ ÐÏÚÖÅ.

251 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ KS (X ~∨Y ) = KS (X ∨ Y ) + O(1).

õÓÌÏŒÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (x|y) ÔÏÖÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÉÍÁÔØ ËÁË ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔ- ÍÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, Á ÉÍÅÎÎÏ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÑ x Œ y. üÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÚÁÄÁÞ {x} É {y} ÐÏÍÏÝØÀ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÚÁÄÁÞÁÍÉ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÊ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÅÊ. äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ- ÂÙ Åč ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÇÌÁŒÎÕÀ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÕÀ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ U : �×� → �. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ V : �×� → � ÎÁÊÄÅÔÓÑ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ t : � → � ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ U(t(p); x) = V (p; x) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ p; x. æÕÎËÃÉÑ U ÎÅ ÏÂÑÚÁÎÁ ÂÙÔØ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÊ. âÕÄÅÍ ÓÏËÒÁÝÁÔØ ÄÁÌÅÅ U(p; x) ËÁË [p](x).

éÔÁË, ÐÏÌÏÖÉÍ

X → Y = {p | ∀x (x ∈ X ⇒ [p](x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É [p](x) ∈ Y )}:

îÁÐÒÉÍÅÒ, Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 6.4 ÍÙ ÉÚÕÞÁÌÉ ŒÅÌÉÞÉÎÕ, KS (x |⩾ n), ËÏÔÏÒÁÑ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÁÓØ, ËÁË ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ, ËÏÔÏÒÁÑ ŒÙÄÁÅÔ x, ÐÏÌÕÞÉŒ ÎÁ ŒÈÏÄ ÌÀÂÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØ- ÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅÅ x. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÎÏŒÙÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÎÁÐÉÓÁÔØ KS (x |⩾ n) = KS ({m ∈ N | m ⩾ n} → {x}). äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ: ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ {x} → {y} ÒÁŒÎÁ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ y ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ x (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)).

îÅËÏÔÏÒÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÚ ÇÌÁŒÙ Ï ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÐÏ ÓÅÔÑÍ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÎÙ ËÁË ÏÃÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞ.

á ÉÍÅÎÎÏ, ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) ∧ (y → x) (ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ÓËÏÂËÉ ÐÒÉ ÚÁÐÉÓÉ ÓÉÎÇÌÅÔÏÎÏŒ) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÁÒÙ ÐÒÏÇÒÁÍÍ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒŒÁÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ x Œ y, Á ŒÔÏÒÁÑ | y Œ x. íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ ÚÁÄÁÞÕ Ï ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ŒÏÚÍÏÖÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÁËÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ É ÕÓÔÁÎÏŒÉÌÉ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÒÁŒÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÉÚ ÕÓÌÏŒÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ KS (y|x) É KS (x|y) (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log KS (x; y))).

äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ. òÅÛÅÎÉÑÍÉ ÚÁÄÁÞÉ (x → z) ∧ (y → z) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÁÒÙ ÐÒÏÇÒÁÍÍ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒŒÁÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ x Œ z, Á ŒÔÏÒÁÑ | y Œ z. íÙ [ÕŒÙ, ÐÏËÁ ÞÔÏ ÎÅ!] ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÏÊ ÐÁÒÙ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÁ ÍÁËÓÉÍÕÍÕ ÕÓÌÏŒÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ KS (z|x) É KS (z|y) (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log KS (x; y; z))).

252 îÁÊÄÉÔÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ a → (b → c).

[õËÁÚÁÎÉÅ. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË É Õ ÚÁÄÁÞÉ (a ∧ b) → c.]

253 [pr3] îÁÊÄÉÔÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ a ∧ (b → c) (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ). [ïÔŒÅÔ: KS (a) + KS (c|a; b).]

254 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (x ∨ y) → (x~∨y) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ, ÏÄÎÁËÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ (x~∨y) → (x ∨ y) ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË É Õ ÚÁÄÁÞÉ x ∨ y Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log n), ÇÄÅ n ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÉÚ ÄÌÉÎ x; y. [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ p ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ

(x~∨y) → (x ∨ y). óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÐÁÒÁ ÓÌÏŒ (u; v) ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó p, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ w ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ p Œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÏÂÏÉÍ ÓÌÏŒÁÍ [u; w], [w; v] ÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ u ∨ v. ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÊ Ó p ÐÁÒÙ u = x ÉÌÉ v = y.]

255 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ

((x~∨y) → (x ∨ y)) → (x~∨y)

ÅÓÔØ O(log n), ÇÄÅ n ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÉÚ ÄÌÉÎ x; y.

äŒÅ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂSSÑÓÎÑÀÔ ÒÁÚÎÉÃÕ ÍÅÖÄÕ ÏÂÙÞÎÏÊ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÅÊ É ÐÓÅŒÄÏÄÉÚSS- ÀÎËÃÉÅÊ. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚ ÎÉÈ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÉ x~∨x É x ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÈÏÔÑ ÏÎÉ É ÉÍÅÀÔ ÐÏÞÔÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. á ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (x~∨x) → x ÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÁÍÏÇÏ x.

éÍÐÌÉËÁÃÉÑ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ: ÅÓÌÉ ÚÁÄÁÞÉ X É X → Y ÐÒÏÓÔÙ, ÔÏ É ÚÁÄÁÞÁ Y ÐÒÏÓÔÁ:

KS (Y ) ⩽ KS (X) + KS (X → Y ):

üÔÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ, ŒÅÒÎÏÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(log KS (X)) (É Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(log KS (X → Y ))), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

KS (y) ⩽ KS (x) + KS (y|x);

ŒÅÒÎÏÇÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏŒ x; y ÔÁËÖÅ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ. é ÔÁË ÖÅ, ËÁË ÎÅÒÁŒÅÎ- ÓÔŒÏ ÄÌÑ ÓÌÏŒ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÕÓÉÌÅÎÏ:

KS (X ∧ Y ) ⩽ KS (X) + KS (X → Y ):

ïÄÎÁËÏ ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÕÖÅ ÎÅŒÅÒÎÏ (Œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÄÌÑ ÓÌÏŒ).

256 ðÒÉŒÅÄÉÔÅ ÐÒÉÍÅÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒ X; Y , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (X ∧ Y ) ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ KS (X)+KS (X → Y ). [õËÁÚÁÎÉÅ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ X ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n, Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ Y | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ 2n.]

ïÐÅÒÁÃÉÉ ∧; ∨; →, ËÁË ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÚÁÄÁÞÁÍÉ, ÂÙÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÙÍ [21] É ëÌÉÎÉ [20] ÄÌÑ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÁÃÉÉ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ (IPC). ðÕÓÔØ A(p; q; : : : ) | ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ÓÏ ÓŒÑÚËÁÍÉ ∧; ∨; →. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÌÏŒ X; Y; : : : ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ A(X; Y : : : ), ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÅÓÌÉ ÐÏÄÓÔÁŒÉÔØ Œ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ ŒÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

ôÅÐÅÒØ ÂÕÄÅÔ ŒÐÏÌÎÅ ÕÍÅÓÔÎÙÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ. œ ÎÁÛÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁÄ ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌ: Œ ŒÙÂÏÒÅ ÓÐÁÒÉŒÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ x; y → [x; y], Œ ŒÙÂÏÒÅ ÇÌÁŒÎÏÊ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ U(p; x) É, ÎÁËÏÎÅÃ, Œ ŒÙÂÏÒÅ ÓÌÏŒ 0; 1 ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ. ïÄÎÁËÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÌÀÂÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÐÏÓÞÉÔÁÎÎÙÅ ÐÒÉ ÄŒÕÈ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ŒÙÂÏ- ÒÁÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ. ôÏÞÎÅÅ ÎÁÄÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË. ðÕÓÔØ A(p; q; : : : ) ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ, Á X; Y; : : : ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. ðÕÓÔØ A^′(X; Y; : : : ) É A^{′′}(X; Y; : : : ) ÄŒÅ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏÌÕÞÉÌÉÓØ, ÅÓÌÉ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÓÐÁÒÉŒÁÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ [x; y]^′, [x; y]^{′′}, ÒÁÚÎÙÅ ÇÌÁŒÎÙÅ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ U^′ É U^{′′}, É, ÎÁËÏÎÅÃ, ÒÁÚÎÙÅ ÐÁÒÙ ÓÌÏŒ a^′; b^′ É a^{′′}; b^{′′} Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ. ôÏÇÄÁ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ

ÚÁÄÁÞ A^′(X; Y; : : : ) É A^{′′}(X; Y; : : : ) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ ÐÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÅ. äÏËÁ- ÚÁÔØ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ. ôÏÞÎÅÅ, ÐÏ ÉÎÄÕËÃÉÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÏÖÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÄŒÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÉ: f^A_{12} ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ A^′(X; Y; : : : ) Œ ÎÅËÏÔÏ- ÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ A^{′′}(X; Y; : : : ), Á f^A_{21} ÎÁÏÂÏÒÏÔ | ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ A^{′′}(X; Y; : : : ) | Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ A^′(X; Y; : : : ). äÌÑ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÂÅ ÆÕÎËÃÉÉ | ÜÔÏ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ. åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ A ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎSSÀÎËÃÉÅÊ ÆÏÒ- ÍÕÌ B É C, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÕÖÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÔÏ f^A_{12} ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÁË: ÄÁÎÎÏÅ ÓÌÏŒÏ s ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÍ Œ ŒÉÄÅ [u; v]^′, ÚÁÔÅÍ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ Ë u É Ë v ÆÕÎËÃÉÉ f^A_{12} É f^B_{12}, ÓÏÏÔ- ŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ; ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÓÐÁÒÉŒÁÅÍ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ŒÔÏÒÏÊ ÓÐÁÒÉŒÁÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ. æÕÎËÃÉÑ f^A_{21} ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ A ÅÓÔØ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ ÆÏÒÍÕÌ B É C, ÔÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÌÑ A ÉÚ ÆÕÎËÃÉÊ ÄÌÑ B É C ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ. îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ A ÒÁŒÎÁ B → C, ÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ f^A_{12} ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. òÁÓ- ÓÍÏÔÒÉÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ V (s; b) = f^C_{12}(U^′(s; f^B_{21}(b))). åÓÌÉ s ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ B^′(X; Y; : : : ) → C^′(X; Y; : : : ), Á b ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ B^{′′}(X; Y; : : : ), ÔÏ V (s; b) ÂÕÄÅÔ ÒÅ- ÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ ó^{′′}(X; Y; : : : ). ðÏÓËÏÌØËÕ U^{′′} ÇÌÁŒÎÁÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ t: � → �, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ U^{′′}(t(s); b) = V (s; b). æÕÎËÃÉÑ t É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ f^A_{12} ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÙ A.

257 ðÒÏŒÅÓÔÉ ÜÔÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÄÒÏÂÎÏ.

åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ A(p; q : : : ) ŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ, ÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ A(X; Y; : : : ) ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ, ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÝÅÊ ÏÔ X; Y; : : : . âÏÌÅÅ ÔÏ- ÇÏ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÔÒÏËÁ s, ËÏÔÏÒÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ A(X; Y; : : : ) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ X; Y; : : : . üÔÏ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÄÌÉÎÅ ŒÙŒÏÄÁ Œ IPC. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÆÏÒÍÕÌÙ p → (q → p) (ÏÄÎÁ ÉÚ ÁËÓÉÏÍ IPC) ÜÔÁ ÓÔÒÏËÁ ÅÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ | ĂÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÄÁÎÎÏÅ ÎÁÍ x Œ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ, ÐÅÞÁÔÁÅÔ x ÎÁ ÌÀÂÏÍ ŒÈÏÄÅĄ.

258 äÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ŒÙŒÏÄÉÍÏÊ Œ IPC ÆÏÒÍÕÌÙ A(p; q : : : ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÔÒÏËÁ s, ËÏÔÏÒÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ A(X; Y; : : : ) ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ X; Y; : : : .

œÅÒÎÏ É ÏÂÒÁÔÎÏÅ: ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ A(p; q; : : : ) ÎÅ ŒÙŒÏÄÉÔÓÑ Œ IPC, ÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ A(X; Y; : : : ) ÎÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÓÐÒÁŒÅÄÌÉŒÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ:

Theorem 211. [th-int] ðÕÓÔØ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ �(t_1; : : : ; t_k) ÓÏ ÓŒÑÚËÁÍÉ ∧; ∨; → ÎÅŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ IPC. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ " É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÅ- ÐÕÓÔÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ X^n_1 ; : : : ; X^n_k , ÓÏÓÔÏÑÝÉÈ ÉÚ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ �(X^n_1 ; : : : ; X^n_k ) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ "n ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n.

üÔÏ | ÇÌÁŒÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÇÌÁŒÙ. íÙ ÅÇÏ ÄÏËÁÖÅÍ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÂÅÚ ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÔÏ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ Ï ÎÅŒÙŒÏÄÉÍÙÈ Œ IPC ÆÏÒÍÕÌÁÈ. œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÀÔ ÏÃÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞ, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÏÚÎÉËÁÀÔ ÐÒÉ ÐÏÄÓÔÁÎÏŒËÅ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ Œ (ÎÅŒÙŒÏÄÉÍÙÅ Œ IPC) ÐÒÏÐÏÚÉÃÉ- ÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ. îÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÚÁÄÁÞÉ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ ÓÁÍÉ ÐÏ ÓÅÂÅ, ËÁË Œ ÕÖÅ ÐÒÉŒÅ- ÄÅÎÎÙÈ ÐÒÉÍÅÒÁÈ. óÅÊÞÁÓ ÍÙ ÚÁÊÍÅÍÓÑ ÁÎÁÌÉÚÏÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÅÈ ÉÚ ÎÉÈ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙ Ó ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ.

éÎÔÅÒÅÓÎÙÍ ÐÒÉÍÅÒÏÍ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ((p → q) → p) → p:

üÔÁ ÆÏÒÍÕÌÁ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÁÑ ÚÁËÏÎÏÍ ðÉÒÓÁ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÁŒÔÏÌÏÇÉÅÊ (ÐÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ éóôéîá ÐÒÉ ÌÀÂÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ éóôéîá/ìïöø ÄÌÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ), ÎÏ ÎÅŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ ÉÎÔÕÉ- ÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÉ ŒÙÓËÁÚÙŒÁÎÉÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ((x → y) → x) → x (ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ÓËÏÂËÉ ÐÒÉ ÚÁÐÉÓÉ ÓÉÎÇÌÅÔÏÎÏŒ) ÅÓÔØ O(log n) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏŒ x; y ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n. ëÁË ÍÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÑ ŒÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Œ ÌÀÂÕÀ ÎÅ- ŒÙŒÏÄÉÍÕÀ Œ IPC ÆÏÒÍÕÌÕ ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÎÅÐÕÓÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ "n. œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÜÔÏ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ ÚÁËÏÎÁ ðÉÒÓÁ. ôÏ ÅÓÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ((X → Y ) → X) → X ÍÁÌÁ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏ- ÓÔÑÍÉ X; Y , ÅÓÌÉ X; Y | ÌÀÂÙÅ ÓÉÎÇÌÅÔÏÎÙ, ÎÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÒÁŒÎÉÍÏÊ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ X; Y , ÅÓÌÉ X; Y | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÎÅÐÕÓÔÙÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

Theorem 212. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ((x → y) → x) → x ÅÓÔØ O(log n) ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏŒ x; y ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n.

◁ îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ n É ÌÀÂÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) → x ÎÁÈÏÄÉÔ x. üÔÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÔÁË. ðÕÓÔØ s | ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) → x. ðÕÓÔØ S = S_n ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ fi : S → S ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ l_ø , ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÕÀ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ. îÁÚÏŒÅÍ ÐÁÒÕ (u; v) ∈ S × S ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÊ Ó s, ÅÓÌÉ [s](l_ø ) = u ÄÌÑ ŒÓÅÈ fi : S → S ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ fi(u) = v. éÓÈÏÄÎÁÑ ÐÁÒÁ (x; y) ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó s. éÍÅÑ s É n, ÍÙ ÎÁÞÉÎÁÅÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÅ Ó s ÐÁÒÙ É ŒÙÄÁÅÍ ÐÅÒŒÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ u ÐÅÒŒÏÊ ÐÏÑŒÉŒÛÅÊÓÑ ÐÁÒÙ (u; v). äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ u = x. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÉÎÁÞÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ fi, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ fi(x) = y É fi(u) = v, É ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ s ÎÁ ŒÈÏÄÅ l_ø ŒÙÄÁÅÔ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒÁ u É x. ▷

ó ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÅÓÔØ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÐÒÏÂÅÌ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÍÙ ÎÅÑŒÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ËÏÔÏÒÙÊ ÎÁÈÏÄÉÔ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ l_ø , ÉÍÅÑ ÆÕÎËÃÉÀ fi (ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÓÌÏŒÏÍ, ÅÊ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÍ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÍ ŒÚÁ- ÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ ÍÅÖÄÕ � É ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÐÏ ŒÓÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÍ n ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÓÅÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ S_n Œ S_n). œÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÆÕÎËÃÉÉ fi → l_ø (ÍÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔŒÌÑÅÍ ÆÕÎË- ÃÉÀ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÅÊ ÓÌÏŒÏ) ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÔÁË: ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ V (fi; u) = fi(u). ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ U ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÇÌÁŒÎÏÊ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ t ÉÚ � Œ � ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ U(t(fi); u) = V (fi; u) = fi(u). åÓÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ l_ø ŒÙÂÒÁÔØ t(fi), ÔÏ t É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ.

259 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ O(log n) ÎÁ O(log k), ÇÄÅ k | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÉÚ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ x; y. [õËÁÚÁÎÉÅ. îÁÄÏ ÐÅÒÅÊÔÉ ÏÔ ÓÌÏŒ x; y Ë ÉÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁÍ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ k ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒÁ. œ ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁÍÅÎÉÔØ S ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k, Á ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ l_ø ÄÏÌÖÎÁ ÒÁÂÏÔÁÔØ ÔÁË: ÎÁ ŒÈÏÄÅ u ÏÎÁ ÎÁÈÏÄÉÔ ÐÅÒŒÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÌÏŒÁ u ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ k, ÐÒÉÍÅÎÑÅÔ Ë ÎÅÍÕ fi É ÐÒÉÍÅÎÑÅÔ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒ Ë ÐÏÌÕÞÉŒÛÅÍÕÓÑ ÓÌÏŒÕ.]

éÚ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÇÏ É ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ KS (Y ) ⩽ KS (X) + KS (X → Y ) + O(log KS (X)) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ K(x) ⩽ K((x → y) → x)) + O(log n) (ÇÄÅ n ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÉÚ ÄÌÉÎ x; y). éÎÔÅÒÅÓÎÏ, ÞÔÏ ÂÙŒÁÀÔ ÆÏÒÍÕÌÙ A(p; q) É B(p; q) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÓÌÏŒ x; y ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ A(x; y) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ B(x; y), ÏÄÎÁËÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ A(x; y) → B(x; y) ŒÅÌÉËÁ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ x; y (ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ x; y). œÏÔ ÐÒÉÍÅÒ ÔÁËÉÈ ÆÏÒÍÕÌ: (x → y) → y É x ∨ y. éÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÎÁ O(log n), ÞÔÏ ÍÙ ÓÅÊÞÁÓ

ÄÏËÁÖÅÍ, ÏÄÎÁËÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ ((x → y) → y) → (x ∨ y) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÁ n, ÞÔÏ ÍÙ ÔÏÖÅ ÄÏËÁÖÅÍ.

îÁÞÎÅÍ Ó ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) → y.

Theorem 213. [th-nested-impl] óÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) → y ÒÁŒÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ x ∨ y (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(log n), ÇÄÅ n ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÉÚ ÄÌÉÎ x; y).

◁ îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÅÄSSÑŒÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ x∨y ÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) → y, É ÄÒÕÇÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) → y É ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÔ n ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ x ∨ y.

ðÅÒŒÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÏÌÕÞÉŒ ÎÁ ŒÈÏÄ [0; x] ÉÌÉ [1; y], ÄÏÌÖÅÎ ÎÁÊÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) Œ y. åÓÌÉ ÎÁÍÉ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÓÌÏŒÏ [1; y], ÔÏ ÍÙ ŒÙÄÁÅÍ ÔÁËÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ: ÎÅ ÞÉÔÁÑ ŒÈÏÄÁ, ÐÅÞÁÔÁÔØ y. åÓÌÉ ÖÅ ÎÁÍ ÄÁÎÏ ÓÌÏŒÏ ÓÌÏŒÏ [0; x], ÔÏ ÍÙ ŒÙÄÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ: ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÄÁÎÎÏÅ ÎÁÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) Ë x, ÐÏÌÕÞÁÑ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ y, É ÐÅÞÁÔÁÅÍ ÅÇÏ.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÅÄSSÑŒÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) → y, ÞÉÓÌÕ n É ÅÝÅ ÏÄÎÏÍÕ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÂÉÔÕ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÎÁÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ x ∨ y.

ðÕÓÔØ s ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) → y. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ fi : S → S ŒÙÂÅÒÅÍ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ l_ø , ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÕÀ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ, ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ fi → l_ø ÂÙÌÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍ. îÁ ÜÔÏÔ ÒÁÚ ÎÁÚÏŒÅÍ ÐÁÒÕ (u; v) ∈ S × S ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÊ Ó s, ÅÓÌÉ [s](l_ø ) = v ÄÌÑ ŒÓÅÈ fi ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ fi(u) = v.

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÁÒÁ (x; y) ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó s. îÏ ÍÏÇÕÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ É ÄÒÕÇÉÅ ÐÁÒÙ, ÓÏ- ÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÅ Ó s. ïÄÎÁËÏ Õ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÈ Ó s ÐÁÒ (u^′; v^′) É (u^{′′}; v^{′′}) ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÐÅÒŒÙÅ ÉÌÉ ŒÔÏÒÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÅÒŒÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙ, ÔÏ ÓÕ- ÝÅÓÔŒÕÅÔ ÆÕÎËÃÉÑ fi, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑ u^′ Œ v^′, Á u^{′′} Œ v^{′′}. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ s Ë l_ø ÄÁÅÔ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ v^′ É v^{′′}, ËÏÔÏÒÙÅ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÄÏÌÖÎÙ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÈ Ó s ÐÁÒ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ, ÚÎÁÑ s É n. úÁÐÕÓÔÉÍ ÐÒÏÃÅÓÓ ÅÇÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ (u; v) | ÐÅÒŒÁÑ ÐÏÑŒÉŒÛÁÑÓÑ ÐÁÒÁ. åÓÌÉ u = x, ÔÏ ÍÙ ÚÎÁÅÍ x É ŒÙÄÁčÍ ÅÇÏ. éÎÁÞÅ v = y É ÍÙ ŒÙÄÁÅÍ y. äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÂÉÔ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÎÁÍ ÎÕÖÅÎ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÎÑÔØ, ËÁËÏÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓÌÕÞÁÅŒ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ. ▷

260 œÙÞÉÓÌÉÔÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) → z (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(log n), ÇÄÅ n ÎÁÉÂÏÌØ- ÛÁÑ ÉÚ ÄÌÉÎ x; y). [õËÁÚÁÎÉÅ. ïÎÁ ÔÁËÁÑ ÖÅ, ËÁË É Õ ÚÁÄÁÞÉ z ∨ (x ∧ (y → z)). üÔÏ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÍ ÖÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÞÔÏ É ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ.]

[òÅÛÅÎÉÅ. îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÅÄSSÑŒÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ ŒÓÐÏÍÏ- ÇÁÔÅÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, É ÄÒÕÇÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ É ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÍÕ ÏÔ n ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÉÎÆÏÒ- ÍÁÃÉÉ ÄÁÅÔ ÒÅÛÅÎÉÅ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ

óÎÁÞÁÌÁ ÐÒÅÄSSÑŒÉÍ ÐÅÒŒÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÑŒÌÑ- ÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) Œ z. òÅÛÅÎÉÑ ÖÅ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ | ÜÔÏ ÓÌÏŒÏ z É ÐÁÒÙ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÅ ÉÚ x É ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÐÅÒÅŒÏÄÑ- ÝÅÊ y Œ z. åÓÌÉ ÄÁÎÎÏÅ ÎÁÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÅÓÔØ ÓÌÏŒÏ z, ÔÏ ÍÙ ŒÙÄÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ: ÎÅ ÞÉÔÁÑ ÄÁÎÎÏÊ ÎÁÍ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÐÅÞÁÔÁÔØ z. åÓÌÉ ÖÅ ÄÁÎÎÏÅ ÎÁÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÅÓÔØ ÓÌÏŒÏ x É ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ, ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ y Œ z, ÔÏ ÍÙ ŒÙÄÁÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ: ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÄÁÎÎÏÅ ÎÁÍ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) Ë x, ÐÏÌÕÞÁÑ ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ y. úÁÔÅÍ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÕÀ y Œ z Ë ÎÁÊÄÅÎÎÏÍÕ y.

ôÅÐÅÒØ ÐÒÅÄSSÑŒÉÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÞÉÓÌÕ n É ÅÝÅ ÏÄÎÏÍÕ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÍÕ ÂÉÔÕ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÎÁÈÏÄÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ŒÓÐÏÍÏÇÁÔÅÌØ- ÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.

ðÕÓÔØ s ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) → z. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ fi : S → S ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ l_ø , ŒÙÞÉÓÌÑÀÝÕÀ ÜÔÕ ÆÕÎËÃÉÀ. îÁÚÏŒÅÍ ÔÒÏÊËÕ (u; v; w) ∈ S × S × S ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÊ Ó s, ÅÓÌÉ [s](l_ø ) = w ÄÌÑ ŒÓÅÈ fi ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ fi(u) = v.

ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÔÒÏÊËÁ (x; y; z) ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÁ Ó s. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÈ Ó s ÔÒÏÅË ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ, ÚÎÁÑ s É n. úÁÐÕÓÔÉÍ ÐÒÏÃÅÓÓ ÅÇÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ (u; v; w) | ÐÅÒŒÁÑ ÐÏÑŒÉŒÛÁÑÓÑ ÔÒÏÊËÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ.

ðÅÒŒÙÊ ÓÌÕÞÁÊ: w = z. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÚÎÁÅÍ z É ŒÙÄÁčÍ ÅÇÏ.

œÔÏÒÏÊ ÓÌÕÞÁÊ: w ≠ z. ðÏËÁÖÅÍ, ËÁË Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÊÔÉ x É ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ y → z. óÌÏŒÏ x ÒÁŒÎÏ u. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ u ÎÅ ÂÙÌÏ ÒÁŒÎÏ x, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÌÁ ÂÙ ÆÕÎËÃÉÑ fi, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÁÑ x Œ y, a u Œ v. ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÅ ÔÒÏÊËÉ (x; y; z) É (u; v; w) ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ Ó s, ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ s Ë l_ø ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÁŒÁÔØ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ w É z. á ÜÔÏ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÐÏÓËÏÌØËÕ w ≠ z.

îÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ, ËÁË, ÉÍÅÑ y, ÎÁÊÔÉ z. óÌÏŒÏ x ÍÙ ÕÖÅ ÎÁÛÌÉ. ðÒÏÄÏÌÖÁÅÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÅ ÔÒÏÊËÉ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÎÅ ÎÁÊÄÅÍ ÔÒÏÊËÕ, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÅÒŒÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÒÁŒÎÁ x, Á ŒÔÏÒÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÒÁŒÎÁ y (ÔÁËÁÑ ÔÒÏÊËÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ (x; y; z)). íÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÎÎÁÑ ÔÒÏÊËÁ É ÅÓÔØ ÉÓÈÏÄÎÁÑ. äÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÂÙÌÁ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÁÑ Ó s ÔÒÏÊËÁ ŒÉÄÁ (x; y; w), ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÊ, ÔÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ s Ë l_ø , ÇÄÅ fi | ÌÀÂÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÁÑ x Œ y ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÄÁŒÁÔØ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÄŒÁ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒÁ z É w.

äÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ ÂÉÔ ÎÁÍ ÎÕÖÅÎ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÎÑÔØ, ËÁËÏÊ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓÌÕÞÁÅŒ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ.]

Theorem 214. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ((x → y) → y) → (x ∨ y) ÒÁŒÎÁ min(K(x|y); K(y|x)) (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(log n), ÇÄÅ n | ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÉÚ ÄÌÉÎ x; y.) œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ x; y ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ É ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ n, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÁ n.

◁ ìÅÇËÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ((x → y) → y) → (x ∨ y) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ KS (y|x) (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(1)): ÉÍÅÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ p, ÐÅÒÅÒÁÂÁÔÙŒÁÀÝÕÀ x Œ y, Á ÔÁËÖÅ ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ s ÚÁÄÁÞÉ (x → y) → y, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ y ËÁË [s](p).

äÏËÁÖÅÍ ÔÅÐÅÒØ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ((x → y) → y) → (x ∨ y) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÔÁËÖÅ K(x|y) (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(log n)). äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕÓÔÁÎÏŒÉÔØ, ÞÔÏ ÉÍÅÑ ÔÒÏÊËÕ, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ n, ÌÀÂÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ p, ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÝÅÊ y Œ x, É ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÛÅÎÉÑ s ÚÁÄÁÞÉ (x → y) → y, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ x ÉÌÉ y. ðÕÓÔØ S ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n. ëÁË É Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ, ÎÁÚÏŒÅÍ ÐÁÒÕ (u; v) ∈ S × S ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÏÊ Ó s, ÅÓÌÉ [s](l_ø ) = v ÄÌÑ ŒÓÅÈ fi : S → S ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ fi(u) = v.

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ Õ ÌÀÂÙÈ ÄŒÕÈ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÈ Ó s ÐÁÒ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ÐÅÒŒÙÅ ÉÌÉ ŒÔÏÒÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ ÐÅÒŒÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ŒÓÅÈ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÈ ÐÁÒ ÒÁŒ- ÎÙ x, ÌÉÂÏ ŒÔÏÒÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ ŒÓÅÈ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÈ ÐÁÒ ÒÁŒÎÙ y (ÌÉÂÏ É ÔÏ, É ÄÒÕÇÏÅ). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÏÐÕÓÔÉÍ ÉÍÅÀÔÓÑ ÄŒÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÅ Ó s ÐÁÒÙ (u^′; v^′), (u^{′′}; v^{′′}) Õ ÐÅÒŒÏÊ ÉÚ

ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒŒÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ u^′ ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ x, Á Õ ŒÔÏÒÏÊ | ŒÔÏÒÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ v^{′′} ÏÔÌÉÞÎÁ ÏÔ y. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÅÝÅ É ÐÁÒÕ (x; y), ÔÁËÖÅ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÕÀ Ó s. ôÏÇÄÁ ËÁËÉÅ-ÔÏ ÄŒÅ ÉÚ ÜÔÉÈ ÔÒÅÈ ÐÁÒ ÉÍÅÀÔ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÒÁÚÎÙÅ ÐÅÒŒÙÅ É ŒÔÏÒÙÅ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÙ: ÅÓÌÉ v^′ ≠ y, ÔÏ ÔÁËÉÍÉ ÐÁÒÁÍÉ ÂÕÄÕÔ (x; y) É (u^′; v^′); ÅÓÌÉ u^{′′} ≠ x, ÔÏ ÉÍÉ ÂÕÄÕÔ (x; y) É (u^{′′}; v^{′′}); ÎÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ v^′ = y É u^{′′} = x, ÔÏ ÉÍÉ ÂÕÄÕÔ (u^′; v^′) É (u^{′′}; v^{′′}).

éÍÅÑ n, p É s ÎÁÊÄÅÍ ÐÅÒŒÕÀ ÐÁÒÕ (u; v), ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÕÀ Ó s. úÁÔÅÍ ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÐÏÉÓË ÄÒÕÇÉÈ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÈ Ó s ÐÁÒ É ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ ÚÁÐÕÓÔÉÍ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ p ÎÁ ŒÈÏÄÅ v. ëÁË ÔÏÌØËÏ ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ÄÒÕÇÕÀ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÕÀ Ó s ÐÁÒÕ (u^′; v^′) ÉÌÉ ÖÅ ÏÂÎÁÒÕÖÉÍ, ÞÔÏ [p](v) = u, ÍÙ ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ. œ ÐÅÒŒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÚÎÁÅÍ x ÉÌÉ y: ÅÓÌÉ v^′ ≠ v ÔÏ x = u, Á ÅÓÌÉ u^′ ≠ u, ÔÏ y = v. œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ËÏÇÄÁ [p](v) = u) ÍÙ ÚÎÁÅÍ x, ÐÏÓËÏÌØËÕ x = u. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÓÌÏŒÏ x ÎÅ ÓÏŒÐÁÄÁÌÏ Ó u, ÔÏ ÔÏÇÄÁ ÓÌÏŒÏ y ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÓÏŒÐÁÄÁÔØ Ó v, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ u = [p](v) = [p](y) = x. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÍÙ ÚÁËÏÎÞÉÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ: ŒÅÄØ ÅÓÌÉ ÎÅÔ ÎÉËÁËÉÈ ÄÒÕÇÉÈ ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÙÈ Ó s ÐÁÒ, ËÒÏÍÅ (u; v), ÔÏ ÐÁÒÁ (u; v) ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó (x; y), Á ÚÎÁÞÉÔ [p](v) = u.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ((x → y) → y) → (x ∨ y) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÍÅÎØÛÅ min{K(y|x); K(x|y)}. ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÄÁÎÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ p, ÒÅÛÁÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÕ ((x → y) → y) → (x ∨ y). éÍÅÑ p ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÍ ÐÁÒÕ ÐÒÏÇÒÁÍÍ (r_1; r_2), ÔÁËÕÀ, ÞÔÏ ÌÉÂÏ r_1 ÎÁ ŒÈÏÄÅ x ŒÙÄÁÅÔ y, ÌÉÂÏ r_2 ÎÁ ŒÈÏÄÅ y ŒÙÄÁÅÔ x (ÎÏ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÎÅ ÂÕÄÅÍ ÚÎÁÔØ, ËÁËÏÊ ÉÚ ÓÌÕÞÁÅŒ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ).

íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ Œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ s ÚÁÄÁÞÉ (x → y) → y ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ p ŒÙÄÁÅÔ ÌÉÂÏ ÐÁÒÕ [0; x], ÌÉÂÏ ÐÁÒÕ [1; y]. âÕÄÅÍ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ p Ë ÐÒÏÇÒÁÍÍÁÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ŒÉÄÁ. œÙÂÅÒÅÍ ÌÀÂÕÀ ÐÁÒÕ A; B ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÈ ÎÅÏÔÄÅÌÉÍÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ N. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ i É ÌÀÂÙÈ ÓÌÏŒ u; v ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ q_i(u; v): ÐÏÌÕÞÉŒ ÎÁ ŒÈÏÄ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ s ÚÁÐÕÓÔÉÔØ ÅÅ ÎÁ ŒÈÏÄÅ u É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ A É B; ÅÓÌÉ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ s ÏÓÔÁÎÏŒÉÌÁÓØ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ v, ÔÏ ŒÙÄÁÔØ v É ÚÁËÏÎÞÉÔØ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ; ÅÓÌÉ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔÓÑ, ÞÔÏ i ∈ A, ÔÏ ÔÁËÖÅ ŒÙÄÁÔØ v É ÏÓÔÁÎÏŒÉÔØÓÑ; ÎÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔÓÑ, ÞÔÏ i ∈ B É ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ s ÚÁËÏÎÞÉÌÏÓØ, ÔÏ ŒÙÄÁÔØ [s](u) É ÏÓÔÁÎÏŒÉÔØÓÑ (ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ s ÎÅ ÒÁŒÅÎ v). ðÅÒŒÁÑ É ÔÒÅÔØÑ ÁÌØÔÅÒÎÁÔÉŒÁ ÍÏÇÕÔ ÏÂÅ ÏÓÕÝÅÓÔŒÉÔØÓÑ, ÎÁÛÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ Œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÂÎÁ- ÒÕÖÉÔÓÑ ÒÁÎØÛÅ. (ðÅÒŒÁÑ É ŒÔÏÒÁÑ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÔÏÖÅ ÍÏÇÕÔ ÏÓÕÝÅÓÔŒÉÔØÓÑ ÏÂÅ, ÎÏ ŒÙÈÏÄ ŒÓÅ ÒÁŒÎÏ Œ ÎÉÈ ÏÄÉÎÁËÏŒ.) åÓÌÉ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ s ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ u → v, ÔÏ ŒÏ ŒÓÅÈ ÔÒÅÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ŒÙÄÁÓÔ v. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎÁ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÏÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ s Ë u ËÏÇÄÁ-ÎÉÂÕÄØ ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ v. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ŒÓÅÈ i; u; v ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ q_i(u; v) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ (u → v) → v. ðÏÌØÚÕÑÓØ ÇÌÁŒÎÏÓÔØÀ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÓÔÉ ÆÕÎËÃÉÉ U, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ i; u; v → q_i(u; v) ŒÙÞÉÓÌÉÍÏ.

ðÏÌÅÚÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍ ŒÉÄÁ q_i(u; v) ÓÏÓÔÏÑÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: ÅÓÌÉ i ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ A, ÔÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ q_i(u; y) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) → y ÐÒÉ ŒÓÅÈ u. á ÅÓÌÉ i ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ B, ÔÏ ÎÁÏÂÏÒÏÔ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ q_i(x; v) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) → y ÐÒÉ ŒÓÅÈ v. ðÅÒŒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÄÁÅÔ ÎÁÍ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ, ÉÍÅÑ p É y ÉÓËÁÔØ x ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÅÍ A É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÐÒÉÍÅÎÑÅÍ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ p ËÏ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÍ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁÍ ŒÉÄÁ q_i(u; y), ÇÄÅ i ∈ A, Á u | ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ. ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ p Ë ÌÀÂÏÊ ÔÁËÏÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ ÄÏÌÖÎÏ ÏÓÔÁÎÏŒÉÔØÓÑ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ [0; x] ÉÌÉ [1; y]. åÓÌÉ ÄÌÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÊ ÐÁÒÙ i; u ÎÁÍ ÐÏŒÅÚÅÔ, É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÏËÁÖÅÔÓÑ [0; x], ÔÏ ÍÙ ÕÚÎÁÅÍ x (Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÐÏŒÅÚÌÏ, ÍÙ ÐÏÊÍÅÍ, ÕŒÉÄÅŒ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÒÁŒÎÁ 0).

óÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ŒÔÏÒÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ, ÍÏÖÎÏ, ÉÍÅÑ p É x, ÉÓËÁÔØ y: ÎÁ

ÜÔÏÔ ÒÁÚ ÐÏÉÓË ÂÕÄÅÔ ÕÓÐÅÛÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ i ∈ B É ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ v ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ p ÎÁ ŒÈÏÄÅ q_i(x; v) ŒÙÄÁÅÔ ÐÁÒÕ ÓÏ ÐÅÒŒÏÊ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÏÊ 1.

ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÄŒÕÈ ÓÌÕÞÁÅŒ ÎÁÍ ÐÏŒÅÚÅÔ, ÔÏ ÅÓÔØ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ i ∈ A É u, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ p ÎÁ ŒÈÏÄÅ q_i(u; y) ŒÙÄÁÅÔ [0; x] ÉÌÉ cÕÝÅÓÔŒÕÀÔ i ∈ B É v, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ p ÎÁ ŒÈÏÄÅ q_i(x; v) ŒÙÄÁÅÔ [1; y]. ðÒÉ ÜÔÏÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ u ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÓÌÏŒÏ x, Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ v ÓÌÏŒÏ y. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ŒÓÅÈ ŒÏÏÂÝÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ i ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ p ÎÁ ŒÈÏÄÅ q_i(x; y) ŒÙÄÁÅÔ [0; x] ÉÌÉ [1; y], ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ q_i(x; y) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ (x → y) → y. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ

{i ∈ N | [p](q_i(x; y)) = [1; y]}

ÒÁÚÒÅÛÉÍÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÏÔÄÅÌÑÔØ A ÏÔ B. üÔÏ É ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÏÄÎÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÎÁÛÅÇÏ ŒÅÚÅÎÉÑ. ▷

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÐÕÎËÔÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ ÐÒÅÄSSÑŒÉÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÅÛÁÅÔ ÚÁÄÁÞÕ

(((x → y) → y) → (x ∨ y)) → ((x → y)~∨(y → x))

ÄÌÑ ŒÓÅÈ x; y ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n.

œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 211 ŒÁÖÎÕÀ ÒÏÌØ ÉÇÒÁÀÔ ÚÁÄÁÞÉ, ÐÏÄÏÂÎÙÅ ÚÁÄÁÞÅ ((x → y) → y) → (x ∨ y).

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ k ⩾ 2 ÓÌÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ u_1; : : : ; u_k. ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ ÄÁÎÙ ÄŒÁ ÎÅÐÕÓÔÙÈ ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒÁ I; J ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ {1; : : : ; k}. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÚÁÄÁÞÕ

((X → Y ) → Y ) → Z;

ÇÄÅ X ÅÓÔØ ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ ÓÉÎÇÌÅÔÏÎÏŒ u_i, i ∈ I, (ÔÏ ÅÓÔØ, ÐÏÐÒÏÓÔÕ ËÏÒÔÅÖ ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÏŒ), Y | ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ ÓÉÎÇÌÅÔÏÎÏŒ u_i, j ∈ J, Á Z | ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ ŒÓÅÈ ÓÉÎÇÌÅÔÏÎÏŒ u_1; : : : ; u_k. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÐÒÉ k = 2, I = {1}, J = {2} ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÕÖÅ ÉÚÕÞÅÎÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ((u_1 → u_2) → u_2) → (u_1 ∨ u_2).

Theorem 215. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ((X → Y ) → Y ) → Z ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÉÚ ÕÓÌÏŒ- ÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÓÌÏŒ u_i ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÏŒÁÈ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ u_1; : : : ; u_k (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log n), ÇÄÅ n ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÉÚ ÄÌÉÎ u_1; : : : ; u_k).

◁ îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ k ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ ÓÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÐÒÏ- ÇÒÁÍÍÙ p, ÒÅÛÁÀÝÅÊ ÚÁÄÁÞÕ ((X → Y ) → Y ) → Z ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÅ i ⩽ k, ÞÔÏ i-ÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏ p, ËÏÒÔÅÖÕ ÓÌÏŒ u_1; : : : ; u_k Ó ÐÒÏÐÕÝÅÎÎÙÍ ÓÌÏŒÏÍ u_i É ÐÏ n ÎÁÈÏÄÉÔ u_i. îÁÍ ÂÕÄÅÔ ÕÄÏÂÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞÉ Z ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÐÁÒ ⟨i; u_i⟩, ÇÄÅ i ⩽ k, Á ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞÉ Y ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ ÔÁËÉÈ ÖÅ ÐÁÒ ÐÒÉ i ∈ J.

ðÕÓÔØ ÄÁÎÏ ÒÅÛÅÎÉÅ p ÚÁÄÁÞÉ ((X → Y ) → Y ) → Z. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ Œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ë ÌÀÂÏÍÕ ÒÅÛÅÎÉÀ q ÚÁÄÁÞÉ (X → Y ) → Y ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ p ŒÙÄÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÁÒÕ ŒÉÄÁ ⟨i; u_i⟩. âÕÄÅÍ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ p Ë ÐÒÏÇÒÁÍÍÁÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ŒÉÄÁ. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÌÀÂÕÀ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÕÀ ŒÙÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ T : N×N → N. ðÕÓÔØ j ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É ÐÕÓÔØ v = ⟨v_1; : : : ; v_k⟩ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÏÒÔÅÖ ÓÌÏŒ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÊÓÑ ÏÔ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ËÏÒÔÅÖÁ u = ⟨u_1; : : : ; u_k⟩ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ Œ ÏÄÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ. ðÏ j É v ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ q_j (v), ÑŒÌÑÀÝÕÀÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ

(X → Y ) → Y;

ÐÒÉ ÔÏÍ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ËÏÒÔÅÖÉ u É v ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ Œ i-ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ É T (j; j) = i ÉÌÉ ŒÏŒÓÅ ÎÅ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ (Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ ŒÁÖÎÏ, ÞÅÍÕ ÒÁŒÎÏ T (j; j) É ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÌÉ ÏÎÏ). þÔÏÂÙ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ, ÚÁÞÅÍ ÎÁÍ ÎÕÖÎÁ ÔÁËÁÑ ÓÔÒÁÎÎÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ, ÐÒÏÄÏÌÖÉÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ, ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉŒ, ÞÔÏ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ.

áÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÉÓËÁ u_i ÐÏ ÄÁÎÎÙÍ p; n É ËÏÒÔÅÖÕ u Ó ÐÒÏÐÕÝÅÎÎÙÍ u_i ÄÅÊÓÔŒÕÅÔ ÔÁË. íÙ ÐÅÒÅÂÉÒÁÅÍ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ËÏÒÔÅÖÉ v, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÏÔ ËÏÒÔÅÖÁ u ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ Œ i-ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ, É ÐÅÒÅÂÉÒÁÅÍ ŒÓÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ j. åÓÌÉ ÍÙ ÏÂÎÁÒÕÖÉÍ, ÞÔÏ T (j; j) = i É ÐÅÒŒÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ p ÎÁ ŒÈÏÄÅ q_j(v) ÔÁËÖÅ ÒÁŒÎÁ i, ÔÏ ÍÙ ÕÚÎÁ«ÅÍ u_i. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ q_j(v) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ (X → Y ) → Y , ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ p Ë ÐÒÏÇÒÁÍÍÅ q_j (v) ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÚÁËÏÎÞÉÔÓÑ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Y .

íÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ i ⩽ k ÎÁÍ ÐÏŒÅÚčÔ É ÜÔÏ ÓÌÕÞÉÔÓÑ. ôÏ ÅÓÔØ, ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ v; j, ÞÔÏ T (j; j) = i É ÐÅÒŒÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÐÁÒÙ [p](q_j (v)) ÒÁŒÎÁ i. äÅÊ- ÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ v ŒÏÚØÍčÍ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ËÏÒÔÅÖ u (ÐÅÒÅÂÏÒ ÒÁÚÎÙÈ v ÎÁÍ ŒÓč ÒÁŒÎÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÏÒÔÅÖÁ u ÍÙ ÃÅÌÉËÏÍ ÎÅ ÚÎÁÅÍ). ðÅÒŒÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÒÅÚÕÌØÔÁ- ÔÁ ÒÁÂÏÔÙ p ÎÁ ŒÈÏÄÅ q_j(u) ÐÒÉ ŒÓÅÈ j ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ 1; : : : ; k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ŒÙ- ÞÉÓÌÉÍÕÀ ÆÕÎËÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÏÔÏÂÒÁÖÁÅÔ j Œ ÐÅÒŒÕÀ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÕ ÐÁÒÙ [p](q_j (u)). ðÕÓÔØ l ÅÓÔØ ÎÏÍÅÒ ÜÔÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ T , ÔÏ ÅÓÔØ T (l; j) = (ÐÅÒŒÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ [p](q_j (u))). ôÏÇÄÁ ÐÒÉ j = l ÐÅÒŒÁÑ ËÏÍÐÏÎÅÎÔÁ ÐÁÒÙ [p](q_j (u) ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÁ T (j; j).

ïÓÔÁÌÏÓØ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ, ËÁË ÖÅ ÒÁÂÏÔÁÅÔ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ q_j (v). ðÏÌÕÞÉŒ ÎÁ ŒÈÏÄ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ s, ÚÁÐÕÓÔÉÍ ÅÅ ÎÁ ŒÈÏÄÅ V_I , ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ ŒÓÅÈ ÞÌÅÎÏŒ ËÏÒÔÅÖÁ v Ó ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍÉ ÉÚ I, É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÑÅÍ T (j; j). œ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÉÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ É Ó ËÁËÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÚÁËÏÎÞÁÔÓÑ, ÍÙ ÄÅÌÁÅÍ ÏÄÎÏ ÉÚ ÔÒčÈ.

(1) åÓÌÉ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ s ÏÓÔÁÎÏŒÉÌÁÓØ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ŒÉÄÁ ⟨i; v_i⟩, ÇÄÅ i ∈ J, ÔÏ ŒÙÄÁčÍ [i; v_i] É ÚÁËÁÎÞÉŒÁÅÍ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ. åÓÌÉ s ÂÙÌÏ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ X → Y , Á ËÏÒÔÅÖÉ u É v ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ Œ ÏÄÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ, ÔÏ ÔÏ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉ- ÎÁÄÌÅÖÉÔ Y . äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ u É v ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ, ÉÌÉ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ Œ i-ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ, ÔÏ ÜÔÏ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. á ÉÎÁÞÅ V_I = X É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ s ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Y .

(2) åÓÌÉ ÏÂÎÁÒÕÖÉÔÓÑ, ÞÔÏ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ T (j; j) ÏÓÔÁÎÏŒÉÌÏÓØ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ i ∈ J, Á ÔÁËÖÅ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ s ÎÁ ŒÈÏÄÅ V_I ÚÁËÏÎÞÉÌÏÓØ, ÔÏ ŒÙÄÁÅÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ s É ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÍÓÑ. åÓÌÉ s ÂÙÌÏ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ X → Y , É ËÏÒÔÅÖÉ u É v ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ŒÅÚÄÅ, ËÒÏÍÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ, i-ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ, ÔÏ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Y , ÐÏÓËÏÌØËÕ V_I = X.

(3) îÁËÏÎÅÃ, ÅÓÌÉ ŒÙÞÉÓÌÅÎÉÅ T (j; j) ÏÓÔÁÎÏŒÉÌÏÓØ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ i, ÇÄÅ i ∈ I, ÔÏ ŒÙÄÁÅÍ ÐÁÒÕ ÌÀÂÕÀ ÐÁÒÕ ⟨l; v_l⟩, ÇÄÅ l ∈ J É ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÍÓÑ. œÙÄÁÎÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Y , ÅÓÌÉ ËÏÒÔÅÖÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ ŒÅÚÄÅ ËÒÏÍÅ, ŒÏÚÍÏÖÎÏ, i-ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÙ. ▷ ôÅÐÅÒØ ÅÝč ÏÂÏÂÝÉÍ ÜÔÕ ÔÅÏÒÅÍÕ. ðÕÓÔØ ÏÐÑÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ ËÏÒÔÅÖ ÓÌÏŒ u = u_1; : : : ; u_k.

ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÉÓÌÏ N ÎÅÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÁÒ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ {1; : : : ; k}:

I_l ∩ J_l = ∅; I_l; J_l ⊂ {1; : : : ; k}:

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ l ⩽ N ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÚÁÄÁÞÉ X_l É Y_l, ËÁË ÒÁÎØÛÅ, ÔÏ ÅÓÔØ, X_l ÅÓÔØ ËÏÎSSÀÎËÃÉÑ ÓÉÎÇÌÅÔÏÎÏŒ u_j ÄÌÑ j ∈ I_l, Á Y_l | ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ ÓÉÎÇÌÅÔÏÎÏŒ u_l ÄÌÑ j ∈ J_l. é ÐÕÓÔØ Z | ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ ŒÓÅÈ ÓÉÎÇÌÅÔÏÎÏŒ u_1; : : : ; u_k. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÅÐÅÒØ ÚÁÄÁÞÕ ( ((X_1 → Y_1) → Y_1) ∧ · · · ∧ ((X_N → Y_N ) → Y_N ) ) → Z:

Theorem 216. [th-crit-impl] CÌÏÖÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÔÁËÖÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÉÚ ÕÓÌÏŒÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÓÌÏŒ u_i ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÏŒÁÈ ÉÚ ÎÁÂÏÒÁ u_1; : : : ; u_k (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log n), ÇÄÅ n ÅÓÔØ ÎÁÉÂÏÌØÛÁÑ ÉÚ ÄÌÉÎ u_1; : : : ; u_k).

◁ äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÐÏŒÔÏÒÑÅÔ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ l ⩽ N, ËÁÖÄÏÇÏ j ∈ N É ËÁÖÄÏÇÏ ËÏÒÔÅÖÁ v = v_1; : : : ; v_k, ÏÔÌÉÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÏÔ ËÏÒ- ÔÅÖÁ u ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ Œ ÏÄÎÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ, ÍÙ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÍÏÖÅÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ q_{lj} (v), Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ. ïÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÚÁÄÁÞÉ

(X_l → Y_l) → Y_l;

ÅÓÌÉ T (j; j) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ É ÒÁŒÎÏ ÔÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ, ÇÄÅ ËÏÒÔÅÖÉ u É v ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ, ÉÌÉ ÅÓÌÉ v = u (Œ ÐÏÓÌÅÄÎÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅŒÁÖÎÏ, ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÌÉ É ÞÅÍÕ ÒÁŒÎÏ T (j; j)).

ðÒÉ ÌÀÂÏÍ i ⩽ k ÍÏÖÎÏ ÏÐÑÔØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÉÓËÁ u_i, ÅÓÌÉ ÄÁÎÁ ÌÀÂÁÑ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ p ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ( ((X_1 → Y_1) → Y_1) ∧ · · · ∧ ((X_N → Y_N ) → Y_N ) ) → Z;

Á ÔÁËÖÅ ÄÁÎÙ n É ŒÓÅ ÞÌÅÎÙ ËÏÒÔÅÖÁ u, ËÒÏÍÅ i-ÏÇÏ. ðÒÉÍÅÎÑÅÍ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ p Ë ËÏÒÔÅÖÕ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍÕ ÉÚ ÐÒÏÇÒÁÍÍ q_{1j} (v), : : : , q_{Nj} (v). œ ËÁÞÅÓÔŒÅ v ÐÒÏÂÕÅÍ ŒÓÅ ËÏÒÔÅÖÉ, ÏÔÌÉÞÁÀ- ÝÉÅÓÑ ÏÔ u ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ Œ i-ÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ, Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ j ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÞÔÏ T (j; j) = i. åÓÌÉ ÎÁÍ ÐÏŒÅÚčÔ É ÄÌÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ ÔÁËÏÊ ÐÁÒÙ v; j ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ p ÏÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ É ŒÙÄÁÓÔ i, ÔÏ ÍÙ ÎÁÊÄčÍ u_i. ôÁË ÖÅ, ËÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ i ⩽ k, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÔÁËÉÅ v; j ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ, ÐÒÉÞÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ v ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÓÁÍ ËÏÒÔÅÖ u. ▷

ðÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÚÁÄÁÞÁÍ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÍ Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅ- ÍÅ, ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑÍÉ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÔÁË ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÙ ŒÉÄÁ ( ((P_1 → Q_1) → Q_1) ∧ · · · ∧ ((P_N → Q_N ) → Q_N ) ) → R;

ÇÄÅ R ÅÓÔØ ÄÉÚSSÀÎËÃÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ s_1; : : : ; s_k, P_l | ËÏÎSSÀÎËÃÉÉ, Á Q_l | ÄÉÚSSÀÎËÃÉÉ ËÁËÉÈ-ÔÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÐÒÉÞčÍ P_l É Q_l ÎÅ ÉÍÅÀÔ ÏÂÝÉÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ l. ëÒÉÔÉÞÅÓËÉÅ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ ÎÅŒÙŒÏÄÉÍÙ Œ IPC (ÞÔÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, Á ÔÁËÖÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÄÏËÁÚÁÎÏ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÏÄÅÌÅÊ ëÒÉÐËÅ). âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÏÎÉ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÕÎÉŒÅÒÓÁÌØÎÙÍÉ ÎÅŒÙŒÏÄÉÍÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ.

Theorem 217. [th-medvedev] äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅŒÙŒÏÄÉÍÏÊ Œ IPC ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ A(t_1; : : : ; t_m) ÓÏ ÓŒÑÚËÁÍÉ ∧; ∨; → ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÞÉÓÌÏ k, ÆÏÒÍÕÌÙ T_1; : : : ; T_m Ó ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ s_1; : : : ; s_k É ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ J(s_1; : : : ; s_k) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ

A(T_1; : : : ; T_m) → J

ŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ IPC. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÆÏÒÍÕÌÙ T_1; : : : ; T_m ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÔÏÌØËÏ ÓŒÑÚËÉ ∧; ∨.

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÞÉÓÔÏ ÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ŒÙÈÏÄÉÔ ÚÁ ÒÁÍËÉ ÎÁÛÅÊ ËÎÉÇÉ. éÎÔÅÒÅ- ÓÕÀÝÅÇÏÓÑ ÞÉÔÁÔÅÌÑ ÍÙ ÏÔÓÙÌÁÅÍ Ë ÒÁÂÏÔÅ [9], Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÐÒÉŒÅÄÅÎÏ ÐÏÌÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. éÓÐÏÌØÚÕÑ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁËÏÎÅÃ ÄÏËÁÚÁÔØ ÔÅÏÒÅÍÕ 211.

◁ ðÏ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÞÉÓÌÏ k, ÆÏÒÍÕÌÙ T_1; : : : ; T_m Ó ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ s_1; : : : ; s_k É ÓŒÑÚËÁÍÉ ∧; ∨ É ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÒÉÔÉÞÅÓËÁÑ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ J(s_1; : : : ; s_k) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ A(T_1; : : : ; T_m) → J

ŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ IPC.

œÏÚØÍÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÓÌÏŒÁ u_1; : : : ; u_k ÄÌÉÎÙ n=c (ËÏÎÓÔÁÎÔÕ c ÐÏÄÂÅÒÅÍ ÐÏÚÖÅ) É ÐÏÄÓÔÁŒÉÍ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÜÔÉÍ ÓÌÏŒÁÍ, ŒÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ Œ ÆÏÒÍÕÌÙ T_1; : : : ; T_m. ðÏÓËÏÌØËÕ ÜÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÉ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÎÅÐÕÓÔÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÌÏŒ X_1; : : : ; X_m. æÏÒÍÕÌÁ A(T_1; : : : ; T_m) → J ŒÙŒÏÄÉÍÁ Œ IPC, ÐÏÜÔÏÍÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ

A(X_1; : : : ; X_m) → J(u_1; : : : ; u_k)

ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓŒÅÒÈÕ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 216 ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ J(u_1; : : : ; u_k) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n=c−O(log n). ðÏÜÔÏÍÕ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ A(X_1; : : : ; X_m) ÔÁËÖÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n=c−O(log n), ÞÔÏ ÂÏÌØÛÅ n=(2c) ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏÎÑÔØ, ÐÏÞÅÍÕ ÄÌÉÎÙ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ Œ X_1; : : : ; X_m ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÙ ÓŒÅÒÈÕ ÞÉÓÌÏÍ n ÐÒÉ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÍ ŒÙÂÏÒÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ c É ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n. ìÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ X_1; : : : ; X_m ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ ÓÌÏŒ u_1; : : : ; u_k Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÊ ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÑ v; w → [v; w] É ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÓÐÁÒÉŒÁÎÉÑ Ó ÎÕÌÅÍ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉÃÅÊ. åÓÌÉ ÄÌÉÎÁ ÓÌÏŒÁ [v; w] ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓŒÅÒÈÕ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÅÊ ÏÔ ÄÌÉÎ v; w, ÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÓÐÁÒÉŒÁÀÝÉÅ ÆÕÎËÃÉÉ Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ. ïÓÔÁÌÏÓØ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÎŒÁÒÉÁÎÔÎÏ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÚÁÍÅÎÙ ÓÐÁÒÉŒÁ- ÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ÎÁ ÄÒÕÇÕÀ, ÐÏÜÔÏÍ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÓÐÁÒÉŒÁÀÝÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ. ▷

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÐÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ 217. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÎÅÍÎÏÇÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÁÂÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÌÉÛØ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ËÏÎÔÒÍÏÄÅÌÉ ëÒÉÐËÅ Õ ÎÅŒÙŒÏÄÉÍÙÈ Œ IPC ÆÏÒÍÕÌ.

Theorem 218. ðÕÓÔØ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ �(t_1; : : : ; t_k) ÓÏ ÓŒÑÚËÁÍÉ ∧; ∨; → ÎÅŒÙ- ŒÏÄÉÍÁ Œ IPC. ôÏÇÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒ X^n_1 ; : : : ; X^n_k , ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ O(n), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ �(X^n_1 ; : : : ; X^n_k ) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n.

òÁÚÎÉÃÁ Ó ÔÅÏÒÅÍÏÊ 211 Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÔÅÐÅÒØ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÍ ÌÉÛØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÏÄÓÔÁ- ŒÌÑÅÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (Á ÎÅ ÄÌÉÎÕ ÓÌÏŒ Œ ÎÉÈ). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ ÍÙ ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÍ ÉÈ ËÏÎÅÞÎÏÓÔÉ.

◁ ðÕÓÔØ ⟨K; ⩽⟩ | ËÏÎÅÞÎÁÑ ÍÏÄÅÌØ ëÒÉÐËÅ, Œ ËÏÒÎÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÏÖÎÁ ÄÁÎÎÁÑ ÎÁÍ ÆÏÒ- ÍÕÌÁ �(t_1; : : : ; t_k). ïÂSSÑÓÎÉÍ, ËÁË ÐÏ ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ n ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X_1; : : : ; X_k.

ïÔÂÅÒÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÌÉÎ, ŒËÌÀÞÁÀÝÅÅ ÎÕÌÅŒÕÀ ÄÌÉÎÕ, ÔÁË ÞÔÏ- ÂÙ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÄÌÉÎÙ ÓÉÌØÎÏ ÒÁÚÌÉÞÁÌÉÓØ (ÓËÁÖÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ŒÄÅÓÑÔÅÒÏ) É ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ÎÅÎÕÌÅŒÙÅ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÅ ÄÌÉÎÙ ÂÙÌÉ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌØÛÅ n. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÔÁËÉÅ

ÄÌÉÎÙ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÍÉ. òÁÓÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÅ ÄÌÉÎÙ ÍÅÖÄÕ ÍÉÒÁÍÉ ÍÏÄÅÌÉ K ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ËÁÖÄÏÍÕ ÍÉÒÕ ÄÏÓÔÁÌÏÓØ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÌÉÎ, ÐÒÉÞÅÍ ÎÕÌÅŒÁÑ ÄÌÉÎÁ ÄÏÓÔÁÌÁÓØ ËÏÒÎÀ. é ÞÔÏÂÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÄÌÉÎ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ ËÁÖÄÏÍÕ ÍÉÒÕ, ÂÙÌÏ ÒÁÚÒÅÛÉÍÙÍÉ. âÕ- ÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÄÌÉÎÙ, ÏÔÎÅÓÅÎÎÙÅ Ë ÍÉÒÕ u, ÄÌÉÎÁÍÉ ÉÚ ÍÉÒÁ u, ÓÌÏŒÁ ÜÔÉÈ ÄÌÉÎ, ÓÌÏŒÁÍÉ ÉÚ ÍÉÒÁ u. ôÅÐÅÒØ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ ËÁË ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X_i, ÐÏÄÓÔÁŒÌÑÅÍÏÅ ŒÍÅÓÔÏ ÐÅÒÅÍÅÎÎÏÊ t_i. ïÎÏ ÒÁŒÎÏ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄŒÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÌÏŒ. ðÅÒŒÏÅ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÓÌÏŒ ÉÚ ÍÉÒÏŒ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÓÔÉÎÎÁ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ t_i. œÔÏÒÏÅ, ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÍÏÅ C, ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ i É ÒÁŒÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ŒÓÅÈ ÐÁÒ ŒÉÄÁ ⟨x; y⟩, ÇÄÅ x É y ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÉÚ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÍÉÒÏŒ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÏŒÏ ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ ÅÇÏ ÄÌÉÎÙ, ÓËÁÖÅÍ, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÄÅÓÑÔÏÊ ÞÁÓÔÉ ÄÌÉÎÙ. óÌÕÞÁÊÎÙÍ ÓÌÏŒÏÍ ÎÕÌÅŒÏÊ ÄÌÉÎÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÐÕÓÔÏÅ.

åÓÌÉ ÓÏÂÌÀÄÁÔØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ, ÔÏ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ C ŒÍÅÓÔÏ ÐÁÒÙ ⟨x; y⟩ ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÒÁÔØ ÅÅ ËÏÄ [x; y], Á ÐÒÉ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÄÏÐÉÓÙŒÁÔØ ÎÕÌØ ÉÌÉ ÅÄÉÎÉÃÕ Œ ÎÁÞÁÌÏ, ÞÔÏÂÙ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÒÁÚÎÏÇÏ ÐÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÑ ÎÅ ÓÍÅÛÉŒÁÌÉÓØ:

C = {[x; y] | x; y ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÉÚ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÍÉÒÏŒ};

X_i = {0x | t_i ÉÓÔÉÎÎÁ Œ ÍÉÒÅ v; Á x ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ÉÚ ÍÉÒÁ v} ∪ {1y | y ∈ C}:

ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÏŒÁ ÉÚ ÒÁÚÎÙÈ ÍÉÒÏŒ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÄÌÉÎÙ, ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÓÌÏŒÕ ÉÚ X_i ÍÏÖÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ÉÚ ËÁËÉÈ ÍÉÒÏŒ ŒÚÑÌÉÓØ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÝÉÅ ÅÇÏ ÓÌÏŒÁ.

íÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÆÏÒÍÕÌÙ � ÏÔ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ t_1; : : : ; t_k, ÞÔÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞÉ �(X_1; : : : ; X_k) ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ X_�, ËÏÔÏÒÏÅ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÐÏ ÔÏÍÕ ÖÅ ÐÒÁŒÉÌÕ, ÞÔÏ É ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ X_� ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÓÌÏŒ ÉÚ ÍÉÒÏŒ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÓÔÉÎÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ �, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÅÝÅ ÄÏÂÁ- ŒÌÅÎÏ C (ÓÏÂÌÀÄÁÑ ÔÅ ÖÅ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ É ÐÒÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ X_i). ôÏÞÎÅÅ ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ �(X_1; : : : ; X_k) ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ X_� ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÎÉÅÍ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÏÒ- ÍÕÌÙ � ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÄŒÅ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÆÕÎËÃÉÉ f; g ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÁÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ �(X_1; : : : ; X_k) Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ X_�, Á ŒÔÏÒÁÑ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ ÌÀÂÏÊ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X_� Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ �(X_1; : : : ; X_k).

åÓÌÉ � ÅÓÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ �(X_1; : : : ; X_k) É X_� ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ É ÏÂÅ ÆÕÎËÃÉÉ ÔÏÖÄÅÓÔŒÅÎÎÙ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÉÄÁ X_� ÏÐÅÒÁÃÉÉ ÎÁÄ ÚÁÄÁÞÁÍÉ ËÏÍÍÕÔÉÒÕÀÔ Ó ÏÄÎÏÉÍÅÎÎÙÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ÎÁÄ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ:

(Á) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X_� ∨ X_� ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ X_{�∨�},

(Â) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X_� ∧ X_� ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ X_{�∧�},

(Œ) ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ X_� → X_� ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ X_{�→�}.

ëÒÏÍÅ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÎÕÖÎÁ ÅÝÅ ÕÓÔÏÊÞÉŒÏÓÔØ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÎÁÄ ÚÁÄÁÞÁÍÉ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ- ÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÏÊ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÔÏ ÅÓÔØ, ÔÁËÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ: ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ U; V ÁÌ- ÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ U^′; V^′, ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ U ∨ V ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ U^′ ∨ V^′ (É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÄŒÕÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ). üÔÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÏÞÅŒÉÄÎÙ, É ÍÙ ÐÅÒÅÈÏÄÉÍ Ë ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÕ (Á), (Â) É (Œ).

(Á) ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ X_{�∨�} ÅÓÔØ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ X_� É X_�, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ X_� ∨ X_� ÌÅÇËÏ ÕËÁÚÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÉÚ X_{�∨�}. œ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ: ÅÓÌÉ

ÎÁÍ ÄÁÎ ÜÌÅÍÅÎÔ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÑ X_� É X_�, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÏÂÒÁÔØÓÑ, ËÁËÏÍÕ ÉÚ ÄŒÕÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÏÎ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ (ÉÌÉ ÏÂÏÉÍ) É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ ÅÇÏ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ X_� ∨ X_�.

(Â) ðÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ X_{�∧�} ÅÓÔØ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ X_� É X_�, Á X_{�∧�} ÅÓÔØ ÉÈ ÄÅËÁÒ- ÔÏŒÏ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÅ. ðÏ ÌÀÂÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ x ÉÚ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÌÅÇËÏ ÎÁÊÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÅËÁÒÔÏŒÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ, Á ÉÍÅÎÎÏ [x; x]. œ ÏÂÒÁÔÎÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ: ÐÕÓÔØ ÎÁÍ ÄÁÎ ÜÌÅÍÅÎÔ [x; y] ÉÚ ÄÅËÁÒÔÏŒÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÑ X_� É X_�. åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏŒ x; y ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ C, ÔÏ ÏÎÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ðÕÓÔØ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ C, ÔÏ ÅÓÔØ x; y | ÜÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÉÚ ÍÉÒÏŒ u; v, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÓÔÉÎÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ � É �. ôÏÇÄÁ ÜÔÉ ÍÉÒÙ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ.

äÁÌÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÁ ÓÌÕÞÁÑ.

(1) üÔÉ ÍÉÒÙ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙ. ôÏÇÄÁ ÍÙ ÐÒÏÓÔÏ ŒÙÄÁÅÍ ÐÁÒÕ [x; y], ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ C, Á ÚÎÁÞÉÔ É ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ X_� É X_�.

(2) íÉÒÙ u; v ÓÒÁŒÎÉÍÙ, ÓËÁÖÅÍ, u ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÅÔ v. ôÏÇÄÁ Œ ÓÉÌÕ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ÉÓ- ÔÉÎÎÏÓÔÉ, ÆÏÒÍÕÌÁ � ÉÓÔÉÎÎÁ ÔÁËÖÅ Œ ÍÉÒÅ v, Á ÚÎÁÞÉÔ ÓÌÏŒÏ y ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÀ X_� É X_�.

(Œ) üÔÏ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ. îÁÍ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÉÚ X_{�→�} ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ X_� → X_� É, ÏÂÒÁÔÎÏ, ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÉÚ X_� → X_� ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ X_{�→�}. óÎÁÞÁÌÁ ÄÏËÁÖÅÍ ÐÅÒŒÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ.

ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÄÁÎÏ ÓÌÏŒÏ x ÉÚ X_{�→�}. îÁÍ ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ X_� → X_�. ðÏ ÄÒÕÇÏÍÕ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÔÁË: ÎÁÍ ÎÁÄÏ, ÉÍÅÑ x É ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ y ÉÚ X_�, ÎÁÊÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ ÉÚ X_�. åÓÌÉ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏŒ x; y ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ C, ÍÙ ŒÙÄÁÅÍ ÜÔÏ ÓÌÏŒÏ. ðÕÓÔØ ÎÉ ÏÄÎÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ C. ôÏÇÄÁ x | ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÉÒÁ u, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÉÓÔÉÎÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ � → �, Á ÓÌÏŒÏ y | ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÉÒÁ v, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÉÓÔÉÎÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ � (É ÜÔÉ ÍÉÒÙ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÁÊÔÉ, ÉÚÕÞÉŒ ÄÌÉÎÙ x; y). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÒÉ ÓÌÕÞÁÑ.

(1) åÓÌÉ ÍÉÒ v ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÅÔ ÍÉÒÕ u, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ � ÉÓÔÉÎÎÁ É Œ ÍÉÒÅ u, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ É ÆÏÒÍÕÌÁ � ÉÓÔÉÎÎÁ Œ ÍÉÒÅ u (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ � → � ÉÓÔÉÎÎÁ Œ ÍÉÒÅ u). úÎÁÞÉÔ ÓÌÏŒÏ x ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ X_�.

(2) åÓÌÉ ÍÉÒ u ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÕÅÔ ÍÉÒÕ v, ÔÏ ÆÏÒÍÕÌÁ � ÉÓÔÉÎÎÁ Œ ÍÉÒÅ v, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÎÅÍ ÉÓÔÉÎÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ � É ÉÍÐÌÉËÁÃÉÑ � → � ÉÓÔÉÎÎÁ Œ ÍÉÒÅ u. úÎÁÞÉÔ ÓÌÏŒÏ y ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ X_�.

(3) åÓÌÉ ÍÉÒÙ u É v ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙ, ÔÏ ÐÁÒÁ [x; y] ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ C, Á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ É X_�. ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏ ÌÀÂÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÉÚ X_� → X_� ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅ- ÍÅÎÔ X_{�→�}. ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÄÁÎÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ r, ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÀÝÁÑ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ ÉÚ X_� Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ ÉÚ X_�.

åÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ � → � ÉÓÔÉÎÎÁ Œ ËÏÒÎÅ, ÔÏ ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏŒÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ X_{�→�} É ÍÙ ŒÙÄÁÅÍ ÅÇÏ.

ðÕÓÔØ ÆÏÒÍÕÌÁ � → � ÌÏÖÎÁ Œ ËÏÒÎÅ. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÉÒ u, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÉÓÔÉÎÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ �, ÎÏ ÌÏÖÎÁ �. œÙÂÅÒÅÍ ÐÒÁŒÉÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕ l ÉÚ ÍÉÒÁ u, ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌØÛÕÀ ÄÌÉÎÙ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ r. íÙ ÚÎÁÅÍ, ÞÔÏ Œ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÉ ËÏ ŒÓÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÓÌÏŒÁÍ ÄÌÉÎÙ l ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ r ÏÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ É ŒÙÄÁÓÔ ÓÌÏŒÏ ÉÚ X_�. îÏ Ë ÓÏÖÁÌÅÎÉÀ ÍÙ ÎÅ ÚÎÁÅÍ, ËÁËÉÅ ÓÌÏŒÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙ, Á ËÁËÉÅ ÎÅÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ r ËÏ ŒÓÅÍ ÓÌÏŒÁÍ ÄÌÉÎÙ l. åÓÌÉ ËÁËÏÅ-ÔÏ ÓÌÏŒÏ s ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2^{l=2} ÒÁÚ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ŒÙÈÏÄÁ r, ÔÏ ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÎÕÖÎÏÅ ÓÌÏŒÏ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÎÅÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ l ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ

2^{l=2}, Á ÚÎÁÞÉÔ, ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ÒÁÚ ÓÌÏŒÏ s ÐÏÌÕÞÅÎÏ ËÁË ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ÓÌÏŒÅ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÓÌÏŒÏ x ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ X_� ⊂ X_{�→�}.

ïÂSSÑÓÎÉÍ, ÐÏÞÅÍÕ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÓÌÏŒÏ, ÉÍÅÀÝÅÅ ÔÁË ÍÎÏÇÏ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ. ðÕÓÔØ x ÌÀÂÏÅ ÓÌÕ- ÞÁÊÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ l, Á s ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ r ÎÁ ŒÈÏÄÅ x. óÌÏÖÎÏÓÔØ s ÎÅ ÐÒÅ- ŒÏÓÈÏÄÉÔ ÓÕÍÍÙ ÄÌÉÎ x É r, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÎØÛÅ 2l. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, s ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ X_�, Á, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÉÍÅÅÔ ŒÉÄ ŒÉÄ 0t ÉÌÉ 1[y; z], ÇÄÅ t; y; z ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÐÒÁŒÉÌØÎÙÈ ÄÌÉÎ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÉÎÙ t; y; z ÎÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÂÏÌØÛÅ l. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÄÌÉÎÁ t ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÓÔÒÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ l, ÔÁË ËÁË ÓÌÏŒÏ t ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÉÒÕ, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÉÓÔÉÎÎÁ �, É ÜÔÏÔ ÍÉÒ ÎÅ ÒÁŒÅÎ u (ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ � ÌÏÖÎÁ Œ u). úÎÁÞÉÔ ÄÌÉÎÁ t ÎÅ ÂÏÌØÛÅ l=10. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÓÌÏŒÁ y É z ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÄÌÉÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ Œ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÍÉÒÁÈ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÏÄÎÁ ÉÚ ÎÉÈ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ l=10. åÓÌÉ ÂÙ É ÄÒÕÇÁÑ ÄÌÉÎÁ ÔÏÖÅ ÂÙÌÁ ŒÓÅÇÄÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ l=10, ÔÏ ÔÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÒÁÂÏÔÙ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ r ÎÁ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ŒÈÏÄÁÈ ÉÍÅÌÏ ÂÙ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÎØÛÅ 2^{l=2}. á ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ËÁËÏÅ-ÔÏ ÓÌÏŒÏ ÉÍÅÌÏ ÂÙ ÂÏÌÅÅ 2^{l=2} ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ.

ðÏÓËÏÌØËÕ ŒÓč-ÔÁËÉ ÄÌÉÎÁ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÓÌÏŒ y; z ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁŒÎÁ l, ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÇÁÒÁÎ- ÔÉÒÏŒÁÔØ ÎÁÌÉÞÉÑ ÓÌÏŒÁ Ó ÔÁËÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ. ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÎÁÛÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÙŒÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. ìÉÂÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ s ÉÍÅÅÔ ÂÏÌÅÅ 2^{l=2} ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ, ÌÉÂÏ ŒÅÒÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. îÁÊÄÅÔÓÑ ÓÌÏŒÏ y ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ 2^{l=2} ÓÌÏŒ x ÄÌÉÎÙ l ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ r ÎÁ ŒÈÏÄÅ x ŒÙÄÁÅÔ ÓÌÏŒÏ ŒÉÄÁ 1[y; z] (ÉÌÉ 1[z; y]), ÇÄÅ ÄÌÉÎÁ z ÒÁŒÎÁ l. œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ y ÏÂÑÚÁÎÏ ÂÙÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÓÌÏŒÏÍ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÉÒÁ, ÎÅ ÓÒÁŒÎÉÍÏÇÏ Ó u. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÏŒ x, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ r ŒÙÄÁÅÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ 1[y; z] (ÉÌÉ 1[z; y]) ÓÌÕÞÁÊÎÏ, Á ÚÎÁÞÉÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ r ÄÏÌÖÅÎ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔØ X_�. á ÜÔÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ËÏÇÄÁ y É z ÓÌÕÞÁÊÎÙ É ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÍ ÍÉÒÁÍ. ðÏÓËÏÌØËÕ, ÓÌÏŒÏ z ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÉÒÕ u (ÅÇÏ ÄÌÉÎÁ ÒÁŒÎÁ l), ÓÌÏŒÏ y ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÉÒÕ, ÎÅ ÓÒÁŒÎÉÍÏÍÕ Ó u.

ðÒÉÍÅÎÑÑ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ r ËÏ ŒÓÅÍ ÓÌÏŒÁÍ ÄÌÉÎÙ l ÎÁÊÄÅÍ ÔÁËÏÅ ÓÌÏŒÏ s ÉÌÉ ÔÁËÏÅ y. åÓÌÉ ÒÅÁÌÉÚÏŒÁÌÓÑ ÐÅÒŒÙÊ ÓÌÕÞÁÊ É ÎÁÊÄÅÎÏ ÓÌÏŒÏ s Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍ ÐÒÏÏÂÒÁÚÏŒ, ÔÏ ÏÎÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ X_� ⊂ X_{�→�}.

œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÐÏÓÔÕÐÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÌÏŒÏ y ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÉÒÁ v, ÎÅ ÓÒÁŒÎÉÍÏÇÏ Ó u. åÓÌÉ Œ ÍÉÒÅ v ÉÓÔÉÎÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ � → �, ÔÏ ÓÌÏŒÏ y É ÅÓÔØ ÉÓËÏÍÏÅ. éÎÁÞÅ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÉÒ u_1 ŒÙÛÅ ÍÉÒÁ v, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÉÓÔÉÎÎÁ ÆÏÒÍÕÌÁ �, ÎÏ ÌÏÖÎÁ �, É ÍÏÖÎÏ ÐÏŒÔÏÒÉÔØ ŒÓÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÍÉÒÁ. œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÌÉÂÏ ÍÙ ÎÁÊÄÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ ÉÚ X_�, ÌÉÂÏ ÎÁÊÄÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÉÒÁ v_1, ÎÅ ÓÒÁŒÎÉÍÏÇÏ Ó ÍÉÒÏÍ u_1. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÉÒ v_1 ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÉÖÅ v (Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÎ ÂÙÌ ÂÙ É ÎÉÖÅ u_1). úÎÁÞÉÔ ÍÉÒ v_1 ÎÅ ÓÒÁŒÎÉÍ Ó ÍÉÒÏÍ v (Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÐÁÒÕ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÓÌÏŒ Œ ÎÅÓÒÁŒÎÉÍÙÈ ÍÉÒÁÈ É ÍÏÖÅÍ ÏÓÔÁÎÏŒÉÔØÓÑ), ÌÉÂÏ ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÛÅ ÎÅÇÏ. œÏ ŒÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ (ÍÉÒ v_1 ÓÔÒÏÇÏ ŒÙÛÅ ÍÉÒÁ v), ÅÓÌÉ ÆÏÒÍÕÌÁ � → � ÉÓÔÉÎÎÁ Œ ÍÉÒÅ v_1, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÓÔÁÎÏŒÉÔØÓÑ. á ÉÎÁÞÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏŒÔÏÒÉÔØ ŒÓÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÍÉÒÁ v_1. òÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÍÙ ÏÓÔÁÎÏŒÉÍÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÍÏÄÅÌØ ËÏÎÅÞÎÁ É ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÍÉÒÏŒ.

éÔÁË, ÍÙ ÄÏËÁÚÁÌÉ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÅÛÅÎÉÊ ÚÁÄÁÞÉ �(X_1; : : : ; X_k) ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÜËŒÉ- ŒÁÌÅÎÔÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ X_�. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ÆÏÒÍÕÌÁ � ÌÏÖÎÁ Œ ËÏÒÎÅ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÌÉÎÙ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ Œ X_� ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌØÛÅ n, ÚÎÁÞÉÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ �(X_1; : : : ; X_k) ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌØÛÅ n. ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÏÎÑÔØ, ÐÏÞÅÍÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ X_i ÍÅÎØÛÅ O(n). íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÍÏÄÅÌØ K ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÉÒ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ŒÓÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÉÓÔÉÎÎÙ (ÄÏÂÁŒÉÍ ÎÏŒÙÊ ÍÉÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÏÌØÛÅ ŒÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ, É Œ ËÏÔÏÒÏÍ ŒÓÅ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÓÔÉÎÎÙ; ÎÁ ÉÓÔÉÎÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ Œ ËÏÒ-

ÎÅ ÜÔÏÔ ÍÉÒ ÎÅ ÐÏŒÌÉÑÅÔ). ôÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ 2n ÐÒÁŒÉÌØÎÁÑ É ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÜÔÏÍÕ ÍÉÒÕ. ôÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ 2n ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ŒÓÅÍ X_i. ▷ íÙ ÏÃÅÎÉÌÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÉÈ ÚÁÄÁÞ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÉÚ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÌÏ- ÇÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÐÅÒÁÃÉÑÍÉ ∧; ∨; →. íÏÇÌÏ ÓÏÚÄÁÔØÓÑ ÏÛÉÂÏÞÎÏÅ ŒÐÅÞÁÔÌÅÎÉÅ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÊ ÚÁÄÁÞÉ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÏÊ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ {x}; {y}; : : : Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÜÔÉÈ ÏÐÅÒÁÃÉÊ ÍÏÖÎÏ ŒÙÒÁÚÉÔØ ÞÅÒÅÚ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒ x; y; : : : , ÉÈ ÐÁÒ, ÔÒÏÅË É Ô.Ä. ïÄÎÁËÏ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË. úÁÄÁÞÁ (x → z) ∧ (y → z) (ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ, ÎÁÐÏÍÎÉÍ, ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÁ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÊ ÉÚ ÕÓÌÏŒ- ÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ KS (z|x), KS (z|y)) ÕÖÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÇÒÁÎÉ ÔÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ, ÇÄÅ ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ (a → c) ∧ (b → d) ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅŒÏÚÍÏÖÎÏ: ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÄŒÅ ÞÅÔŒčÒËÉ ÓÌÏŒ ã_n; b̃_n; c̃_n; d̃_n É ā_n; b̄_n; c̄_n; d̄_n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÓÉÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ, ÏÄÎÁËÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ã_n; b̃_n; c̃_n; d̃_n ÂÌÉÚËÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ Ë ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍ ā_n; b̄_n; c̄_n; d̄_n, É ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÁÒ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ ÉÚ a; b; c; d, ÔÒÏÅË É ÓÁÍÏÊ ÞÅÔŒčÒËÉ.

261 [pr1] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ a; b; c; d ŒÙÐÏÌ- ÎÅÎÙ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ

K((a → c) ∧ (b → d)) ⩽ K(c|a) + K(d|b); K((a → c) ∧ (b → d)) ⩽ K(d|b; c) + K(c); K((a → c) ∧ (b → d)) ⩽ K(c|a; d) + K(d); K((a → c) ∧ (b → d)) ⩾ K(b; c; d|a) − K(b|a; c); K((a → c) ∧ (b → d)) ⩾ K(a; c; d|b) − K(a|b; d):

262 îÁÊÄÉÔÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÞÅÔŒčÒÏË ÓÌÏŒ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÏÔ n ÄÌÉÎÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ ÉÚ ÔÒÅÈ ŒÅÒÈÎÉÈ ÏÃÅÎÏË ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ (a → c) ∧ (b → d) ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 261 ÐÒÅŒÙÛÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÉÚ ÄŒÕÈ ÎÉÖÎÉÈ ÏÃÅÎÏË ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ o(n). [õËÁÚÁÎÉÅ. íÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ a = d É b = c, ÇÄÅ a; b | ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ n.]

Theorem 219. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ " É ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÞÅÔŒčÒÏË ÓÌÏŒ ã_n; b̃_n; c̃_n; d̃_n É ā_n; b̄_n; c̄_n; d̄_n ÌÉÎÅÊÎÏÊ (ÏÔ n) ÄÌÉÎÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (ã_n → c̃_n) ∧ (b̃_n → d̃_n) ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ "n ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (ā_n → c̄_n) ∧ (b̄_n → d̄_n). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒ ã_n; b̃_n; c̃_n; d̃_n ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ā_n; b̄_n; c̄_n; d̄_n ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ O(log n) É ÔÏ ÖÅ ÓÁÍÏÅ ŒÅÒÎÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÐÁÒ, ÔÒÏÅË É ÓÁÍÉÈ ÞÅÔŒčÒÏË. ◁ çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

óÎÁÞÁÌÁ ÓÄÅÌÁÅÍ ÐÒÏÓÔÏÅ ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ. äÌÑ ÞÅÔŒčÒËÉ ã_n; b̃_n; c̃_n; d̃_n ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÂÁ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÁ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 261, ÄÁÀÝÉÅ ÎÉÖÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ (a → c) ∧ (b → d), ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÓÔÒÏÇÉÍÉ | ÒÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ ÌÅŒÏÊ É ÐÒÁŒÏÊ ÞÁÓÔÑÍÉ ÄÏÌÖÎÁ ÂÙÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ "n. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÁÞÎÅÍ Ó ÐÏÉÓËÁ ÔÁËÏÊ ÞÅÔŒčÒËÉ. á ÚÁÔÅÍ ÍÙ ÐÏÄÂÅÒÅÍ ÄÒÕÇÕÀ ÞÅÔŒčÒËÕ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÁ ÒÁÚÎÉÃÁ ÅÓÔØ o(n).

âÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÍ ÐÏÍÏÇÌÁ ÎÁÊÔÉ ÐÒÉÍÅÒÙ ÓÌÏŒ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ ŒÙÄÅÌÑÅÔÓÑ ÏÂÝÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ. œÏÚØÍÅÍ ÐÏÌÅ ÉÚ 2^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ É ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÔÏÞËÉ, ÐÒÑÍÙÅ É ÐÌÏÓËÏÓÔÉ Œ ÔÒčÈÍÅÒÎÏÍ ÁÆÆÉÎÎÏÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔŒÅ ÎÁÄ ÜÔÉÍ ÐÏÌÅÍ. œÓÅÇÏ ÉÍÅÅÔÓÑ 2^{3n} ÔÏÞÅË. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÏ 2^{4n} (ÐÒÑÍÁÑ ÚÁÄÁÅÔÓÑ

ÐÁÒÏÊ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞÅË | 2^{6n} ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÁÑ ÐÒÑÍÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎÁ ÐÒÉÍÅÒÎÏ 2^{2n} ÓÐÏÓÏÂÁÍÉ, ÔÁË ËÁË ÓÏÄÅÒÖÉÔ 2^n ÔÏÞÅË). ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÏ 2^{3n} (ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÔÒÅÍÑ ÔÏÞËÁÍÉ | 2^{9n} ŒÁÒÉÁÎÔÏŒ, Á ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÁÑ ÐÌÏÓËÏÓÔØ ÓÏÄÅÒÖÉÔ 2^{2n} ÔÏÞÅË, ÏÎÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÉÍÅÒÎÏ 2^{6n} ÔÒÏÅË ÔÏÞÅË). œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ⟨ã; b̃⟩ ÍÙ ŒÏÚØÍčÍ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÐÁÒÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÈÓÑ ÐÒÑÍÙÈ, c̃ ÂÕÄÅÔ ÉÈ ÔÏÞËÏÊ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ, Á d̃ | ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÅ ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÏÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÞÅÔŒčÒËÉ ÏÂÅ ÎÉÖÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 261 ÒÁŒÎÙ n (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log n)).

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ KS ((ã → c̃) ∧ (b̃ → d̃)) ⩾ 1:5n

(Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log n)).

ðÕÓÔØ ‚ ÅÓÔØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ (ã → c̃) ∧ (b̃ → d̃), ÔÏ ÅÓÔØ ‚ | ÜÔÏ ÐÁÒÁ ÐÒÏÇÒÁÍÍ ⟨¸; ˛⟩, ÐÅÒŒÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ ã Œ c̃, Á ŒÔÏÒÁÑ b̃ Œ d̃. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÁÒ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ a; b ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ¸ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ a Œ ÏÂÝÕÀ ÔÏÞËÕ a É b, Á ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ ˛ ÐÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔ b Œ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ a É b. ðÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÙÈ ¸, ˛ É n ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ S. ôÁË ËÁË ÐÁÒÁ ⟨ã; b̃⟩ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ S, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÚÁËÌÀÞÉÔØ, ÞÔÏ 7n ⩽ K(ã; b̃) ⩽ K(‚) + log |S|

(Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(log log |S|)). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÁÒ Œ S ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ O(2^{5:5n}). üÔÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÌÅÍÍÙ.

ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ f | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ ÎÁ ÜÔÏÊ ÐÒÑÍÏÊ, Á g | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎËÃÉÑ, ÓÏÐÏÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÑÍÏÊ ÎÅËÏ- ÔÏÒÕÀ ÐÌÏÓËÏÓÔØ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÜÔÕ ÐÒÑÍÕÀ. ðÕÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÁÒ ÐÒÑÍÙÈ ⟨a; b⟩ ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ f(a) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ b, Á ÐÌÏÓËÏÓÔØ g(b) ÓÏÄÅÒÖÉÔ a. ôÏÇÄÁ S ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ O(2^{5:5n}) ÐÁÒ.

◁ óÎÁÞÁÌÁ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÁÑ ÏÃÅÎËÁ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ, ÅÓÌÉ ÎÅ ÐÒÉÂÅÇÁÔØ Ë ÈÉÔÒÏÓÔÑÍ. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÑÍÏÊ b ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÉÍÅÒÎÏ 2^{2n} ÐÒÑÍÙÈ a Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ g(b), ÐÏÜÔÏÍÕ ÍÏÝÎÏÓÔØ S ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ Œ 2^{2n} ÒÁÚ, ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ 2^{4n}, ÞÔÏ ÄÁčÔ ŒÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ |S| ⩽ 2^{6n}. ôÁËÕÀ ÖÅ ÏÃÅÎËÕ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÒÑÍÏÊ a ÐÏÄÓÞÉÔÁÅÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ b, ÐÒÏÈÏÄÑÝÉÈ ÞÅÒÅÚ f(a). úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ Œ ÐÅÒŒÏÍ ÐÏÄÓÞčÔÅ ÍÙ ÎÅ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÌÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ b ÄÏÌÖÎÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÔÏÞËÕ f(a), Á ŒÏ ŒÔÏÒÏÍ | ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ a ÄÏÌÖÎÁ ÌÅÖÁÔØ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ g(b). îÁÛ ÐÌÁÎ ÔÁËÏŒ: ÍÙ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÕÅÍ ÐÅÒŒÏÅ ÉÚ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, ÐÏËÁÚÁŒ, ÞÔÏ Œ S Œ ÓÒÅÄÎÅÍ ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÐÒÑÍÕÀ b ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{1:5n} ÐÒÑÍÙÈ a. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÕÖÅ ÂÕÄÅÍ ÕÞÉÔÙŒÁÔØ ÕÓÌÏŒÉÅ f(a) ∈ b. (íÏÖÎÏ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ | ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ Œ S Œ ÓÒÅÄÎÅÍ ÎÁ ËÁÖÄÕÀ ÐÒÑÍÕÀ a ÐÒÉÈÏÄÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{1:5n} ÐÒÑÍÙÈ b.)

òÁÚÏÂØčÍ S ÎÁ ÓÌÏÉ, ÐÏÍÅÓÔÉŒ Œ ÏÄÉÎ ÓÌÏÊ ÐÁÒÙ ⟨a; b⟩ Ó ÏÄÉÎÁËÏŒÙÍ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ g(b). œÓÅ ÐÁÒÙ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏÑ ÌÅÖÁÔ Œ ÏÄÎÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ, Á ÓÁÍ ÓÌÏÊ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÜÔÏÊ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ. íÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉÍ ÓŒÅÒÈÕ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÁÒ Œ ËÁÖÄÏÍ ÓÌÏÅ, Á ÚÁÔÅÍ ÐÒÏÓÕÍÍÉÒÕÅÍ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÏÃÅÎËÉ. éÔÁË, ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÌÏÓËÏÓÔØ d É ÏÃÅÎÉÍ ÓŒÅÒÈÕ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÁÒ Œ S, ÌÅÖÁÝÉÈ Œ ÓÌÏÅ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ d.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÕÀ ÔÏÞËÕ c ÎÁ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ d É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A_c ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ a Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ d Ó f(a) = c, Á ÞÅÒÅÚ B_c ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÑÍÙÈ b, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÔÏÞËÕ c, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ g(b) = d (ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ a ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÕ c, Á

ÐÒÑÍÁÑ b ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ d). ñÓÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒ ÓÌÏÑ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ∑ c |A_c||B_c| ⩽ √∑ c |A_c|^2 ∑ c |B_c|^2:

ïÂÅ ÓÕÍÍÙ ÐÏÄ ËÏÒÎÅÍ ÌÅÇËÏ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ ÓŒÅÒÈÕ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÑÓÎÙÊ ÓÍÙÓÌ. á ÉÍÅÎÎÏ, ∑ c |A_c|^2 ÐÒÏÐÏÒÃÉÏÎÁÌØÎÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÄŒÕÈ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ É ÎÅÚÁŒÉÓÉ- ÍÏ ŒÙÂÒÁÎÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ a^′; a^{′′} Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ d ÂÕÄÅÔ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ f(a^′) = f(a^{′′}). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÓÏÂÙÔÉÑ ÅÓÔØ ÓÕÍÍÁ ÐÏ ŒÓÅÍ c ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÓÏÂÙÔÉÊ f(a^′) = c É f(a^{′′}) = c. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÓÏÂÙÔÉÊ ÒÁŒÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ É ÒÁŒÎÙ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÍÏÝÎÏÓÔÉ A_c Ë ÏÂÝÅÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÐÒÑÍÙÈ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ d, ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÏÍÕ 2^{2n}. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ f(a^′) = f(a^{′′}) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÐÒÉÍÅÒÎÏ 2^{−n} (ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ a^′ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ f(a^′) = f(a^{′′}) ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ŒÅÒÏÑÔ- ÎÏÓÔÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÒÑÍÁÑ a^{′′} ÐÒÏÈÏÄÉÔ ÞÅÒÅÚ ÔÏÞËÕ f(a^′), ÞÔÏ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÏ 2^{−n}). ðÏÜÔÏÍÕ ∑ c |A_c|^2 ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÐÒÉÍÅÒÎÏ

(2^{2n})^2 · 2^{−n} = 2^{3n}:

œÓÅ ÜÔÉ ÐÏÄÓÞÅÔÙ ŒÅÒÎÙ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÕÌØÔÉÐÌÉËÁÔÉŒÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.

œÔÏÒÁÑ ÓÕÍÍÁ ∑ c |B_c|^2 ÓŒÑÚÁÎÁ ÓÏ ÓÒÅÄÎÉÍ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏÍ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË Õ ÄŒÕÈ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ É ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ŒÙÂÒÁÎÎÙÈ ÐÒÑÍÙÈ b^′; b^{′′} Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ M_d, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ b, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ g(b) = d (ŒÓÅ ÏÎÉ ÌÅÖÁÔ Œ ÐÌÏÓËÏÓÔÉ d). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÓÒÅÄÎÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË b^′ É b^{′′} ÒÁŒÎÏ ÓÕÍÍÅ ÐÏ ŒÓÅÍ c ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÔÏÞËÁ c ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏ b^′ É b^{′′}. óÏÂÙÔÉÑ c ∈ b^′ É c ∈ b^{′′} ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ É ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÉÈ ÒÁŒÎÙ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ É ÒÁŒÎÙ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÍÏÝÎÏÓÔÉ B_c Ë ÏÂÝÅÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÐÒÑÍÙÈ Œ M_d. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÕÍÍÁ ∑ c |B_c|^2 ÒÁŒÎÁ ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÓÒÅÄÎÅÇÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË Õ b^′ É b^{′′} Ë ËŒÁÄÒÁÔÕ ÍÏÝÎÏÓÔÉ M_d. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÙÅ ÄŒÅ ÐÒÑÍÙÅ ÉÍÅÀÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÊ ÏÂÝÅÊ ÔÏÞËÉ, ÉÌÉ ÓÏŒÐÁÄÁÀÔ (ÞÔÏ ÂÙŒÁÅÔ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1=|M_d|), ÓÒÅÄÎÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÂÝÉÈ ÔÏÞÅË ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1 + 2^n=|M_d|. ðÏÜÔÏÍÕ ∑ c |B_c|^2 ⩽ |M_d|^2(1 + 2^n=|M_d|) = |M_d|^2 + |M_d|2^n:

îÁÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÁÒ Œ ÓÌÏÅ, ÚÁÄÁŒÁÅÍÏÍ ÐÌÏÓËÏÓÔØÀ d, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ √∑ c |A_c|^2 ∑ c |B_c|^2, ÐÏÜÔÏÍÕ ÏÎÏ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ √ 2^{3n}(|M_d|^2 + |M_d|2^n)

(Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ). ðÒÏÓÔÙÍ ŒÏÚŒÅÄÅÎÉÅÍ Œ ËŒÁÄÒÁÔ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÁ ŒÅÌÉÞÉÎÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ

2^{1:5n}(|M_d| + 2^n)

ïÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÏÓÕÍÍÉÒÏŒÁÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÏÃÅÎËÉ ÐÏ ŒÓÅÍ d:

|S| ⩽ 2^{1:5n} ∑ d (|M_d| + 2^n) = 2^{1:5n}( ∑ d |M_d| + ∑ d 2^n):

óÅÍÅÊÓÔŒÁ ÐÒÑÍÙÈ M_d ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÐÒÑÍÙÈ, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ ÓÕÍÍÁ ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ M_d ÒÁŒÎÁ ÏÂÝÅÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÕ ÐÒÑÍÙÈ 2^{4n}. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÐÌÏÓËÏÓÔÅÊ d ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÏ 2^{3n}, ÐÏÜÔÏÍÕ ŒÔÏÒÁÑ ÓÕÍÍÁ ÔÁËÖÅ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÁ 2^{4n}. ìÅÍÍÁ, Á ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÅÊ É ÎÉÖÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ (ã → c̃) ∧ (b̃ → d̃), ÄÏËÁÚÁÎÁ. ▷ äÌÑ ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÄÒÕÇÕÀ ÞÅÔŒčÒËÕ ⟨ā; b̄; c̄; d̄⟩ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ, ÞÔÏ É Õ ⟨ã; b̃; c̃; d̃⟩, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (ā → c̄) ∧ (b̄ → d̄) ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÁ n.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÏÚØÍčÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ 7n É ÒÁÚÒÅÖÅÍ ÅÇÏ ÎÁ 7 ÂÌÏËÏŒ u; v; w; p; q; r; s ÄÌÉÎÙ n. ðÏÌÏÖÉÍ ā = uvws, b̄ = pqrs, c̄ = ups, d̄ = vqs. îÅÔÒÕÄÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒ ÏÂÅÉÈ ÞÅÔŒčÒÏË, ÉÈ ÐÁÒ É Ô. Ä. ÏÄÉÎÁËÏŒÙ É ÒÁŒÎÙ:

K(a) = K(b) = 4n; K(c) = K(d) = 3n;

K(a; b) = 7n; K(a; c) = K(a; d) = K(b; c) = K(b; d) = K(c; d) = 5n; K(a; c; d) = K(b; c; d) = 6n; K(a; b; c) = K(a; b; d) = K(a; b; c; d) = 7n:

ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (ā → c̄)∧(b̄ → d̄) ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÁ n, ÐÏÓËÏÌØËÕ, ÚÎÁÑ ÐÏÂÉÔÏŒÕÀ ÓÕÍÍÕ ÓÌÏŒ p É v (ÐÏ ÍÏÄÕÌÀ 2), ÍÏÖÎÏ ā ÐÒÅÏÂÒÁÚÏŒÁÔØ Œ c̄, Á b̄ Œ d̄. ▷ ◁ œÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ.

æÉËÓÉÒÕÅÍ n. íÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÞÅÔŒčÒËÕ ÓÌÏŒ ⟨ã; b̃; c̃; d̃⟩ ÄÌÉÎÙ n, ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÙ n, ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ŒÓÅ ÐÁÒ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ ÉÚ ÎÉÈ, | ÐÒÉÍÅÒÎÏ 2n, ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ŒÓÅÈ ÔÒÏÅË, Á ÔÁËÖÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÁÍÏÊ ÞÅÔŒčÒËÉ | ÐÒÉÍÅÒÎÏ 3n.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ŒÓÅŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÞÅÔŒčÒÏË ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n. îÁ- ÚÏŒčÍ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Q ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊËÉ ⟨a; b; c⟩ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÒÏŒÎÏ ÏÄÎÏ d, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÞÅÔŒčÒËÁ ⟨a; b; c; d⟩ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ Q. ôÏ ÅÓÔØ, ÏÎÏ ÚÁÄÁÅÔ ÆÕÎËÃÉÀ ⟨a; b; c⟩ → d. íÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÐÒÏŒÅÒÑÅÍÏÅ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ËÏÔÏÒÏÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ ÞÅÔŒčÒÏË ⟨a; b; c; d⟩ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ Q ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (a → c) ∧ (b → d) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2n − O(log n). úÁÔÅÍ, ÐÏÄÓÞÅÔÏÍ ŒÅÒÏÑÔ- ÎÏÓÔÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÜÔÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÍÙ ÄÏËÁÖÅÍ ÎÅÐÕÓÔÏÔÕ ÜÔÏÇÏ ÓŒÏÊÓÔŒÁ. ðÒÏÓÔÙÍ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ ÐÏ n ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ÎÁÊÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ, ÐÏÜÔÏÍÕ ÐÅÒŒÏÅ ÎÁÊÄÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÏÒÑÄËÁ O(log n). œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ⟨ã; b̃; c̃; d̃⟩ ÍÙ ŒÏÚØÍčÍ ÌÀÂÕÀ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÞÅÔŒčÒËÕ Œ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ. åÅ ÓÌÏÖ- ÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÁ ÐÒÉÍÅÒÎÏ 3n, ËÁË ÍÙ É ÈÏÔÅÌÉ. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÒÏÊËÉ ⟨ã; b̃; c̃⟩ ÔÁËÖÅ ÒÁŒÎÁ ÐÒÉÍÅÒÎÏ 3n, ÔÏ ÅÓÔØ ÏÎÁ ÓÌÕÞÁÊÎÁ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÕÞÁÊÎÙ É ŒÓÅ ÐÁÒÙ, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÅ ÉÚ ã; b̃; c̃, É ÓÁÍÉ ã; b̃; c̃.

óÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (ã → c̃) ∧ (b̃ → d̃) ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2n − O(log n). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÞÅÔŒčÒÏË ÉÚ Q, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÎÁ ÍÅÎØÛÅ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ ÐÏ ÄÁÎÎÏÍÕ n. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ, ÜÔÏ ÅÇÏ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÎØÛÅ Q. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ŒÓÅ ÏÎÉ ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙ.

ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÉÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ É ÔÒÏÊËÁ ⟨b̃; c̃; d̃⟩ ÓÌÕÞÁÊÎÁ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (ã → c̃) ∧ (b̃ → d̃) ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2n É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ ÓŒÅÒÈÕ ÓÕÍÍÏÊ KS (c̃) + KS (d̃|b̃; c̃) ⩽ 2n. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÂÁ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ Œ ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÅ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÙ n, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÌÏŒÏ d̃ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ÐÁÒÙ ⟨b̃; c̃⟩. á ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÁÍÁ ÐÁÒÁ ⟨b̃; c̃⟩ ÓÌÕÞÁÊÎÁ, ÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÁ É ÔÒÏÊËÁ ⟨b̃; c̃; d̃⟩. åÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÅ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ, ÎÏ ÎÅ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÓËÁÚÁÎÎÏÇÏ, ÜÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ÔÒÏÅË ⟨ã; b̃; d̃⟩ É ⟨ã; c̃; d̃⟩. ëÁË ÄÏÂÉÔØÓÑ ÜÔÏÇÏ, ÍÙ ÏÂÓÕÄÉÍ ÐÏÚÄÎÅÅ.

ðÕÓÔØ S ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n, É ÐÕÓÔØ M ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ S Œ S. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÏÂÓÌÕÖÉŒÁÅÔ ÞÅÔŒčÒËÕ ⟨a; b; c; d⟩ ∈ S^4, ÅÓÌÉ f(a) = c É g(b) = d ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÁÒÙ ⟨f; g⟩ ∈ M. õÐÏÍÑÎÕÔÏÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Q ÓÏÓÔÏÉÔ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: ÌÀÂÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÆÕÎËÃÉÊ M ÉÚ S Œ S ÍÏÝ- ÎÏÓÔÉ ÍÅÎÅÅ 2^k ÏÂÓÌÕÖÉŒÁÅÔ ÍÅÎÅÅ "|Q| ÞÅÔŒčÒÏË ÉÚ Q. þÉÓÌÁ k; " ÍÙ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÐÏÚÄÎÅÅ. þÉÓÌÏ k ÂÕÄÅÔ ÞÕÔØ ÍÅÎØÛÅ 2n, Á ÞÉÓÌÏ " ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ÐÏÒÑÄÏË O(1=n). üÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÇÁÒÁÎ- ÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ ÞÅÔŒčÒÏË ⟨a; b; c; d⟩ Œ Q ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (a → c) ∧ (b → d) ÂÏÌØÛÅ k. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÒÅÛÅÎÉÑÍÉ ÚÁÄÁÞÉ (a → c) ∧ (b → d) ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÐÁÒÙ ÐÒÏÇÒÁÍÍ ⟨p; q⟩, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ [p](a) = c, [q](b) = d. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ÐÒÏÇÒÁÍÍ ⟨p; q⟩ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ k ÄÏÏÐÒÅÄÅÌÉÍ ÌÀÂÙÍ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÆÕÎËÃÉÉ a → [p](a) É b → [q](b) ÎÁ ŒÓč ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ S. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÏÌÕÞÉŒÛÅÅÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÐÁÒ ÆÕÎËÃÉÊ. åÇÏ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ 2^k. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, M ÏÂÓÌÕÖÉŒÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ "|Q| ÞÅÔŒčÒÏË ÉÚ Q. á ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ M ÏÂÓÌÕÖÉŒÁÅÔ ŒÓÅ ÞÅÔŒčÒËÉ ⟨a; b; c; d⟩, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (a → c) ∧ (b → d) ÍÅÎØÛÅ k.

ôÅÐÅÒØ ÐÏÄÂÅÒčÍ ÔÁËÉÅ " = O(1=n) É k = n − O(log n), ÞÔÏ ÎÁÛÅ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÎÅÐÕÓÔÏ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÏÃÅÎÉÍ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Q ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ. óÌÕÞÁÊÎÙÊ ŒÙÂÏÒ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Q ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÒÏÊ- ËÉ ⟨a; b; c⟩ ÍÙ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ŒÙÂÉÒÁÅÍ Ó ÒÁŒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ d ÄÌÉÎÙ n É ÐÏÍÅÝÁÅÍ ÐÏÌÕÞÉŒÛÕÀÓÑ ÞÅÔŒčÒËÕ Œ Q.

óÎÁÞÁÌÁ ÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÉÚ 2^k ÆÕÎËÃÉÊ É ÏÃÅÎÉÍ ÓŒÅÒÈÕ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÏÂÓÌÕÖÉŒÁÅÔ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ "|Q| ÞÅÔŒčÒÏË. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÚÏŒčÍ ÔÒÏÊËÕ ⟨a; b; c⟩ ÐÌÏÈÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÒÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ÐÁÒÙ ⟨f; g⟩ ÉÚ M ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ f(a) = c ÂÏÌØÛÅ n · 2^{−n} (ÜÔÏ ÓŒÏÊÓÔŒÏ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ b). œ ÐÒÏÔÉŒÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÚÏŒčÍ ÔÒÏÊËÕ ÈÏÒÏÛÅÊ. ðÒÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ÔÒÏÊËÉ ⟨a; b; c⟩ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÓÏÂÙÔÉÑ f(a) = c (ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÚÄÅÓØ ÂÅÒÅÔÓÑ ÐÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍÕ ŒÙÂÏÒÕ ÐÁÒÙ ÆÕÎËÃÉÊ ÉÚ M) ÒÁŒÎÏ 2^{−n}. ðÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÕ þÅÂÙÛčŒÁ ÄÏÌÑ ÔÒÏÅË, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÂÏÌØÛÅ n · 2^{−n}, ÍÅÎØÛÅ 1=n. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÐÌÏÈÉÈ ÔÒÏÅË ÍÅÎÅÅ (1=n)2^{3n} , Á ÈÏÒÏÛÉÈ ÂÏÌÅÅ (1 − 1=n)2^{3n}.

äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÈÏÒÏÛÅÊ ÔÒÏÊËÉ ⟨a; b; c⟩ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ŒÙÂÒÁÎÎÏÇÏ d ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ M ÏÂÓÌÕÖÉŒÁÅÔ ÞÅÔŒčÒËÕ ⟨a; b; c; d⟩ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1=n. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ M ÏÂÓÌÕÖÉŒÁÅÔ ÞÅÔŒčÒËÕ ⟨a; b; c; d⟩, ÔÏ d ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍÕ ÉÚ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ g(b), ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ f ÐÁÒÁ ⟨f; g⟩ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ M É f(a) = c. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n2^{−n} · |M| = 2^{k−n+log n} ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÅÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ k = 2n − 2 log n, ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ (1=n)-ÕÀ ÞÁÓÔØ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n.

ôÅÐÅÒØ ŒÏÓÐÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÏÃÅÎËÏÊ þÅÒÎÏŒÁ: ÅÓÌÉ ÐÒÏŒÏÄÉÔØ N ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ, ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÓÐÅÈÁ Œ ËÁÖÄÏÍ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁŒÎÁ p, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ 0 < " ⩽ p(1 − p) ÄÏÌÑ ÕÓÐÅÛÎÙÈ ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ ÂÕÄÅÔ ÍÅÎØÛÅ p+" Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 1−2^{−”2N=(2p)}. íÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÉÍÅÎÑÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÅÇÏ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÏÅ ÐÒÉ " = p=2: ÅÓÌÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÓÐÅÈÁ Œ ÏÔÄÅÌØÎÏÍ ÉÓÐÙÔÁÎÉÉ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ p, ÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÏÌÑ ÕÓÐÅÛÎÙÈ ÉÓÐÙÔÁÎÉÊ ÂÏÌØÛÅ 3p=2, ÍÅÎØÛÅ 2^{−pN=8}. œ ÎÁÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÓÐÙÔÁÎÉÑ ÎÕÍÅÒÕÀÔÓÑ ÈÏÒÏÛÉÍÉ ÔÒÏÊËÁÍÉ ⟨a; b; c⟩, ÔÁË ÞÔÏ 2^{3n−1} ⩽ N ⩽ 2^{3n}. éÓÐÙÔÁÎÉÅ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ ⟨a; b; c⟩ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ Œ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ŒÙÂÏÒÅ d, Á ÕÓÐÅÈÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÔÏ, ÞÔÏ ÞÅÔŒčÒËÁ ⟨a; b; c; d⟩ ÏÂÓÌÕÖÉŒÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ M. œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÕÓÐÅÈÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ p = 1=n. ðÏÜÔÏÍÕ ÐÒÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Q Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 1 − 2^{−�(N=n)} ÄÌÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 3=(2n)-ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÈÏÒÏÛÉÈ ÔÒÏÅË ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÞÅÔŒčÒËÁ ÉÚ Q ÏÂÓÌÕÖÅÎÁ M. œÓÐÏÍÎÉŒ ÅÝÅ, ÞÔÏ Œ Q ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÅ

ÂÏÌÅÅ |Q|=n ÞÅÔŒčÒÏË, Ó ÐÌÏÈÏÊ ÔÒÏÊËÏÊ ⟨a; b; c⟩ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{−�(N=n)} ÄÏÌÑ ÏÂÓÌÕÖÅÎÎÙÈ ÞÅÔŒčÒÏË Œ Q ÂÏÌØÛÅ 5=(2n).

ïÓÔÁÌÏÓØ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÜÔÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÄÁÖÅ ÐÒÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÉ ÎÁ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ M ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÍÁÌÏÊ. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚÎÙÈ M ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ËŒÁÄÒÁÔÁ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÒÁÚÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ, ÏÔÏÂÒÁÖÁÀÝÉÈ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ n Œ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ n (ÏÎÏ ÒÁŒÎÏ 2^{n2n} ), ŒÏÚŒÅ- ÄÅÎÎÏÍÕ Œ ÓÔÅÐÅÎØ 2^k (ÔÁËÏŒÁ ÍÏÝÎÏÓÔØ M). ðÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁ

2^{2n2n2k} = 2^{2n+k+log n+1} :

óÒÁŒÎÉÍ ÜÔÕ ÆÏÒÍÕÌÕ Ó ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÄÌÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÏÌÑ ÏÂÓÌÕÖÅÎÎÙÈ ÞÅÔŒčÒÏË ÂÏÌØÛÅ 5=(2n). ðÒÉ ÐÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÉ ÜÔÉÈ ÆÏÒÍÕÌ ÐÏËÁÚÁÔÅÌÉ ÜËÓÐÏÎÅÎÔ ÐÅÒŒÏÇÏ ÜÔÁÖÁ ÓËÌÁ- ÄÙŒÁÀÔÓÑ É ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÞÔÏÂÙ ÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ −�(N=n) ÂÙÌÏ ÂÏÌØÛÅ ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÏÇÏ 2^{n+k+log n+1} ÐÏ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏÊ ŒÅÌÉÞÉÎÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ N ⩾ 2^{3n−1}, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ k = n − 2 log n − c, ÇÄÅ c ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ, ËÁËÉÍÉ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ Q ÂÕÄÅÔ ÏÂÅÓÐÅÞÅÎÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÄŒÕÈ ÏÓÔÁŒ- ÛÉÈÓÑ ÔÒÏÅË ⟨ã; b̃; d̃⟩, ⟨ã; c̃; d̃⟩ (ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÞÅÔŒčÒËÉ ⟨ã; b̃; c̃; d̃⟩ ÉÚ Q). óÁÍÏÅ ÐÒÏ- ÓÔÏÅ | ÜÔÏ ÄÅÊÓÔŒÏŒÁÔØ ÔÁË ÖÅ, ËÁË Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÔÒÏÊËÉ ⟨b̃; c̃; d̃⟩. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÄÌÑ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÁ ÞÅÔŒčÒÏË ÉÚ Q ÓÌÏÖÎÏÊ ÂÙÌÁ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÚÁÄÁÞÁ (a → c)∧(b → d), ÎÏ ÔÁËÖÅ É ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÅÊ ÚÁÄÁÞÉ (c → b)∧(a → d) É (b → a)∧(c → d). á ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÎÁÄÏ ÕÓÉÌÉÔØ ÓŒÏÊÓÔŒÏ, Ó ÐÏÍÏÝØÀ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÑÌÏÓØ Q, ÐÏÔÒÅÂÏŒÁŒ, ÞÔÏ- ÂÙ ÂÙÌÉ ŒÙÐÏÌÎÅÎÙ ÅÝÅ É ÄŒÁ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÕÓÌÏŒÉÑ: ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ M ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÞÅÔŒčÒÏË ÉÚ Q, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ f(c) = b, g(a) = d ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÐÁÒÙ ⟨f; g⟩ ÉÚ M ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ ÐÒÅŒÏÓ- ÈÏÄÉÔØ "|Q|, É ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ÄÏÌÖÎÏ ÂÙÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ÄÌÑ ÐÁÒÙ ÒÁŒÅÎÓÔŒ f(b) = a, g(c) = d. ðÒÏŒÅÄÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÍÏÖÎÏ ÕÂÅÄÉÔØÓÑ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÓÌÕ- ÞÁÊÎÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁÒÕÛÅÎÉÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÄŒÕÈ ÎÏŒÙÈ ÕÓÌÏŒÉÊ ÔÁËÖÅ ÎÉÞÔÏÖÎÏ ÍÁÌÁ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ É ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÎÁÒÕÛÅÎÉÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÎÉÞÔÏÖÎÏ ÍÁÌÁ.

äÌÑ ÚÁŒÅÒÛÅÎÉÑ ŒÔÏÒÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÒÅÄSSÑŒÉÔØ ÄÒÕÇÕÀ ÞÅÔŒčÒËÕ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÑÍÉ, ÞÔÏ É Õ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ, ÎÏ ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ K((a → c) ∧ (b → d)) ÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ 2n. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ŒÏÚØÍčÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ 3n, ÒÁÚÒÅÖÅÍ ÅÇÏ ÎÁ ÔÒÉ ÞÁÓÔÉ ÄÌÉÎÙ n. üÔÏ ÂÕÄÕÔ a, b É c; ÚÁÔÅÍ ÐÏÌÏÖÉÍ d = a ⊕ b ⊕ c. úÎÁÑ a ⊕ c, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏ a ÎÁÊÔÉ c, Á ÐÏ b ÎÁÊÔÉ d, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ K((a → c) ∧ (b → d)) = n (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log n)). ▷

263 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (p ∨ q) → (r ∨ s) ÔÁËÖÅ ÎÅ ŒÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ p; q; r; s, ÉÈ ÐÁÒ, ÔÒÏÅË, É ÞÅÔŒčÒËÉ. [íÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ p = a, q = b, r = ac, s = bd, ÇÄÅ a; b; c; d ÏÄÎÁ ÉÚ ÄŒÕÈ ÞÅÔŒčÒÏË, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÙÈ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ (ÓËÁÖÅÍ, Œ ÐÅÒŒÏÍ). óÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÔÏÇÏ, ËÁËÕÀ ÉÚ ÄŒÕÈ ÞÅÔŒčÒÏË ŒÚÑÔØ, Á ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ p; q; r; s, ÉÈ ÐÁÒ, ÔÒÏÅË, É ÞÅÔŒčÒËÉ ÎÅ ÚÁŒÉÓÑÔ ÏÔ ÜÔÏÇÏ.]

ðÏÌÅÚÎÏ ÓÒÁŒÎÉÔØ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ Ó ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÍ. çÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÄÏ- ËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÂÏÌÅÅ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏ | Œ ÎÅÍ ÐÅÒŒÁÑ ÞÅÔŒčÒËÁ ÚÁÄÁÎÁ ÂÏÌÅÅ ÑŒÎÏ, ÞÅÍ Œ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ. úÁÔÏ Œ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÍ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÄÌÑ ÐÅÒŒÏÊ ÞÅÔŒčÒ- ËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ (a → c) ∧ (b → d) ÒÁŒÎÁ ŒÅÒÈÎÉÍ ÏÃÅÎËÁÍ ÉÚ ÚÁÄÁÞÉ 261, ËÏÔÏÒÙÅ ŒÓÅ ÒÁŒÎÙ 2n. äÌÑ ÞÅÔŒčÒÏË ÉÚ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÜÔÉ ŒÅÒÈÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÔÁËÖÅ ŒÓÅ ÒÁŒÎÙ 2n, ÏÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÐÅÒŒÏÊ ÞÅÔŒčÒËÉ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÌÉ ÌÉÛØ ÎÉÖÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ 1:5n ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ (a → c) ∧ (b → d). íÏÖÎÏ ÌÉ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÌÕÞÛÕÀ ÏÃÅÎËÕ, ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏ.

14. áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ

ðÏÌÎÏÔÁ É ÎÅÐÏÌÎÏÔÁ ÆÕÎËÃÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (íÕÞÎÉË É ÐÒÅÄÛÅÓÔŒÅÎÎÉËÉ) ÞÁÓÔÏÔÙ Œ ŒÙ- ÞÉÓÌÉÍÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ É 0^′-ÐÏÌÕÍÅÒÁ?

15. óÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÍÅÒÙ, ÆÉÌÏÓÏÆÉÑ

ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔØ ÐÏ ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÍÅÒÁÍ, ÄÅÆÅËÔ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅŒÏÓÔÉ ÛÔÒÁÆ ÐÏ œÏŒËÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÓÌÕÞÁÊÎÁÑ ÐÏ ÎÅÓËÏÌØËÉÍ ÍÅÒÁÍ, ÄÁčÔ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÅ ÐÒÅÄÓËÁÚÁÎÉÑ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÂSSÅËÔÙ (œØÀÇÉÎ, çÁÞ) ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÐÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍ ÍÅÒÁÍ (úŒÏÎËÉÎ-ìÅŒÉÎ? ÓŒÑÚØ ÓÏ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÎÏÓÔØÀ?)

16. áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ

[statist]

16.1. ðÏÓÔÁÎÏŒËÁ ÚÁÄÁÞÉ. äÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ.

[finite-random-deficiency] ïÂÝÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ ÚÁÄÁÞÕ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÁË: ÉÍÅÀÔÓÑ ÒÅ- ÚÕÌØÔÁÔÙ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÊ, ÎÕÖÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÉÔØ ÐÒÁŒÄÏÐÏÄÏÂÎÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÇÉÐÏÔÅÚÕ, ÉÈ ÏÂSSÑÓÎÑÀÝÕÀ (ÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÎÕÀ Ó ÎÉÍÉ).

ðÕÓÔØ, ÓËÁÖÅÍ, ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÏ (ĂÞčÒÎÙÊ ÑÝÉËĄ). íÙ ŒËÌÀÞÉÌÉ ÅÇÏ, É ÏÎÏ ŒÙÄÁÌÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÉÚ ÍÉÌÌÉÏÎÁ ÂÉÔÏŒ (=ÞÉÓÌÏ ÏÔ 0 ÄÏ 2^{1 000 000} − 1). þÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ Ï ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÍ ÓÔÒÏÅÎÉÉ ĂÞčÒÎÏÇÏ ÑÝÉËÁĄ, ÚÎÁÑ ÜÔÕ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ?

ëÌÁÓÓÉÞÅÓËÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ, ÕŒÙ, ÐÒÏ ÜÔÏ ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÇÏŒÏÒÉÔ. œÏÔ ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÉÍÅÌÉ ÄÁÎÎÙÅ ÏÔ ÂÏÌØÛÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÏÄÉÎÁËÏŒÙÈ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒ, ÉÌÉ ÍÏÇÌÉ ŒËÌÀÞÁÔØ ÎÁÛÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÏ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚ ÐÏÄÒÑÄ (É ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÙÈ ŒËÌÀÞÅÎÉÊ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙ), ÔÏÇÄÁ ÄÒÕÇÏÅ ÄÅÌÏ. (úÁÍÅÔÉÍ Œ ÓËÏÂËÁÈ, ÞÔÏ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÏÄÎÏËÒÁÔÎÏÇÏ É ÎÅŒÏÓÐÒÏÉÚŒÏÄÉÍÏÇÏ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁ ÎÅ ÔÁË ÕÖ É ÒÅÄËÉ ÎÁ ÐÒÁËÔÉËÅ.) éÌÉ, ÓËÁÖÅÍ, ÅÓÌÉ ÂÙ ÍÙ ÚÁÒÁÎÅÅ ÉÍÅÌÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÇÉÐÏÔÅÚ, | ÔÏ- ÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ŒÙÂÉÒÁÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÐÒÁŒÄÏÐÏÄÏÂÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁ. á ÔÁË ÎÉÞÅÇÏ ÎÅ ÓËÁÖÅÛØ | ŒÅÄØ ŒÓÅ 2^{1 000 000} ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÉÓÈÏÄÏŒ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ- ÓËÏÊ ÓÔÁÔÉÓÔÉËÉ ÓÏŒÅÒÛÅÎÎÏ ÒÁŒÎÏÐÒÁŒÎÙ (ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÉÓÈÏÄÏŒ ÎÅÔ ÎÉËÁËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ).

ôÅÍ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÚÄÒÁŒÙÊ ÓÍÙÓÌ ÉÎÏÇÄÁ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ŒÙÄŒÉÎÕÔØ ËÁÖÕÝÉÅÓÑ ÒÁÚÕÍÎÙÍÉ ÐÒÅÄ- ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÅÓÌÉ ÎÁÛÅ ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÏ ŒÙÄÁÌÏ ÍÉÌÌÉÏÎ ÎÕÌÅÊ, ÓËÏÒÅÅ ŒÓÅÇÏ ÏÎÏ ÔÏÌØËÏ É ÕÍÅÅÔ ÞÔÏ ŒÙÄÁŒÁÔØ ÎÕÌÉ. á ÅÓÌÉ ÏÎÏ ŒÙÄÁÌÏ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉ- ÎÉÃ ÂÅÚÏ ŒÓÑËÉÈ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÅÊ, ÔÏ ÐÏÈÏÖÅ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÍÉÌÌÉÏÎÁ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÙÈ ÂÒÏÓÁÎÉÊ ÍÏÎÅÔÙ. é ÈÏÒÏÛÏ ÂÙ ËÁË-ÎÉÂÕÄØ ÕÔÏÞÎÉÔØ ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÔÁËÉÈ ÄÏÇÁÄÏË.

œ ÐÅÒŒÏÍ ÐÒÉÍÅÒÅ (ÓÌÏŒÏ ÉÚ ÏÄÎÉÈ ÎÕÌÅÊ) ÍÙ ÐÒÅÄÌÁÇÁÌÉ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÂSSÑÓÎÅÎÉÑ ÇÉ- ÐÏÔÅÚÕ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÏÌØËÏ ÜÔÏ ÓÌÏŒÏ É ÍÏÇÌÏ ÐÏÑŒÉÔØÓÑ. æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÁÛÁ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ÕËÁÚÙŒÁÌÁ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏŒ ÜËÓÐÅÒÉÍÅÎÔÁ ÏÄÎÏÜÌÅ- ÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÓÌÏŒÁ 00 : : : 0. ðÒÉÍÅÒÎÏ ÔÏ ÖÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓËÁÚÁÔØ É ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÄŒÏÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÍÁÌÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ: ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÉÔØ, ÞÔÏ ÞčÒÎÙÊ ÑÝÉË ËÁË ÒÁÚ É ÐÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎ ÄÌÑ ÐÏÒÏÖÄÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÓÌÏŒÁ (ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ {x}).

œÔÏÒÏÊ ÐÒÉÍÅÒ (ÓÌÏŒÏ ÂÅÚ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÅÊ, Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÁ ÄÌÉ- ÎÅ) ÕËÁÚÙŒÁÅÔ ÄÒÕÇÏÊ ËÒÁÊÎÉÊ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÞčÒÎÙÊ ÑÝÉË ÍÏÇ ŒÙÄÁÔØ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÔÏ ÅÓÔØ ÕËÁÚÙŒÁÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ 1 000 000.

íÏÖÎÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ É ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÊ ÐÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ÏËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÙÅ 500 000 ÂÉÔÏŒ ÎÁÛÅÇÏ ÓÌÏŒÁ ÒÁŒÎÙ ÎÕÌÀ, Á ÄÁÌØÛÅ ÉÄÕÔ 500 000 ĂÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÂÉÔÏŒĄ (ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ 500 000). œÉÄÉÍÏ, ÒÁÚÕÍÎÁÑ ÇÉÐÏÔÅÚÁ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÔÁËÏŒÁ: ÞčÒÎÙÊ ÑÝÉË ÕÓÔÒÏÅÎ ÔÁË, ÞÔÏ ÏÎ ÓÎÁÞÁÌÁ ŒÙÄÁčÔ 500 000 ÎÕÌÅÊ, Á ÐÏÔÏÍ ÕÖÅ 500 000 ÓÌÕÞÁÊÎÏ ŒÙÂÒÁÎÎÙÈ ÓÉÍŒÏÌÏŒ. óÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ 1 000 000, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÐÅÒŒÁÑ ÐÏÌÏŒÉÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ÎÕÌÅÊ (ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ, ÏÞÅŒÉÄÎÏ, 2^{500 000}).

ïÂÝÁÑ ÓÈÅÍÁ ŒÓÅÈ ÎÁÛÉÈ ÐÒÉÍÅÒÏŒ ÔÁËÏŒÁ. îÁÍ ÄÁÀÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ x ÄÌÉÎÙ n. íÙ ÐÒÅÄÌÁÇÁÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ĂÏÂSSÑÓÎÅÎÉÑĄ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ x. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ:

• ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÂÙÌÏ ÐÒÏÓÔÙÍ (ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ A ÂÙÌÁ ÂÙ ÍÁÌÁ);

• ÓÌÏŒÏ x ÂÙÌÏ ÂÙ ĂÔÉÐÉÞÎÙÍ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÅÍĄ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A.

ëÁË ÕÔÏÞÎÉÔØ ÜÔÉ ÐÏÖÅÌÁÎÉÑ? þÔÏÂÙ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÚÁÐÉÛÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Œ ÓÐÉÓÏË (ÚÁÒÁÎÅÅ ÄÏÇÏŒÏÒÉŒÛÉÓØ Ï ÐÏÒÑÄ- ËÅ | ÓËÁÖÅÍ, Œ ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ), ÜÔÏÔ ÓÐÉÓÏË ÚÁËÏÄÉÒÕÅÍ ÄŒÏÉÞÎÙÍ ÓÌÏŒÏÍ É ŒÏÚØÍčÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏŒÁ. (òÁÚÎÙÅ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ÄÁÄÕÔ ŒÁ- ÒÉÁÎÔÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÏÔÌÉÞÁÀÝÉÅÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÔ ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÐÅÒÅÈÏÄÉÔØ Ë ÄÒÕÇÏÍÕ).

ðÏÎÑÔÉÅ ĂÔÉÐÉÞÎÏÇÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÑĄ ÔÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ ÕÔÏÞÎÉÔØ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒ- ÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. œÓÐÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ N ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÔÏ ÕÓÌÏŒÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ KS (x|A) ÌÀÂÏÇÏ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÍ A ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ log_2 N + O(1), ÐÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁÄÁÎ ÓŒÏÉÍ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ A. âÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÉÍÅÀÔ ÕÓÌÏŒÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ÂÌÉÚËÕÀ Ë log_2 N (ÐÏ- ÓËÏÌØËÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Í«ÁÌÏ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó N), É ÔÉÐÉÞÎÙÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉ- ÔÅÌÑÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÍÏÖÎÏ ÎÁÚŒÁÔØ ËÁË ÒÁÚ ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÜÔÏ ÂÏÌØÛÉÎÓÔŒÏ.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ ÔÁË. îÁÚÏŒčÍ (ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÕÀ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(1)) ŒÅÌÉÞÉÎÕ d(x|A) = log_2 |A| − KS (x|A)

ÄÅÆÅËÔÏÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒÁ x Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ A (ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ ÜÔÏ ÒÁŒÅÎÓÔŒÏ ÌÉÛØ Œ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ x ∈ A, ÈÏÔÑ ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌ ŒÓÅÇÄÁ; ÐÒÉ x =∈ A ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ d(x|A) = +∞, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÉÐÏÔÅÚÁ A ĂÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ÎÅÐÒÉÇÏÄÎÁĄ ÄÌÑ ÏÂSSÑÓÎÅÎÉÑ ÓÌÏŒÁ x).

ĂôÉÐÉÞÎÙÍÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÔÅÌÑÍÉĄ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ ÔÅ x ∈ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÅÌÉ- ÞÉÎÁ d(x|A) ÍÁÌÁ.

264 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ŒÚÑÔÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ A ÉÍÅÅÔ ÄÅÆÅËÔ ÂÏÌØÛÅ k, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^{−k}.

(œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÚÄÅÓØ ÐÒÏÓÔÏ ËÁË ÄÏÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÄÅÆÅËÔÏÍ Œ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÅ A. þÔÏÂÙ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ ŒÅÒÎÙÍ, ÎÁÄÏ ÂÒÁÔØ ÃÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ ÓŒÅÒÈÕ ÏÔ log_2 |A| Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÄÅÆÅËÔÁ, ÎÏ ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÁ Ó ÔÏÞ- ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÜÔÉÍ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÎÅÂÒÅÞØ.)

úÁÍÅÔÉÍ ÅÝč, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ d (ËÁË ÆÕÎËÃÉÑ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ) ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ (ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÓÔÅÐÅÎÎÏ ÐÏÌÕÞÁÔØ ŒÓč ÂÏÌÅÅ ÔÏÞÎÙÅ ÎÉÖÎÉÅ ÏÃÅÎËÉ ÄÌÑ ÎÅč, ÈÏÔÑ É ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÓËÁ- ÚÁÔØ, ËÏÇÄÁ ÍÙ ÄÏÛÌÉ ÄÏ ÐÒÅÄÅÌÁ). üÔÏ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÆÕÎËÃÉÑ KS ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓŒÅÒÈÕ.

265 ðÕÓÔØ ‹(x|A) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÐÒÉÞčÍ: (a) ÆÕÎËÃÉÑ ‹ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÁ ÓÎÉÚÕ; (Â) ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A É ÌÀÂÏÇÏ ÞÉÓÌÁ k ÄÏÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ‹(x|A) > k, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^{−k}. ôÏÇÄÁ ‹(x|A) ⩽ d(x|A) + O(1).

óÍÙÓÌ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ (ËÏÔÏÒÁÑ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÙÍ ÓÌÅÄÓÔŒÉÅÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÄÌÑ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 19 ÎÁ Ó. 41) ÍÏÖÎÏ ÏÂSSÑÓÎÉÔØ ÔÁË. íÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÒÁÚÎÙÅ ÍÎÅÎÉÑ Ï ÔÏÍ, ËÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Œ ËÁËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ĂÎÅÔÉÐÉÞÎÙĄ (ÒÁÚÎÙÅ ÓÐÏÓÏÂÙ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÄÅÆÅËÔÁ). åÓÌÉ ÍÙ ŒÓÅ ÉÈ ÏÔÎÏÒÍÉÒÕÅÍ ÐÏ ÄÏÌÅ ÎÅÔÉÐÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÐÏÔÒÅ- ÂÏŒÁŒ, ÞÔÏÂÙ ÄÏÌÑ k-ÎÅÔÉÐÉÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÌÁ 2^{−k}, Á ÔÁËÖÅ ÂÕÄÅÍ ÔÒÅÂÏŒÁÔØ, ÞÔÏÂÙ ÎÅÔÉÐÉÞÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÒÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÏÂÎÁÒÕÖÉŒÁÔØ, ÔÏ ÓÒÅÄÉ ŒÓÅÈ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ ÄÅÆÅËÔÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÁÉÌÕÞÛÉÊ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÏÎ ÏÂÎÁÒÕÖÉŒÁÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÄÅÆÅËÔÏŒ, ÞÅÍ ÌÀÂÏÊ ÄÒÕÇÏÊ).

266 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÅÆÉËÓÎÙÊ ÄÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ A, ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ËÁË d_P (x|A) = log_2 |A| − KP (x|A), ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÐÅ- ÒÅÞÉÓÌÉÍÏÊ ÓÎÉÚÕ ÆÕÎËÃÉÅÊ ‹ ÄŒÕÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ (x É A), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ (1=|A|) ∑ x∈A 2^{ffi(x|A} ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÅÄÉÎÉÃÙ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A. [õËÁÚÁ- ÎÉÅ: ŒÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÐÒÅÆÉËÓÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÁË ÌÏÇÁÒÉÆÍÁ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ.]

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÄÁÞÕ ÐÏÉÓËÁ ÈÏÒÏÛÅÇÏ ÏÂSSÑÓÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÔÁË: ÎÁÄÏ ÎÁÊÔÉ ÐÒÏÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÅÆÅËÔ d(x|A) ÍÁÌ.

œÓÅÇÄÁ ÌÉ (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÌÉ x) ÜÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏ? üÔÏÔ ŒÏÐÒÏÓ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Œ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÒÁÚÄÅÌÅ.

ïÔÍÅÔÉÍ ÅÝč, ÞÔÏ ÚÎÁÔÏËÉ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÍÏÇÕÔ ÚÁËÏÎÎÏ ÕÐÒÅËÎÕÔØ ÎÁÓ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÌÉÛØ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ ÇÉÐÏÔÅÚ. œÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÈ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ (ÄÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ | Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÎÏÓÉÔÅÌÅÍ É ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ) É ÏÐÒÅ- ÄÅÌÑÔØ ÄÅÆÅËÔ ÓÌÏŒÁ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ P ËÁË − log_2 P (x) − KS (x|P ) (ÓÞÉÔÁÑ ÅÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÄÌÑ ÔÅÈ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ P (x) = 0: ÄÌÑ ÔÁËÉÈ x ÏÂSSÑÓÎÅÎÉÅ P ÓÏŒÓÅÍ ÎÅÐÒÉÇÏÄÎÏ).

äÌÑ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÈ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÊ (ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÍÅÀÔ ŒÅÒÏÑÔ- ÎÏÓÔØ 1=|A|) ÜÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÏŒÐÁÄÁÅÔ Ó ÐÒÅÖÎÉÍ. íÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ É Œ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÏÔÌÉÞÉÅ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ŒÅÌÉËÏ, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ:

267 [measure-stochastic] ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÓÌÏŒÁ x ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n ÎÁÊÄÅÎÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÏÍ ÄÅÆÅËÔ x ÎÅ ÂÏÌØÛÅ l. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅ- ÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k + O(log(l + n)) , ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ x, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÅÆÅËÔ x ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ l + O(log(l + n)). [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ p | ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ P , ÏËÒÕÇÌčÎÎÁÑ ŒÎÉÚ ÄÏ ÂÌÉÖÁÊÛÅÊ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄŒÏÊËÉ. ðÏÌÏÖÉÍ A = {y | P (y) ⩾ p}.]

ðÏÜÔÏÍÕ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÙ Œ ÏÓÎÏŒÎÏÍ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁÅÍÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ (É ÒÁŒ- ÎÏÍÅÒÎÙÍÉ ÒÁÓÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ÎÉÈ) Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÏÐÉÓÁÎÉÊ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ŒÁÖÎÏ ÐÏÄÞÅÒËÎÕÔØ, ÞÔÏ ÇÏŒÏÒÑ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÍÙ ÉÍÅÅÍ Œ ŒÉÄÕ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÁË ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ (ÓÐÉÓËÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ), Á ÎÅ, ÓËÁÖÅÍ, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅ- ÎÉÑ (ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÅÊ ŒÓÅ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ). åÓÌÉ ÄÏÐÕÓÔÉÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ, ÔÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÎÏÓÔÉ ÓÔÁÎÅÔ ÎÅÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ: ÌÀÂÏÊ ÏÂSSÅËÔ x ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔÓÑ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ O(2^n) ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ É ËÏÔÏÒÏÅ ÍÏÖÎÏ ÐÏÒÏÖÄÁÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ O(log n), ÎÏ ŒÒÑÄ ÌÉ ÓÔÏÉÔ ÓÞÉÔÁÔØ S_n ÈÏÒÏÛÉÍ ĂÏÂSSÑÓÎÅÎÉÅÍĄ ÄÌÑ x.

áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ (Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ Ó ÍÅÒÁÍÉ) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÒÙ ËÁË ËÏ-

ÎÅÞÎÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ (ÅÓÌÉ Åč ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙ) ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÒ Ó ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ, ÉÍÅÑ Œ ŒÉÄÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÎÏ ÎÅÌØÚÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ- ŒÁÔØ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕ ÍÅÒÙ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍ, ÐÒÉÂÌÉÖÁÀÝÉÈ ÉÈ ÓÎÉÚÕ | ÉÂÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÐÒÏÓÔÏÇÏ ÏÂSSÑÓÎÅÎÉÑ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ŒÚÑÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÕÀ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÕ.

16.2. óÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÂSSÅËÔÙ

[statist-stochastic] âÕÄÅÍ ÇÏŒÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÏ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ (¸; ˛)-ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ĂÈÏÒÏÛÅÅ ÏÂSSÑÓÎÅÎÉÅĄ: ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A, ÓÏ- ÄÅÒÖÁÝÅÅ ÓÌÏŒÏ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (A) ⩽ ¸ É d(x|A) ⩽ ˛.

œÏÚÎÉËÁÅÔ ÔÁËÏÊ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ: ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ n É ÐÏÌÏ- ÖÉÍ ¸ É ˛ ÒÁŒÎÙÍÉ O(log n) ÉÌÉ o(n) (ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÇÉÐÏÔÅÚÙ, ËÁË É ÐÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÍÁÌÁ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó ÄÌÉÎÏÊ ÏÂSSÑÓÎÑÅÍÙÈ ÓÌÏŒ). âÕÄÕÔ ÌÉ ÐÒÉ ÔÁËÉÈ ¸ É ˛ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÔØ ÎÅÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÅ (ĂÎÅÏÂSSÑÓÎÉÍÙÅĄ) ÏÂSSÅËÔÙ? ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÄÁ.

Theorem 220. [nonstochastic-existence] ðÒÉ 2¸ + ˛ < n − O(log n) ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ n, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ (¸; ˛)-ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ.

(ôÏÞÎÅÅ: ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ c, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛ«ÉÈ n É ÄÌÑ ŒÓÅÈ ¸ É ˛ Ó 2¸ + ˛ < n − c log n ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ n, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ (¸; ˛)-ÓÔÏÈÁÓÔÉ- ÞÅÓËÉÍÉ.)

◁ òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÐÉÓÏË ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ¸. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÏÇÏ ÓÐÉÓËÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ¸ + O(log ¸) = ¸ + O(log n) (ÓÍ. Ó. 32). äÌÑ ËÒÁÔËÏÓÔÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÉÇÎÏÒÉÒÏŒÁÔØ ÞÌÅÎÙ ÐÏÒÑÄËÁ O(log n), ÎÁÄÅÑÓØ, ÞÔÏ ÞÉÔÁÔÅÌØ Ë ÜÔÏÍÕ ÕÖÅ ÐÒÉŒÙË É ÌÅÇËÏ ÉÓÐÒÁŒÉÔ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ; Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÓÐÉÓÏË ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ¸.

ïÔÂÅÒčÍ Œ ÜÔÏÍ ÓÐÉÓËÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{ff+fi} ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. òÅÚÕÌØÔÉÒÕÀÝÉÊ ÓÐÉÓÏË ÔÁËÖÅ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ¸ É ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^ff ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÒÁÚÍÅÒÁ 2^{ff+fi}. œÓÅÇÏ Œ ÎÉÈ 2^{2ff+fi} < 2^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, É ÐÏÜÔÏÍÕ ÅÓÔØ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ n, ÎÅ ÐÏÐÁÄÁÀÝÉÅ Œ ÜÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒŒÏÅ ÔÁËÏÅ ÓÌÏŒÏ (ÓËÁÖÅÍ, Œ ÁÌÆÁŒÉÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ). ïÎÏ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ¸, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ (ÐÏÍÉÍÏ ÞÉÓÌÁ n) ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ ÜÔÏÔ ÓÐÉÓÏË.

ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÓÌÏŒÏ (ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÅÇÏ t) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ (¸; ˛)-ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍ. åÓÌÉ t ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ A ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ¸, ÔÏ ÒÁÚÍÅÒ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÂÏÌØÛÅ 2^{ff+fi}, ÐÏÓËÏÌØËÕ ŒÓÅ ÍÅÎØÛÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÙ ÉÓËÌÀÞÉÌÉ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ. ôÏÇÄÁ d(t|A) = log |A| − KS (t|A) ⩾ (¸ + ˛) − KS (t) ⩾ (¸ + ˛) − ¸ ⩾ ˛.

(œÏ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑÈ ÎÕÖÎÏ, ËÏÎÅÞÎÏ, ÏÓÔÁŒÉÔØ ÚÁÐÁÓ ÒÁÚÍÅÒÁ c log n ÐÒÉ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏÍ c, ÞÔÏÂÙ ËÏÍÐÅÎÓÉÒÏŒÁÔØ ÄÏÂÁŒËÉ ÐÏÒÑÄËÁ O(log n).) ▷

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ ÉÍÅÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÏÞÅŒÉÄÎÁÑ ÏÃÅÎËÁ:

Theorem 221. [nonstochastic-nonexistence] åÓÌÉ ¸ + ˛ > n + O(log n), ÔÏ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ n ÑŒÌÑÀÔÓÑ (¸; ˛)-ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ.

◁ äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ n ÎÁ 2^ff ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÒÁÚÍÅÒÁ 2^fi. ▷ ëÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÒÅÁÌØÎÁÑ ÓÉÔÕÁÃÉÑ ÂÌÉÖÅ Ë ÜÔÏÊ ÎÉÖÎÅÊ ÏÃÅÎËÅ, ÞÅÍ Ë ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ŒÅÒÈÎÅÊ (ÓÍ. ÚÁÄÁÞÕ 282 ÎÁ Ó. 404).[future-stochastic-improvement] åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÏÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØÓÑ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÞÁÓÔÏ ŒÓÔÒÅÞÁÀÔÓÑ ÎÅÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÏÂSSÅËÔÙ.

îÁÐÒÉÍÅÒ, ÍÏÖÎÏ ÓÐÒÏÓÉÔØ, ËÁËÕÀ ÄÏÌÀ ÏÎÉ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÓÒÅÄÉ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n. úÁÒÁÎÅÅ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÄÏÌÑ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^{−fi}, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ A, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍ ÉÚ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n, ÓÌÏŒÁ Ó ÄÅÆÅËÔÏÍ ˛ ÓÏÓÔÁŒÌÑÀÔ ÄÏÌÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{−fi}.

ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ 2¸ + ˛ ÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅ n, ÍÏÖÎÏ ÐÒÏÄÏÌÖÉÔØ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 220, ÉÓÐÏÌØÚÕÑ ÉÍÅÀÝÉÊÓÑ Œ ÎčÍ ÚÁÐÁÓ. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ h ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ¸ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2^{ff+fi+h} É ÚÁÔÅÍ ŒÚÑÔØ ÐÅÒŒÙÅ 2^h ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÎÅ ÐÏËÒÙÔÙÈ ÜÔÉÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ; ÔÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÊÄÕÔÓÑ, ÅÓÌÉ 2¸ + ˛ + h < n. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ¸ + h É ÐÏÔÏÍÕ ÉÈ ÄÅÆÅËÔ Œ ÌÀÂÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ÉÚ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2^{ff+fi+h} ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÂÕÄÅÔ ÂÏÌØÛÅ ˛. ðÒÏŒÅÄÑ ÜÔÉ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÁËËÕÒÁÔÎÏ (ÎÅ ÚÁÂÙŒÁÑ Ï ÞÌÅÎÁÈ ÐÏÒÑÄËÁ O(log n)), ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:

Theorem 222. óÒÅÄÉ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n ÄÏÌÑ ÎÅ-(¸; ˛)-ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏŒ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ 2^{−2ff−fi−O(log n)}.

íÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÉÎÔÅÒÅÓÏŒÁÔØÓÑ ÎÅ ÐÒÏÓÔÏ ÄÏÌÅÊ ÎÅÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏŒ (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁ- ÍÉ, ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÔÁËÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÐÒÉ ÂÒÏÓÁÎÉÉ ÍÏÎÅÔÙ), Á ÉÈ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÁÐÒÉ- ÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ (ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÉÈ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ). æÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÐÕÓÔØ m(x) | ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ x (Œ ÓÍÙÓÌÅ ÇÌÁŒÙ 4, ÒÁŒÎÁÑ 2^{− KP (x)+O(1)}). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÕÍÍÕ m(x) ÐÏ ŒÓÅÍ ÓÌÏŒÁÍ ÄÌÉÎÙ n, ÎÅ ÑŒÌÑ- ÀÝÉÍÓÑ (¸; ˛)-ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ.

Theorem 223. åÓÌÉ 2¸ + ˛ < n − O(log n) É ¸ < ˛ − O(log n), ÔÏ ÕËÁÚÁÎÎÁÑ ÓÕÍÍÁ ÅÓÔØ 2^{−ff+O(log n)}.

◁ îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ŒÅÒÈÎÀÀ É ÎÉÖÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÓÕÍÍÙ. îÉÖÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÐÏ- ÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 220; Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÔÁÍ ÎÅÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÓÌÏŒÏ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ¸ É ÐÏÔÏÍÕ ÕÖÅ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÏÄÎÏÇÏ ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÒÁŒÎÁ 2^{−ff} (ËÁË ŒÓÅÇÄÁ, ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ O(log n)).

äÌÑ ÐÏÌÕÞÅÎÉÑ ŒÅÒÈÎÅÊ ÏÃÅÎËÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÕÍÍÕ m(x) ÐÏ ŒÓÅÍ ÓÌÏŒÁÍ ÄÌÉÎÙ n. ðÏ- ÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ !, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÅÅ ÅÄÉÎÉÃÙ. ðÕÓÔØ w | ÅÇÏ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÓÎÉÚÕ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ 2^{−ff} (ÐÅÒŒÙÅ ¸ ÂÉÔÏŒ ÏÓÔÁŒÌÑÅÍ, ÏÓÔÁÌØÎÏÅ ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÅÍ). œÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ Œ ÓÕÍÍÅ ! = ∑ {m(x) | l(x) = n} ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙ ÓÎÉÚÕ; ÂÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÉÈ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ É ÏÓÔÁÎÏŒÉÍÓÑ, ËÁË ÔÏÌØËÏ ÓÕÍÍÙ ÜÔÉÈ ÐÒÉÂÌÉÖÅÎÉÊ ÐÒÅŒÙ- ÓÑÔ w.

œ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÍÅÒÕ P Ó ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÍÉ ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n, ÉÍÅÀÝÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ¸ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÁ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÐÏ ÓÌÏŒÕ w ÄÌÉÎÙ ¸). íÅÒÁ P ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ 2^{−ff} (ÓÕÍÍÁÒÎÏ ÐÏ ŒÓÅÍ ÓÌÏŒÁÍ).

úÁÄÁÞÁ 267 ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÎÏÓÔÉ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÅ ÍÅÒÙ (Á ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÙÅ) Ó ÐÏÇÒÅÛÎÏÓÔØÀ O(log n) Œ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÈ. ïÓÔÁčÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÅÆÅËÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ P ÂÏÌØÛÅ ˛, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^{−ff}. œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÄÌÑ ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ x ÍÙ ÉÍÅÅÍ

− log P (x) − KS (x|P ) > ˛:

óÌÏÖÎÏÓÔØ P ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ¸ É ÐÏÔÏÍÕ KS (x) ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ KS (x|P ) ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ¸, ÏÔËÕÄÁ

− log P (x) − KS (x) > ˛ − ¸:

ðÏÓËÏÌØËÕ ÞÌÅÎÙ ÐÏÒÑÄËÁ O(log n) ÍÙ ÉÇÎÏÒÉÒÕÅÍ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÏÂÙÞÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁ ÐÒÅÆÉËÓÎÕÀ:

− log P (x) − KP (x) > ˛ − ¸:

œÓÐÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ ÐÒÅÆÉËÓÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓŒÑÚÁÎÁ Ó ÁÐÒÉÏÒÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ, ÐÏÌÕÞÁÅÍ, ÞÔÏ

log(m(x)=P (x)) > ˛ − ¸:

ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x Ó ÄÅÆÅËÔÏÍ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ P ) ÂÏÌØÛÅ ˛. ðÏ ÕÓÌÏŒÉÀ ¸ < ˛ Ó ÚÁÐÁÓÏÍ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÄÌÑ ËÏÍÐÅÎÓÁÃÉÉ ŒÓÅÈ ÄÏÐÕÝÅÎÎÙÈ ÎÁÍÉ ÏÛÉÂÏË, ÔÁË ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ P (x) < m(x)=2, ÉÌÉ (m(x) − P (x)) > m(x)=2. œÓÐÏÍÉÎÁÑ, ÞÔÏ ÓÕÍÍÁ m(x) − P (x) ÐÏ ŒÓÅÍ ŒÏÏÂÝÅ x ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^{−ff} ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÍÅÒÙ P , ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ É ÓÕÍÍÁ ŒÓÅÈ m(x) ÐÏ ÓÌÏŒÁÍ ÄÅÆÅËÔÁ ÂÏÌØÛÅ ˛ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ P ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^{−ff+O(log n)}, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ. ▷

ðÏÎÑÔÉÅ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ËÏÎÅÞÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÐÏÎÑÔÉÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ. ôÕÔ ÅÓÔØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÁÎÁÌÏ- ÇÉÑ, ÎÏ É ÐÒÑÍÁÑ ÓŒÑÚØ, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ.

268 [infinite-finite-stochastic] ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ! ÓÌÕ- ÞÁÊÎÁ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒÔÉÎ-ìčÆÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÙ, ÔÏ Åč ÎÁÞÁÌØÎÙÅ ÏÔÒÅÚËÉ ÄÌÉÎÙ n ÑŒÌÑÀÔÓÑ (O(log n); O(log n))-ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ. [õËÁÚÁÎÉÅ: ÍÏÖ- ÎÏ ŒÏÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÎÏÓÔÉ Ó ÍÅÒÁÍÉ.]

œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ Œ ÓÍÙÓÌÅ íÁÒ- ÔÉÎ-ìčÆÁ ÎÉ ÐÏ ËÁËÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ. [õËÁÚÁÎÉÅ: ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ ÎÁÞÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ ÍÁÌÏÊ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÓÉÌØÎÏ ÎÁÒÕÛÁÅÔ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÎÏÓÔØ.]

16.3. äŒÕÈÞÁÓÔÎÙÅ ÏÐÉÓÁÎÉÑ

[two-part-descriptions] íÏÖÎÏ ÏÃÅÎÉŒÁÔØ ËÁÞÅÓÔŒÏ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÇÉÐÏÔÅÚ É Œ ÎÅÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ËÏÏÒÄÉ- ÎÁÔ. îÁÞÎčÍ Ó ÔÁËÏÇÏ ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ. åÓÌÉ ÓÌÏŒÏ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ÜÔÏ ÓÌÏŒÏ, ÕËÁÚÁŒ:

• ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A;

• ÐÏÒÑÄËÏŒÙÊ ÎÏÍÅÒ ÓÌÏŒÁ x Œ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎ- ÎÏÇÏ ÐÏÒÑÄËÁ ÎÁ ÓÌÏŒÁÈ, ÓËÁÖÅÍ, ÁÌÆÁŒÉÔÎÏÇÏ).

éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ KS (x) ⩽ K(A) + log |A| ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A (ÏÐÑÔØ ÖÅ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ).

ïÄÎÏ É ÔÏ ÖÅ ÓÌÏŒÏ x ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÍÎÏÇÏ ÔÁËÉÈ ĂÄŒÕÈÞÁÓÔÎÙÈĄ ÏÐÉÓÁÎÉÊ. ëÁËÉÅ ÉÚ ÎÉÈ ÌÕÞÛÅ, ËÁËÉÅ ÈÕÖÅ? ñÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÏÏÂÝÅ-ÔÏ ÍÙ ÈÏÔÅÌÉ ÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÏÂÅ ÞÁÓÔÉ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ËÁË ÍÏÖÎÏ ÍÅÎØÛÅ: ÅÓÌÉ ÕÄÁÌÏÓØ ÎÁÊÔÉ ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÁ ÉÌÉ ÎÁÊÔÉ ÍÅÎØÛÅÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÔÏÊ ÖÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÓÒÅÄÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ x), ÔÏ ÜÔÏ

ÈÏÒÏÛÏ. îÏ ËÁË ÓÒÁŒÎÉŒÁÔØ ÐÒÏÓÔÏÅ, ÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Ó ÍÅÎØÛÉÍ, ÎÏ ÂÏÌÅÅ ÓÌÏÖ- ÎÙÍ? ïÄÎÁ ÉÚ ŒÏÚÍÏÖÎÏÓÔÅÊ | ÓÒÁŒÎÉÔØ ÄÌÉÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÈ ÄŒÕÈÞÁÓÔÎÙÈ ÏÐÉÓÁÎÉÊ É ÐÒÅÄÐÏÞÅÓÔØ ÂÏÌÅÅ ËÏÒÏÔËÏÅ. (ðÏ-ÁÎÇÌÉÊÓËÉ ÜÔÏÔ ÐÒÉÎÃÉÐ ÓÒÁŒÎÅÎÉÑ ÎÁÚÙŒÁÀÔ Minimal Description Length principle, ÉÌÉ MDL.)

óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÒÁÓÐÒÅÄÅÌÑÔØ ÉÎÆÏÒ- ÍÁÃÉÀ ÍÅÖÄÕ ÞÁÓÔÑÍÉ ÄŒÕÈÞÁÓÔÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÐÅÒÅÍÅÝÁÑ Åč ÉÚ ŒÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ Œ ÐÅÒŒÕÀ (ÕÍÅÎØÛÁÑ ÒÁÚÍÅÒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÚÁ ÓÞčÔ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ).

Theorem 224. [description-shift] ðÕÓÔØ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÓÌÏŒÏ x É k < log |A|. ôÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A^′, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ |A^′| ⩽ |A|=2^k É KS (A^′) ⩽ KS (A) + k + O(log k).

◁ úÁÐÉÛÅÍ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A Œ ËÁËÏÍ-ÔÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ (ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÁÌÆÁŒÉÔÎÏÍ) É ÒÁÚÏÂØčÍ ÉÈ ÎÁ 2^k ÞÁÓÔÅÊ (ÐÅÒŒÙÅ |A|=2^k ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ É Ô.Ä.; ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ÏÞÅŒÉÄÎÙÅ ÏÇÏŒÏÒËÉ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ÎÁÃÅÌÏ ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ). œ ËÁÞÅÓÔŒÅ A^′ ŒÏÚØÍčÍ ÞÁÓÔØ, Œ ËÏÔÏÒÕÀ ÐÏÐÁÌÏ ÓÌÏŒÏ x. þÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ Åč, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ A, ÞÉÓÌÏ k É ÎÏÍÅÒ ÞÁÓÔÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÊ ÎÕÖÎÏ ÎÅ ÂÏÌÅÅ k ÂÉÔÏŒ. ▷

üÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÕÄÏÂÎÏ ÉÌÌÀÓÔÒÉÒÏŒÁÔØ ËÁÒÔÉÎËÏÊ. äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÒÁÓÓÍÏ- ÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ P_x ŒÓÅÈ ÐÁÒ ⟨k; l⟩, ÐÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ∋ x Ó KS (A) ⩽ k É log |A| ⩽ l. éÚ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÑÓÎÏ, ÞÔÏ ŒÍÅÓÔÅ Ó ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÏÊ Œ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÈÏÄÑÔ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÓÐÒÁŒÁ ÏÔ ÎÅč (Ó Â«ÏÌØÛÉÍÉ k) É ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÓŒÅÒÈÕ ÏÔ ÎÅč (Ó Â«ÏÌØÛÉÍÉ l). ôÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄŒÉÇÁÔØÓÑ ŒÐÒÁŒÏ-ŒÎÉÚ ÎÁ ŒÅËÔÏÒ ⟨k; −k⟩ (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ).

ëÁË ÍÙ ÕŒÉÄÉÍ, ÏÂÒÁÔÎÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ŒÏÚÍÏÖÎÏ ÄÁÌÅËÏ ÎÅ ŒÓÅÇÄÁ, ÔÁË ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÄŒÕÈ- ÞÁÓÔÎÙÈ ÏÐÉÓÁÎÉÊ ÏÄÎÏÊ É ÔÏÊ ÖÅ (ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ) ÄÌÉÎÙ ÎÁÉÂÏÌÅÅ ÃÅÎÎÙÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÐÉÓÁÎÉÅ Ó ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ (ÉÚ ÎÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ, ÎÏ ÎÅ ÎÁÏÂÏÒÏÔ).

óÈÅÍÁÔÉÞÅÓËÉ ÓÔÒÏÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ P_x ÍÏÖÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÔÁË (ŒÓÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ Ó ÌÏÇÁÒÉÆ- ÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ). œ ÎÅÇÏ ŒÈÏÄÉÔ ÔÏÞËÁ ⟨0; l(x)⟩, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ A ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ, ÞÔÏ É x. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, Œ ÎÅÇÏ ŒÈÏÄÉÔ ÔÏÞËÁ ⟨0; KS (x)⟩, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ A = {x}. íÎÏÖÅÓÔŒÏ P_x ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÏ ËÒÉŒÏÊ, ÉÄÕÝÅÊ ÏÔ ÐÅÒŒÏÊ ÔÏÞËÉ ÄÏ ŒÔÏÒÏÊ, ÐÒÉÞčÍ ÜÔÁ ËÒÉŒÁÑ ÎÅ ÚÁÈÏÄÉÔ Œ ÔÒÅÕÇÏÌØÎÉË k + l ⩽ KS (x) (ÐÕÎËÔÉÒÎÁÑ ÌÉÎÉÑ) É ŒÓÀÄÕ ÉÄčÔ ŒÎÉÚ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ 45^∘ ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 224 (ÒÉÓ. 47).

ðÒÉ ŒÚÇÌÑÄÅ ÎÁ ÒÉÓÕÎÏË ŒÏÚÎÉËÁÅÔ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÊ ŒÏÐÒÏÓ: ËÁËÉÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ËÒÉŒÙÅ ŒÏÚ- ÍÏÖÎÙ? íÏÖÅÔ ÌÉ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÇÒÁÎÉÃÁ ÏÂÌÁÓÔÉ P_x ÐÒÏÊÔÉ ÐÏ ÐÕÎËÔÉÒÎÏÊ ÌÉÎÉÉ? íÏÖÅÔ, ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ x ŒÚÑÔØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÌÏŒÏ, Ë ËÏÔÏÒÏÍÕ ÐÒÉÐÉÓÁÔØ ÎÅÄÏ- ÓÔÁÀÝÉÅ (ÄÏ ÖÅÌÁÔÅÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ) ÎÕÌÉ; ÔÏÇÄÁ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ A ÍÏÖÎÏ ŒÚÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ, ÎÁ ËÏÎÃÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÏÑÔ ÜÔÉ ÓÁÍÙÅ ÎÕÌÉ. îÅ ÓÔÏÌØ ÏÞÅŒÉÄÅÎ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ÄÒÕÇÏÊ ŒÏ- ÐÒÏÓ: ÍÏÖÅÔ ÌÉ ËÒÉŒÁÑ ÉÄÔÉ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ 45^∘ ÄÏ ÓÁÍÏÇÏ ËÏÎÃÁ, ÇÄÅ ËÒÕÔÏ ÓÐÕÓËÁÔØÓÑ ÉÚ ÔÏÞËÉ ⟨KS (x); l(x) − KS (x)⟩ Ë ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ (Œ ÔÏÞËÅ ⟨KS (x); 0⟩). îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÜÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÏ x ÄÏÐÕÓËÁÅÔ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÌÉÛØ ÄŒÁ ŒÉÄÁ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÇÉÐÏÔÅÚ: ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ l(x) (É ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÅ ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 224), É ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {x}.

269 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÌÏŒÏ x ÎÅ ÂÕÄÅÔ (¸; ˛)-ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÐÒÉ ¸; ˛, ÍÁÌÙÈ ÐÏ ÓÒÁŒÎÅÎÉÀ Ó k É n−k, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏŒ ÇÒÁÎÉÃÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ P_x ÂÌÉÚËÁ Ë ÐÕÎËÔÉÒÎÏÊ ÌÉÎÉÉ.

òÉÓ. 47. íÎÏÖÅÓÔŒÏ P_x. [mdl.1.eps]

òÉÓ. 48. äŒÅ ÇÒÁÎÉÞÎÙÅ ËÒÉŒÙÅ. [mdl.2.eps]

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÄŒÁ ËÒÁÊÎÉÈ ÓÌÕÞÁÑ (ÏÎÉ ÉÚÏÂÒÁÖÅÎÙ ÎÁ ÒÉÓ. 48), ÎÏ É ŒÓÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÅ: ÌÀÂÁÑ (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÒÏÓÔÁÑ) ËÒÉŒÁÑ Ó ÕËÁÚÁÎÎÙÍÉ ŒÙÛÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ- ÍÉ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÇÒÁÎÉÃÅÊ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ P_x ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ x (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ). âÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:

Theorem 225. [stat-any-curve] ðÕÓÔØ k ⩽ n É ÐÕÓÔØ n = t_0 > t_1 > : : : > t_k = 0 | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ m. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏŒÏ x ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ k + O(log n) + O(m) É ÄÌÉÎÙ n + O(log n) + O(m), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ P_x ÏÔÓÔÏÉÔ ÏÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ T = {⟨i; j⟩ | (i < k) ⇒ (j > t_i)} ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(log n) + O(m).

(çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ P ÏÔÓÔÏÉÔ ÏÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Q ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ", ÅÓÌÉ P ÓÏÄÅÒ- ÖÉÔÓÑ Œ "-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ Q É ÎÁÏÂÏÒÏÔ.)

◁ íÙ ÕÖÅ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÞÔÏ ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÎÅÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏŒ. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÕÄÉŒÉÔÅÌØÎÏ, ÞÔÏ Åč ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔ ÔÏÔ ÖÅ ÐÒÉčÍ, ÞÔÏ É ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÅÏÒÅÍÙ 220.

äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i ÏÔ 0 ÄÏ k ÓÏÓÔÁŒÉÍ ÓÐÉÓÏË ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ i É ÒÁÚÍÅÒÏÍ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2^{ti} ; ÏÂSSÅÄÉÎÉŒ ŒÓÅ ÔÁËÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (ÐÒÉ ÄÁÎÎÏÍ i), ÐÏÌÕÞÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S_i, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÉÚ 2^{i+ti} ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. (úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ÐÒÉ ÏÃÅÎËÅ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ÐÏÓÔÏÑÎÎÙÅ É ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÅ ÐÏ n ÍÎÏÖÉÔÅÌÉ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÎÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍ O(log n) Œ ÏÃÅÎËÁÈ ÄÌÉÎ É ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ.) ðÏÓËÏÌØËÕ t_i ÕÂÙŒÁÀÔ (ÞÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÎÁËÌÏÎÕ 45^∘ ÎÁ ÒÉÓÕÎËÅ), ÔÏ i + t_i ÎÅ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÔ Ó ÒÏÓÔÏÍ i, É ÐÏÔÏÍÕ ÌÀÂÏÅ ÉÚ S_i ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{t0} = 2^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. ïÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ŒÓÅÈ S_i ÔÁËÖÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2^n ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ), É ÐÏÔÏÍÕ ÓÒÅÄÉ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n (ÔÏÞÎÅÅ, n + O(log n)) ÅÓÔØ ÓÌÏŒÏ, ÎÅ ŒÈÏÄÑÝÅÅ ÎÉ Œ ÏÄÎÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ S_i. ðÅÒŒÏÅ (Œ ËÁËÏÍ-ÌÉÂÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÁÌÆÁŒÉÔÎÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ) ÔÁËÏÅ ÓÌÏŒÏ É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÙÍ ÓÌÏŒÏÍ x.

ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ P_x ÌÅÖÉÔ ŒÙÛÅ ËÒÉŒÏÊ t_i (ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ T ). ïÓÔÁčÔÓÑ ÏÃÅ- ÎÉÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ x É ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ P_x ÐÒÉÌÅÇÁÅÔ Ë ËÒÉŒÏÊ (ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏ T ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ P_x).

œÅÒÈÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒÁ x ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÐÉÓÏË ŒÓÅÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k Ó ÕËÁÚÁÎÉÅÍ ÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ k + O(log k) (ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ k É ÓÁÍÕÀ ÄÏÌÇÏÉÇÒÁÀÝÕÀ ÐÒÏÇÒÁÍÍÕ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ k, ÓÍ. Ó. 32); ÐÏÍÉÍÏ ÜÔÏÇÏ ÓÐÉÓËÁ ÎÁÍ ÎÁÄÏ ÚÎÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ t_0; t_1; : : : ; t_k, ÉÍÅÀÝÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ m.

îÉÖÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ: ÍÅÎØÛÅ k ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ x ÂÙÔØ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, ÔÁË ËÁË ŒÓÅ ÏÄÎÏÜÌÅÍÅÎÔ- ÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÔÁËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ŒÙÂÒÏÛÅÎÙ.

ïÓÔÁčÔÓÑ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÌÀÂÏÍ i ⩽ k ÓÌÏŒÏ x ÍÏÖÎÏ ÐÏÍÅÓÔÉÔØ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ i (ÉÌÉ ÞÕÔØ ÂÏÌØÛÅ) É ÒÁÚÍÅÒÁ 2^{ti} (ÉÌÉ ÞÕÔØ ÂÏÌØÛÅ). éÓËÏÍÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÓÔÒÏÉÔÓÑ ĂÓ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÐÏÐÙÔÏËĄ.

œÎÁÞÁÌÅ ŒÏÚØÍčÍ ÐÅÒŒÙÅ 2^{ti} ÓÌÏŒ ÎÕÖÎÏÊ ÄÌÉÎÙ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ A É ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÒÁÚŒÅÒ- ÎčÍ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÏÒÏÖÄÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ j É ÒÁÚÍÅÒÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2^{tj} ÐÒÉ ŒÓÅÈ j = 0; : : : ; k. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ j ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÓÐÉÓÏË ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ- ŒÁÔØ j-ÓÐÉÓËÏÍ. œ ÈÏÄÅ ÜÔÏÇÏ ÐÒÏÃÅÓÓÁ ÂÕÄÕÔ ÏÂÎÁÒÕÖÉŒÁÔØÓÑ ÐÏÄÌÅÖÁÝÉÅ ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÎÉÀ ÓÌÏŒÁ | ÜÌÅÍÅÎÔÙ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÏ ŒÓÅÈ ÓÐÉÓËÁÈ; ÐÏÑŒÌÅÎÉÅ ÎÏŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÐÒÉŒÏ- ÄÉÔ Ë ÏÄÎÏÍÏÍÅÎÔÎÏÍÕ ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÎÉÀ ŒÓÅÈ ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ÎÅÇÏ ÓÌÏŒ. ðÏËÁ ÎÅ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÉÚ A ÏËÁÚÁÌÉÓØ ŒÙÂÒÏÛÅÎÎÙÍÉ (ÐÏËÁ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÅ ÐÏËÒÏÅÔ ÃÅÌÉËÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÎÅ ÂÅÓÐÏËÏÉÔØÓÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÐÅÒŒÏÅ ÐÏ ÐÏÒÑÄËÕ ÎÅŒÙÂÒÏÛÅÎÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ A. ëÁË ÔÏÌØËÏ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÉÚ A ÂÕÄÕÔ ŒÙÂÒÏÛÅÎÙ, ÐÒÉÄčÔÓÑ ÚÁÍÅÎÉÔØ A, ŒÚÑŒ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÎÏŒÏÇÏ ËÁÎÄÉÄÁÔÁ ÐÅÒŒÙÅ 2^{ti} ÎÅŒÙÂÒÏÛÅÎÎÙÈ (ÎÁ ÄÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ) ÓÌÏŒ ÎÕÖÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. ðÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÍÙ ÓÐÏËÏÊÎÏ ÖÄčÍ ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÎÏŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ A ÎÅ ÂÕÄÕÔ ŒÙÂÒÏÛÅÎÙ (ÎÅ ÐÏÐÁÄÕÔ Œ ÏÂSSÅÄÉÎÅÎÉÅ S_i); ËÏÇÄÁ É ÅÓÌÉ ÜÔÏ ÓÌÕÞÉÔÓÑ, ÍÙ ÚÁÍÅÎÉÍ A, ŒÚÑŒ ÐÅÒŒÙÅ 2^{ti} ÐÏËÁ ÅÝč ÎÅ ŒÙÂÒÏÛÅÎÎÙÈ ÓÌÏŒ, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ.

òÁÎÏ ÉÌÉ ÐÏÚÄÎÏ ÜÔÏÔ ÐÒÏÃÅÓÓ ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÎÉÑ ÏÓÔÁÎÏŒÉÔÓÑ, É ÔÅËÕÝÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ A ÎÁ ÜÔÏÔ ÍÏÍÅÎÔ ÂÕÄÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÎÁÛÅ ÓÌÏŒÏ x. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÎÁÛÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ x, ŒÏÐÒÏÓ ÔÏÌØËÏ Œ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.

þÔÏÂÙ ÏÐÉÓÁÔØ ÐÒÏÃÅÓÓ ÐÏÒÏÖÄÅÎÉÑ ŒÙÂÒÁÓÙŒÁÅÍÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ ÐÏÓÌÅ- ÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ t_0; : : : ; t_k (É ÄÌÉÎÕ ÓÌÏŒ, ÒÁŒÎÕÀ ÐÒÉÍÅÒÎÏ n), ÔÏ ÅÓÔØ ŒÓÅÇÏ m + O(log n) ÂÉÔÏŒ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ. ðÏÜÔÏÍÕ Ó ÉÎÔÅÒÅÓÕÀÝÅÊ ÎÁÓ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ËÁÎ- ÄÉÄÁÔÏŒ ÎÁ ÒÏÌØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÏÃÅÎÉŒÁÅÔÓÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÏŒÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ (ÓËÏÌØËÏ ËÁÎÄÉÄÁÔÏŒ ÐÅÒÅÄ ÎÉÍ ÐÒÉÛÌÏÓØ ÏÔÂÒÏÓÉÔØ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÏÔÂÒÏÛÅÎÎÙÈ ËÁÎÄÉÄÁÔÏŒ ÎÅÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ 2^i; ÔÏÇÄÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÉÚ ËÁÎÄÉ- ÄÁÔÏŒ (Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ, ÐÒÁŒÉÌØÎÏÇÏ) ÂÕÄÅÔ ÎÅÎÁÍÎÏÇÏ ÂÏÌØÛÅ i.

éÔÁË, ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚ ÍÙ ÍÏÇÌÉ ÚÁÍÅÎÑÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A Œ ÓŒÑÚÉ Ó ÐÏÑŒÌÅÎÉÅÍ ÎÏŒÙÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ Œ ÓÐÉÓËÁÈ? ïÔÄÅÌØÎÏ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÐÏÑŒÌÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÂÏÌØÛÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, Á ÉÍÅÎÎÏ, ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ j-ÓÐÉÓËÉ Ó j ⩽ i. ôÁËÏÅ ÓÏÂÙÔÉÅ ÍÏÇÌÏ ÓÌÕÞÉÔØÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ O(2^i) ÒÁÚ, ÔÁË ËÁË Œ j-ÓÐÉÓËÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ O(2^j) ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ðÏÜÔÏÍÕ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÌÉÛØ ÉÎÔÅÒŒÁÌÙ ÍÅÖÄÕ ÄŒÕÍÑ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, Œ ÔÅÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÙÈ ÔÁËÉÈ ÓÏÂÙÔÉÊ ÎÅ ÓÌÕÞÁÌÏÓØ. üÔÏ ÚÎÁÞÉÔ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ A ÂÙÌÉ ÐÏËÒÙÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÉÚ j-ÓÐÉÓËÏŒ ÐÒÉ j > i. œÏ ŒÓÅÈ ÜÔÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÎÅ ÔÁË ÍÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ: ÏÂ- ÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ ŒÏ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ j-ÓÐÉÓËÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2^j ·2^{tj} ; ÐÏÓËÏÌØËÕ t_j +j ⩽ t_i +i É ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÒÁÚÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ j ÎÅŒÅÌÉËÏ, ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ŒÓÅÇÏ ÐÒÉÍÅÒÎÏ O(2^{ti+i}) ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, É ÐÏÓÌÅ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ |A| = 2^{ti} ÏÓÔÁčÔÓÑ 2^i ÉÎÔÅÒŒÁÌÏŒ. ▷

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ, ÐÏÍÉÍÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ KS (x), ÓÌÏŒÏ x ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÄÒÕ- ÇÉÅ ĂÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉĄ; ÔÁËÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ ÇÒÁÎÉÃÕ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ P_x (ÉÌÉ, ÅÓÌÉ ÕÇÏÄÎÏ, ÓÁÍÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ). üÔÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁ, ÅÓÌÉ ÍÏÖÎÏ ÔÁË ŒÙ- ÒÁÚÉÔØÓÑ, ĂÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÍÅÒÎÁĄ (ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÎÅ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ É ÎÅ ÎÁÂÏÒ ÞÉÓÅÌ ÆÉËÓÉ- ÒÏŒÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, Á ÃÅÌÕÀ ËÒÉŒÕÀ).

ëÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ ÓÌÏŒ ÐÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÏÖÎÏ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ËÁË ŒÌÏÖÅÎÎÕÀ ÃÅÐÏÞËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒ S_0 ⊂ S_1 ⊂ S_2 ⊂ : : :, ÇÄÅ S_i | ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ i. œ ÜÔÏÊ ÃÅÐÏÞËÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ S_i ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙ ÒÁŒÎÏÍÅÒÎÏ ÐÏ i É ÓÏÄÅÒÖÁÔ O(2^i) ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ.

ôÅÐÅÒØ ŒÍÅÓÔÏ ÜÔÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ Õ ÎÁÓ ÅÓÔØ ÄŒÕÍÅÒÎÁÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ S_{i;j}, ÇÄÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ S_{i;j} ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ x, ŒÈÏÄÑÝÉÈ Œ ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A Ó KS (A) < i É log |A| < j. (ôÁËÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ (i ∗ j)-ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ ÌÀÂÏÇÏ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ x.) íÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÄŒÕÍÅÒÎÕÀ ÔÁÂÌÉÃÕ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ S_{i;j}, ÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ ÐÏ ÏÂÏÉÍ ÎÁÐÒÁŒÌÅÎÉÑÍ (S_{i;j} ÒÁÓÔčÔ Ó ÒÏÓÔÏÍ i É Ó ÒÏÓÔÏÍ j). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÔÅÏÒÅÍÁ 224 ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÁÂÌÉÃÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÁ ÐÏ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ: S_{i;j} ⊂ S_{i+k;j−k}. (ëÁË ŒÓÅÇÄÁ, ÍÙ ÐÒÅÎÅÂÒÅÇÁÅÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÏÐÒÁŒËÁÍÉ: ÔÏÞÎÅÅ ÓÌÅÄÏŒÁÌÏ ÂÙ ÎÁÐÉÓÁÔØ S_{i;j} ⊂ S_{i+k+O(log k);j−k}.)

þÔÏÂÙ ÌÕÞÛÅ ÐÏÎÑÔØ ÓÍÙÓÌ ÜÔÏÊ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ĂÓÔÒÁÔÉÆÉËÁÃÉÉĄ, ÐÏÌÅÚÎÏ ÐÏÓÍÏÔÒÅÔØ ÎÁ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒ S_{i;j}. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÂÕÄÅÍ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÐÒÅÎÅÂÒÅÇÁÔØ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÍÉ ÓÌÁÇÁÅÍÙÍÉ É ÓÞÉÔÁÔØ ÄŒÁ ŒÁÒÉÁÎÔÁ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ (ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍÙÅ S É S^′) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ S_{i;j} ⊂ S^′_{i+O(log n);j+O(log n)} É ÎÁÏÂÏÒÏÔ (ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ n = i + j).

çÏŒÏÒÑ Ï ĂÐÅÒÅÞÎÅĄ Œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÙ, ÍÙ ÐÏÄÒÁÚÕÍÅŒÁÅÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÒÁÂÏÔÁÅÔ É ŒÒÅÍÑ ÏÔ ŒÒÅÍÅÎÉ ŒÙÄÁčÔ ÎÁ ŒÙÈÏÄ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ (ŒÏÚ- ÍÏÖÎÏ, Ó ÐÏŒÔÏÒÅÎÉÑÍÉ); ÄÌÉÎÏÊ ÐÅÒÅÞÎÑ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ŒÙÄÁÎÎÙÈ ÓÌÏŒ (Ó ÕÞčÔÏÍ ËÒÁÔÎÏÓÔÅÊ). œ ÕÓÌÏŒÉÉ (Œ) ÍÙ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÍÏÖÅÔ ŒÙÄÁŒÁÔØ ÎÁ ŒÙÈÏÄ ÓÌÏŒÁ ÎÅ ÐÏÏÄÉÎÏÞËÅ, Á ĂÐÏÒÃÉÑÍÉĄ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ (ËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÖÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ ÏÔ ÐÏÒÃÉÉ Ë ÐÏÒÃÉÉ).

Theorem 226. [two-part-versions] óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÓÌÏŒÁ x ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ Œ ÏÐÉ- ÓÁÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ (ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÄÒÕÇÏÅ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÄÏÂÁŒËÏÊ Ë ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍ):

(a) ÓÌÏŒÏ x ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ S_{i;j} (ÉÍÅÅÔ (i ∗ j)-ÏÐÉÓÁÎÉÅ);

(Â) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ (ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ O(log n)) ÐÅÒÅÞÅÎØ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{i+j} , Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÌÏŒÏ x Œ ÐÅÒŒÙÊ ÒÁÚ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÚÁ 2^j ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÛÁÇÏŒ ÏÔ ËÏÎÃÁ;

(Œ) ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÒÏÓÔÏÊ (ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ O(log n)) ÐÅÒÅÞÅÎØ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{i+j} , ŒËÌÀÞÁÀ- ÝÉÊ Œ ÓÅÂÑ x, Œ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÌÏŒÁ ŒÙÄÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ 2^i ÐÏÒÃÉÊ;

(Ç) Œ ÌÀÂÏÍ ÐÅÒÅÞÎÅ, ŒËÌÀÞÁÀÝÅÍ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{i+j} (É ÔÏÌØËÏ ÉÈ) ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ, ÓÌÏŒÏ x ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÚÁ 2^j ÉÌÉ ÂÏÌÅÅ ÛÁÇÏŒ ÏÔ ËÏÎÃÁ.

◁ ðÕÓÔØ ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ (a). âÕÄÅÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^i É ÒÁÚÍÅÒÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^j. ëÏÇÄÁ ÏÞÅÒÅÄÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ, ÄÏÂÁŒÌÑÅÍ Œ ÐÅÒÅÞÅÎØ ŒÓÅ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2^i ÐÏÒÃÉÊ Ó 2^j (ÉÌÉ ÍÅÎØÛÅ) ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ËÁÖÄÏÊ, ÔÁË ÞÔÏ ŒÓÅÇÏ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2^{i+j} ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ËÁË É ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ Œ ÕÓÌÏŒÉÉ (Œ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÞÎÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ, ÔÁË ËÁË ÎÕÖÎÏ ÚÎÁÔØ ÌÉÛØ i É j. éÔÁË, (a)⇒(Œ).

þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ (Â), ÎÁÄÏ ÎÅÍÎÏÇÏ ÍÏÄÉÆÉÃÉÒÏŒÁÔØ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÀ É ÄÏÂÁŒÌÑÔØ ÐÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÊ ÐÏÒÃÉÉ 2^j ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÈ ÅÝč ÎÅ ÐÏÒÏÖÄčÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ; ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÕŒÅÌÉÞÉÔÓÑ ÎÁ 2^{i+j} , ÞÔÏ Œ ÐÒÅÄÅÌÁÈ ÄÏÐÕÓÔÉÍÏÇÏ. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, (a)⇒(Â).

îÁÐÒÏÔÉŒ, ÉÚ (Â) ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ (Á), ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÌÉÛØ ÎÁÒÅÚÁÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÐÅÒÅÞÎÑ ÎÁ ÞÁÓÔÉ ÒÁÚÍÅÒÁ 2^j; ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2^i ÞÁÓÔÅÊ É ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÎÅÎÁÒÅÚÁÎÎÙÍÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2^j ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, x ŒÏÊÄčÔ Œ ÏÄÎÕ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ. ëÁÖÄÁÑ ÞÁÓÔØ ÚÁÄÁčÔÓÑ ÓŒÏÉÍ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ É ÐÏÔÏÍÕ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ i (ÐÌÀÓ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÁÑ ÄÏÂÁŒËÁ, ŒËÌÀÞÁÀÝÁÑ Œ ÓÅÂÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÅÒÅÞÎÑ).

þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ (Á) ÉÚ (Œ), ÐÒÉ ÐÏÑŒÌÅÎÉÉ ËÁÖÄÏÊ ÎÏŒÏÊ ÐÏÒÃÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÅÒÅÞÎÑ ÍÙ ÒÁÚÂÉŒÁÅÍ Åč ÎÁ ÞÁÓÔÉ ÉÚ 2^j ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÌÉ ÍÅÎØÛÅ (ÄÌÑ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ, ÎÅÐÏÌÎÏÊ, ÞÁÓÔÉ Œ ËÁÖÄÏÊ ÐÏÒÃÉÉ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÏÒÃÉÉ ÐÒÏÐÁÄÁÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^j ÍÅÓÔ, ÔÁË ÞÔÏ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÐÏÔÅÒÑÎÎÙÈ ÍÅÓÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2^{i+j} É ÞÉÓÌÏ ÞÁÓÔÅÊ ÅÓÔØ 2^i, Á ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ i.

éÔÁË, ÓŒÏÊÓÔŒÁ (Á){(Œ) ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ), É ÏÓÔÁÌÏÓØ ÐÏËÁ- ÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÙ (Ç). ïÞÅŒÉÄÎÏ, ÞÔÏ (Ç) ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÕÓÉÌÅÎÉÅÍ (Â), ÔÁË ÞÔÏ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÉÚ (Á) ÓÌÅÄÕÅÔ (Ç).

éÔÁË, ÐÕÓÔØ ÓÌÏŒÏ x ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ A ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏ- ÌÅÅ i, ÐÒÉÞčÍ log |A| ⩽ j. œÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, Œ ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É x, ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ i + j + O(log(i + j)); ÐÒÅÎÅÂÒÅÇÁÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÍÉ ÐÏÐÒÁŒËÁÍÉ, ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÐÕÓËÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ (ÎÁÄÅÑÓØ, ÞÔÏ ÐÒÉŒÙËÛÉÊ Ë ÜÔÏÍÕ ÞÉÔÁÔÅÌØ ÌÅÇËÏ ŒÎÅÓčÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ ÉÓÐÒÁŒÌÅÎÉÑ).

ðÕÓÔØ ÔÁËÖÅ ÄÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÏÓÔÏÊ ÐÅÒÅÞÅÎØ, ŒËÌÀÞÁÀÝÉÊ Œ ÓÅÂÑ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ i + j (É ÔÏÌØËÏ ÉÈ). íÙ ÈÏÔÉÍ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÏ x ÐÏÑŒÉÔÓÑ Œ ÜÔÏÍ ÐÅÒÅÞÎÅ ÎÅ ÓÌÉÛËÏÍ ÐÏÚÄÎÏ (ÐÏÓÌÅ ÎÅÇÏ ÂÕÄÕÔ ÅÝč ËÁË ÍÉÎÉÍÕÍ 2^j ÓÌÏŒ). úÎÁÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÒÏÖÄÁÔØ ÐÅÒÅÞÅÎØ, ÐÏËÁ Œ ÎčÍ ÎÅ ÏÂÎÁÒÕÖÁÔÓÑ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ A. ðÏÒÏÖÄčÎÎÁÑ Ë ÜÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ÞÁÓÔØ ÐÅÒÅÞÎÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ B ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ i (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÉÑ B ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ A É ÓÁÍ ÐÅÒÅÞÅÎØ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÏÓÔ). òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÅÒŒÙÅ (ÐÏ ÐÏÒÑÄËÕ) 2^j ÓÌÏŒ ŒÎÅ B: ÏÎÉ ÏÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏÍ B (i ÂÉÔÏŒ) É ÓŒÏÉÍ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ (j ÂÉÔÏŒ) É ÐÏÔÏÍÕ ÉÍÅÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ i + j; ÜÔÏ É ÂÕÄÕÔ ÉÓËÏÍÙÅ 2^j ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÐÅÒÅÞÎÑ, ÓÔÏÑÝÉÅ Œ ÎčÍ ÐÏÓÌÅ x. ▷ 270 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÄŒÁ ÐÒÏÓÔÙÈ (ÉÍÅÀÝÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ O(log n)) ÐÅÒÅÞÎÑ ÓÌÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ n, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ x ÌÏÇÁÒÉÆÍÙ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÓÌÏŒ ÐÏÓÌÅ x Œ ÏÂÏÉÈ ÐÅÒÅÞÎÑÈ ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O(log n).

íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÍÙ ŒŒÅÌÉ ÄÏÐÏÌÎÉÔÅÌØÎÕÀ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÀ ÓÌÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n, ÉÚÍÅÒÑÑ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÄÏ ËÏÎÃÁ ÓÐÉÓËÁ ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ. ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÄŒÕÍÅÒÎÏÊ ÔÁÂÌÉÃÙ S_{i;j} ÜÔÏ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ŒÏÚÒÁÓÔÁÀÝÅÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ S_{i;j} ÎÁ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ i + j = n (ÓÔÒÏÇÏ ÇÏŒÏÒÑ, ŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÄÏÌØ ÜÔÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ | ÐÒÉ ÕŒÅÌÉÞÅÎÉÉ i É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÍ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÉ j | ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÌÉÛØ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ

ÄÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÈ ÐÏÐÒÁŒÏË). óÌÕÞÁÊÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ n (ÔÏ ÅÓÔØ ÓÌÏŒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n É ÄÌÉÎÙ n) ÓÔÏÑÔ Œ ÎÁÞÁÌÅ ÜÔÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁÃÉÉ, ÉÍÅÑ (n ∗ 0)-ÏÐÉÓÁÎÉÑ; Œ ËÏÎÃÅ Åč ÓÔÏÑÔ (ÎÅÍÎÏÇÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ) ÓÌÏŒÁ, ÉÍÅÀÝÉÅ ÌÉÛØ (0 ∗ n)-ÏÐÉÓÁÎÉÑ.

271 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n, ÓÔÏÑÝÉÅ Œ ÓÁÍÏÍ ËÏÎÃÅ ÓÐÉÓËÁ (Ó ÌÏÇÁÒÉÆ- ÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ, ÔÏ ÅÓÔØ ÓÌÏŒÁ, ÚÁ ËÏÔÏÒÙÍÉ ÓÔÏÉÔ poly(n) ÓÌÏŒ), ĂÐÏÞÔÉ ÏÄÉÎÁËÏŒÙĄ: ÏÎÉ ÉÍÅÀÔ ÕÓÌÏŒÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ O(log n) ÄÒÕÇ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÒÕÇÁ.

ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ B(n+O(log n)) É BB(n+O(log n)), ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÙÅ Œ ÒÁÚÄÅÌÅ 1.2 (Ó. 32).

åÓÌÉ ÕÇÏÄÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ n ÍÉÎÕÓ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ ÄÏ ËÏÎÃÁ ÓÐÉÓËÁ ÍÅÒÏÊ ĂÉÚŒÒÁÝčÎÎÏÓÔÉĄ ÓÌÏŒÁ: ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ n ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÉÍÅÀÔ ÎÕÌÅŒÕÀ ÉÚŒÒÁÝčÎÎÏÓÔØ, Á ÓÌÏŒÁ Õ ËÏÎÃÁ ÓÐÉÓËÁ (ÔÉÐÁ B(n)) | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ (ÂÌÉÚËÕÀ Ë n). îÏ ÎÁÄÏ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ ÄŒÁ ŒÁÖÎÙÈ ÏÂÓÔÏÑÔÅÌØÓÔŒÁ.

• ĂÉÚŒÒÁÝčÎÎÏÓÔØĄ ÓÌÏŒ x É y ÍÏÖÅÔ ÓÉÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÁÔØÓÑ, ÅÓÌÉ ÄÁÖÅ KS (x|y) ≈ 0 É KS (y|x) ≈ 0. (œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ËÒÁÔÞÁÊÛÅÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ y ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ É ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Œ ÓÁÍÏÍ ÎÁÞÁÌÅ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÇÏ ÓÐÉÓËÁ.)

ïÄÎÁËÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏŒÁ x É y ÐÅÒÅÈÏÄÑÔ ÄÒÕÇ Œ ÄÒÕÇÁ ÐÒÉ ÐÒÏÓÔÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÂÉÅËÃÉÉ, ÜÔÏ ÕÖÅ ÎÅ ÔÁË (ÓÍ. ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ).

• ĂÉÚŒÒÁÝčÎÎÏÓÔØĄ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n (ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÅÇÏ ÍÅÓÔÏÍ Œ ÐÅÒÅÞÎÅ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ŒÙÛÅ n) ÍÏÖÅÔ ÓÉÌØÎÏ ÕÐÁÓÔØ, ÅÓÌÉ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÏ ÖÅ ÓÌÏŒÏ x Œ ÐÅÒÅÞÎÅ ÓÌÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n^′ ÐÒÉ n^′ > n. ôÁË ÞÔÏ ÆÁËÔÉÞÅÓËÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÏÊ ÓÌÏŒÁ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÆÕÎËÃÉÑ n^′ → ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÅ ÏÔ x ÄÏ ËÏÎÃÁ ÐÅÒÅÞÎÑ ÓÌÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ŒÙÛÅ n^′. ðÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÜÔÏ ÔÁ ÖÅ ÓÁÍÁÑ ÇÒÁÎÉÞÎÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ P_x, ÎÏ ÔÏÌØËÏ Œ ÄÒÕÇÉÈ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÈ (ÔÅÐÅÒØ ÍÙ ÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁ ÔÏÞËÉ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ i + j = n^′ ÚÁÈÏÄÑÔ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ P_x).

272 ðÕÓÔØ ÓÌÏŒÁ x É y ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÐÒÉ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÂÉÅËÃÉÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ t. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ x ∈ S_{i;j}, ÔÏ y ∈ S_{i+O(log(i+j)+t);j+O(log(i+j)+t)}.

273 ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ KS^′(x|y) ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÒÏÇÒÁÍÍÙ ÄÌÑ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅ- ÄÅÌčÎÎÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ, ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÅÊ y Œ x. ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ KS (x|y) ⩽ KS^′(x|y) Ó ÌÏÇÁÒÉÆ- ÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ, ÎÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÓÌÏŒÁ x É y ÄÌÉÎÙ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ KS (x|y) ≈ 0 É K^′(x|y) ≈ n.

274 ðÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ KS^′(x|y) ⩽ n É KS^′(y|x) ⩽ t, ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ŒÙÞÉÓÌÉÍÁÑ ÂÉÅËÃÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ 2t + O(log t), ÐÅÒÅŒÏÄÑÝÁÑ x Œ y. [õËÁÚÁÎÉÅ: ÓÔÒÏÉÍ ÉÓËÏÍÕÀ ÂÉÅËÃÉÀ ÐÏ ÞÁÓÔÑÍ Ó ÄŒÕÈ ÓÔÏÒÏÎ.]

œÏÚŒÒÁÝÁÑÓØ Ë ÔÅÏÒÅÍÅ 15 (Ó. 32), ÍÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ŒÙÄÅÌÑÌÁ ÓÒÅÄÉ ÓÌÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÏÓÏÂÙÅ ÓÌÏŒÁ (ŒÓÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÍÁÌÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÁ); ÔÅÐÅÒØ ÍÙ ÐÏÎÑÌÉ ĂÆÉÌÏÓÏÆÓËÉÊ ÓÍÙÓÌĄ ÜÔÉÈ ÓÌÏŒ | ÜÔÏ ĂÎÁÉÍÅÎÅÅ ÓÔÏÈÁ- ÓÔÉÞÅÓËÉÅĄ (=ÓÔÏÑÝÉÅ Õ ËÏÎÃÁ ÓÐÉÓËÁ) É ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÅ ÉÍ ÓÌÏŒÁ. óÒÅÄÉ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙÈ, ÏÔÍÅÔÉÍ, ÅÓÔØ É ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÅ, ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÌÉÚËÁ Ë ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ôÁËÏŒÁ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, ÄŒÏÉÞÎÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÞÉÓÌÁ k_n ÓÌÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n (ÐÕÎËÔ (Â) Œ ÔÅÏÒÅÍÅ 15) ÉÌÉ ÞÉÓÌÁ m_n ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÐÒÅÄÅÌčÎ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÄÅËÏÍÐÒÅÓÓÏÒ.

ëÓÔÁÔÉ, ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÎÎÏÅ ÐÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 226 ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÕÓÔÁ- ÎÏŒÉÔØ ÓŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ k_n (ÉÌÉ m_n) ÐÒÉ ÒÁÚÎÙÈ n, ËÁË ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁÄÁÞÁ:

275 [omega-words-connections] äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÐÒÉ n^′ < n ÓÌÏŒÏ k_n′ (ÔÏÞÎÅÅ ÓÌÅÄÏ- ŒÁÌÏ ÂÙ ÓËÁÚÁÔØ ĂÓÌÏŒÏ, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓØÀ ÞÉÓÌÁ k_n′ ) ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏ (Ó ÔÏÞÎÏ- ÓÔØÀ ÄÏ ÕÓÌÏŒÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ O(log n)) ÐÅÒŒÙÍ n^′ ÂÉÔÁÍ ÓÌÏŒÁ k_n. äÏËÁÖÉÔÅ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÌÏŒ m_n É m_n′ . [õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ k_n ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÎÁÄÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÕËÁ- ÚÁÎÉÅ ÓÐÉÓËÁ ÓÌÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n Ó ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 2^s ÐÒÏÐÕÓËÁÍÉ ÒÁŒÎÏÓÉÌØÎÏ ÕËÁÚÁÎÉÀ ÞÉÓÌÁ, ÂÏÌØÛÅÇÏ B (n − s). œ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ: ÚÎÁÑ ÔÁËÏÊ ÓÐÉÓÏË, ÍÙ ÄÏÖÉÄÁÅÍ- ÓÑ T ÛÁÇÏŒ, ÐÏËÁ Œ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÉ ÓÌÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n ÐÏÑŒÑÔÓÑ ŒÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÓÐÉÓËÁ. ìÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏ t > T ÄÏÌÖÎÏ ÉÍÅÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ n−s, ÉÎÁÞÅ ÐÏ ÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÐÉÓÏË ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÅÎØÛÅ n − s, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÊ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ n, ËÒÏÍÅ 2^s, É ÐÅÒŒÙÅ 2^s ÓÌÏŒ ŒÎÅ ÜÔÏÇÏ ÓÐÉÓËÁ ÐÒÉŒÏÄÉÌÉ ÂÙ Ë ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÀ. œ ÄÒÕÇÕÀ ÓÔÏÒÏÎÕ: ÂÕÄÅÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ÓÌÏŒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n, ŒÙÄÁŒÁÑ ÉÈ ÐÏÒÃÉÑÍÉ ÐÏ 2^s ÛÔÕË; ÚÎÁÑ B(n − s), ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÞÉÓÌÏ ÐÏÌÎÙÈ ÐÏÒÃÉÊ (ÛÁÇ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÐÏÌÎÁÑ ÐÏÒÃÉÑ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ B (n − s), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏÍ ÐÏÌ- ÎÙÈ ÐÏÒÃÉÊ É ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ n − s) É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÉÓËÏÍÙÊ ÓÐÉÓÏË Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÐÏÓÌÅÄÎÅÊ ÎÅÐÏÌÎÏÊ ÐÏÒÃÉÉ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ ÇÏÄÉÔÓÑ É ÄÌÑ m_n.]

óÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÏÂÏÂÝÁÅÔ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 29 (Ó. 44). ôÁÍ ÐÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÌÏŒÏ x ÉÍÅÅÔ ÍÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÊ ÄÁÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ, ÔÏ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ É ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÍÅÎØÛÅÊ ÄÌÉÎÙ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ŒÅÒÎÏ É ÄÌÑ (i ∗ j)-ÏÐÉÓÁÎÉÊ.

Theorem 227. [improving-descriptions-1] ðÕÓÔØ ÄÌÑ ÓÌÏŒÁ x ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2^k ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÅÇÏ (i ∗ j)-ÏÐÉÓÁÎÉÑÍÉ. ôÏÇÄÁ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ (i ∗ (j − k))-ÏÐÉÓÁÎÉÅ É ÄÁÖÅ ((i − k) ∗ j)-ÏÐÉÓÁÎÉÅ.

œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ŒÉÄÁ O(log(i + j + k)), ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÐÒÉÂÁŒÌÑÔØ Ë ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍ ÏÐÉÓÁÎÉÊ. óÌÏŒÏ ĂÄÁÖÅĄ ÎÁÐÏÍÉÎÁÅÔ Ï ÔÅÏÒÅÍÅ 224, ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏÚŒÏÌÑÅÔ ÏÔ (i − k) ∗ j ÐÅÒÅÊÔÉ Ë i ∗ (j − k).

◁ ðÅÒŒÏÅ (ÂÏÌÅÅ ÐÒÏÓÔÏÅ) ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÊ, ÉÓÐÏÌØ- ÚÏŒÁÎÎÙÈ Œ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 226. âÕÄÅÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ŒÓÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ i É ÒÁÚÍÅÒÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^j É ÓÍÏÔÒÅÔØ, ËÁËÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ x ÐÏËÒÙÔÙ ÉÍÉ Ó ËÒÁÔÎÏ- ÓÔØÀ 2^k. ôÁËÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{i+j}=2^k = 2^{i+j−k}, É ÏÎÉ ŒÙÄÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ 2^i ÐÏÒÃÉÊ (ËÁÖÄÏÅ ÎÏŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÏÄÎÏÊ ÐÏÒÃÉÉ). ïÓÔÁčÔÓÑ ŒÓÐÏÍÎÉÔØ ÓŒÏÊÓÔŒÏ (Œ) ÔÅÏÒÅÍÙ 226.

äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ŒÔÏÒÏÇÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ ÎÁÍ ÐÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÞÉÓÌÏ ÐÏÒÃÉÊ ÄÏ 2^{i−k}. œÏÔ ËÁË ÜÔÏ ÄÅÌÁÅÔÓÑ. ðÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ i É ÒÁÚÍÅÒÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^j, ÍÙ ÔÅÐÅÒØ ÏÂÒÁÝÁÅÍ ŒÎÉÍÁÎÉÅ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÁ ĂÐÏÌÎÏÃÅÎÎÙÅĄ ÜÌÅ- ÍÅÎÔÙ, ÐÏËÒÙÔÙÅ Ó ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ 2^k, ÎÏ É ÎÁ ĂËÁÎÄÉÄÁÔÏŒĄ | ÜÌÅÍÅÎÔÙ, ÐÏËÒÙÔÙÅ Ó ŒÄŒÏÅ ÍÅÎØÛÅÊ ËÒÁÔÎÏÓÔØÀ (2^{k−1}). ëÁË ÔÏÌØËÏ ÐÏÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÌÎÏÃÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÎÅ ŒÏÛÅÄÛÉÊ Œ ÐÅÒÅÞÅÎØ, ÍÙ ŒËÌÀÞÁÅÍ Œ ÜÔÏÔ ÐÅÒÅÞÅÎØ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÅÇÏ, ÎÏ ÚÁÏÄÎÏ ÕÖ É ŒÓÅÈ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÎÙÈ Ë ÜÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ËÁÎÄÉÄÁÔÏŒ (ËÒÏÍÅ ÕÖÅ ŒËÌÀÞčÎÎÙÈ Œ ÐÅÒÅÞÅÎØ). ïÔ ÜÔÏÇÏ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ŒËÌÀÞčÎÎÙÈ Œ ÐÅÒÅÞÅÎØ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÕŒÅÌÉÞÉÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ŒÄŒÏÅ (ÞÔÏ ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÏ ÐÒÉ ÎÁÛÅÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔÉ). úÁÔÏ ÞÉÓÌÏ ÐÏÒÃÉÊ ÓÉÌØÎÏ ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ: ŒÅÄØ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ÎÉÈ ŒËÌÀÞÁÅÔ Œ ÐÅÒÅÞÅÎØ ŒÓÅÈ ËÁÎÄÉÄÁÔÏŒ, É ÞÔÏÂÙ ÐÏÑŒÉÌÓÑ ÎÅÐÏËÒÙÔÙÊ ÐÏÌÎÏÃÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÎÕÖÎÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2^{k−1} ÎÏŒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ËÒÁÔÎÏÓÔØ ÄÏÌÖÎÁ ŒÏÚÒÁÓÔÉ ÐÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÍÅÒÅ ÏÔ 2^{k−1} ÄÏ 2^k). üÔÏ É ÄÁčÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÍÅÎØÛÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ ÐÏÒÃÉÊ. ▷ ôÏÌØËÏ ÞÔÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÍÏÖÎÏ ÐÅÒÅÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:

Theorem 228. [improving-descriptions-2] åÓÌÉ ÓÌÏŒÏ x ÉÍÅÅÔ (i ∗ j)-ÏÐÉÓÁÎÉÅ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (A|x) ⩾ k, ÔÏ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ É (i ∗ (j − k))-ÏÐÉÓÁÎÉÅ É ÄÁÖÅ ((i − k) ∗ j)-ÏÐÉÓÁÎÉÅ.

(ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Œ ÔÏÞÎÏÊ ÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÏŒËÅ.)

◁ œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, ÚÎÁÑ ÓÌÏŒÏ x, Á ÔÁËÖÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÏŒ i É j (ÐÏÓÌÅÄÎÅÅ ÔÒÅÂÕ- ÅÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÞÉÓÌÁ ÂÉÔÏŒ), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ŒÓÅ (i ∗ j)-ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÓÌÏŒÁ x. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÔÁËÉÈ ÏÐÉÓÁÎÉÊ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ) ÎÅ ÐÒÅ- ŒÏÓÈÏÄÉÔ ÉÈ ÞÉÓÌÁ, É ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÏÐÉÓÁÎÉÅ A Ó ÂÏÌØÛÉÍ KS (A|x), ÔÏ ÜÔÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÉÓÁÎÉÊ ÍÎÏÇÏ É ÍÏÖÎÏ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ ÐÒÅÄÙÄÕÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ. ▷

üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÂÅÒčÍ ÏÐÉÓÁÎÉÑ Ó ÐÒÅÄÅÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÙÍÉ ÐÁ- ÒÁÍÅÔÒÁÍÉ (ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ P_x ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ x), ÔÏ ŒÓÅ ÜÔÉ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÂÕÄÕÔ ÐÒÏÓÔÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ x. þÔÏ, Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÚÄÒÁŒÏÇÏ ÓÍÙÓÌÁ, ÄÏŒÏÌØÎÏ ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ: ÅÓÌÉ Œ ÏÐÉÓÁ- ÎÉÉ ÅÓÔØ ĂÌÉÛÎÑÑĄ (ÎÅ ŒÈÏÄÑÝÁÑ Œ x) ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ, ÔÏ ŒÒÑÄ ÌÉ ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÍ. . .

16.4. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÇÉÐÏÔÅÚ

œ ÜÔÏÍ ÐÁÒÁÇÒÁÆÅ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÇÉÐÏÔÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏÍ A, ÓÏÓÔÏÑÝÉÍ ÉÚ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ.

îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ ÇÉÐÏÔÅÚ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÚÁÒÁÎÅÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÏÂ ÉÓÔÏÞÎÉËÅ ÐÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x. á ÉÍÅÎÎÏ, ÎÁÍ ÉÚ- ŒÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÏ x ÂÙÌÏ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ŒÙÂÏÒÏÍ Œ ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÚ A (ÎÏ ÍÙ ÎÅ ÚÎÁÅÍ Œ ËÁËÏÍ). ðÏÜÔÏÍÕ, ÐÏÄÙÓËÉŒÁÑ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÕÀ ÇÉÐÏÔÅÚÕ ÄÌÑ x, ÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÉŒÁ- ÅÍÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍÉ A.

ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÐÁÒÁÇÒÁÆÏŒ ÏÂÏÂÝÁÀÔÓÑ (Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÕÈÕÄÛÅÎÉÅÍ ÏÃÅÎÏË) ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÌÀÂÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔŒ A, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÔÒÅÍ ÕÓÌÏ- ŒÉÑÍ.

(1) óÅÍÅÊÓÔŒÏ A ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÉÍÅÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÅÞÁÔÁÀÝÉÊ Œ ÎÅ- ËÏÔÏÒÏÍ ÐÏÒÑÄËÅ ÓÐÉÓËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ŒÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÚ A; ÓÐÉÓÏË ÏÞÅÒÅÄÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÏÖÎÏ ÎÁÞÉÎÁÔØ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÕÖÅ ÚÁËÏÎÞÅÎ ÓÐÉÓÏË ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÇÏ.

(2) äÌÑ ŒÓÅÈ n ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n. (3) äÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ p ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ∈ A ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØ- ÎÙÈ ÞÉÓÅÌ n É c < |A| ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ. óÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n ÉÚ A ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ p(n)|A|=c ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÉÚ A, ÐÒÉÞÅÍ ÍÏÝÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ c.

äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P^A_x ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ⟨i; j⟩, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ x ÉÍÅÅÔ (i∗j)-ÏÐÉÓÁÎÉÅ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÕ A. íÎÏÖÅÓÔŒÏ P^A_x ŒÓÅÇÄÁ ŒËÌÀÞÅÎÏ Œ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ P_x; ÞÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ A, ÔÅÍ ÂÏÌØÛÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ P^A_x . äÌÑ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ A, ÓÏÓÔÏÑÝÅÇÏ ÉÚ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ, ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ P^A_x = P_x.

ðÕÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ A ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ (1){(3). ôÏÇÄÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ P^A_x ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÔÅÍÉ ÖÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ, ÞÔÏ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ P_x. á ÉÍÅÎÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ n ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.

• íÎÏÖÅÓÔŒÏ P^A_x ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÁÒÕ, ÏÔÓÔÏÑÝÕÀ ÏÔ ÐÁÒÙ ⟨0; n⟩ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ O(log n).

äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÏ ÓŒÏÊÓÔŒÕ (2) ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n, Á ÚÎÁÞÉÔ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ n ÉÍÅÅÔ O(log n) ∗ n-ÏÐÉÓÁÎÉÅ Œ A.

• íÎÏÖÅÓÔŒÏ P^A_x ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÁÒÕ, ÏÔÓÔÏÑÝÕÀ ÏÔ ÐÁÒÙ ⟨KS (x); 0⟩ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÕ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ (3), ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÇÏ Ë c = 1 É ÍÎÏÖÅÓÔŒÕ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ A, ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ A ÓÏÄÅÒÖÉÔ ŒÓÅ ÓÉÎÇÌÅÔÏÎÙ, ÐÏÜÔÏÍÕ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏŒÏ ÉÍÅÅÔ (KS (x) + O(1)) ∗ 0-ÏÐÉÓÁÎÉÅ.

• éÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ 224: ⟨i; j⟩ ∈ P^A_x ⇒ ⟨i + k + O(log n); j − k⟩ ∈ P^A_x (ÄÌÑ ŒÓÅÈ k ⩽ j). äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÐÕÓÔØ x ÉÍÅÅÔ i ∗ j-ÏÐÉÓÁÎÉÅ A ∈ A. ðÕÓÔØ ÎÁÍ ÄÁÎÏ n, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A É k. âÕÄÅÍ ÐÏÒÏÖÄÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÚ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ A ÄÏ ÔÅÈ ÐÏÒ, ÐÏËÁ ÎÅ ÎÁÊÄÅÍ ÐÏËÒÙÔÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n ÉÚ A ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ p(n)2^k ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁÍÉ ÍÏÝÎÏÓÔÉ |A|2^{−k} ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ (ÚÄÅÓØ p | ÐÏÌÉÎÏÍ ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ (3)). óÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÅÇÏ x, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ i + k + O(log n + log k), ÐÏÓËÏÌØËÕ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÚÎÁÑ A, n, k É ÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÏŒÙÊ ÎÏÍÅÒ ÓÒÅÄÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÉÈ A. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ k ⩽ n, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÉÎÁÞÅ ÕÔŒÅÒ- ÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ: ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {x} ÑŒÌÑÅÔÓÑ i + k + O(log n) ∗ (j − k)-ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ x. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ O(log k) ÍÏÖÎÏ ÏÐÕÓÔÉÔØ.

ðÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ A ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÛÁÒÏŒ èÜÍÍÉÎÇÁ (ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÉÄÁ {x | l(x) = l(y); d(x; y) ⩽ r}, ÇÄÅ y | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ (ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÃÅÎÔÒÏÍ ÛÁÒÁ), r | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÁÚÙŒÁÅÍÏÅ ÒÁÄÉÕÓÏÍ ÛÁÒÁ, Á d(x; y) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÒÁÓÓÔÏ- ÑÎÉÅ èÜÍÍÉÎÇÁ (ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÏÚÉÃÉÊ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ x É y ÒÁÚÌÉÞÎÙ). îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ ÇÏŒÏÒÑ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ ÇÉÐÏÔÅÚ ÛÁÒÁÍÉ èÜÍÍÉÎÇÁ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÁÍ ÉÚŒÅÓÔÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ (ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏÇÏ) ÓÌÏŒÁ y É ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ (ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏÇÏ) ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ d ÓÌÏŒÏ x ÂÙÌÏ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ y ÉÚÍÅÎÅÎÉÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ d ÂÉÔÏŒ, ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÎÏÍÅÒÁ ÉÚÍÅÎÅÎÎÙÈ ÂÉÔÏŒ ŒÙÂÉÒÁÌÉÓØ ÓÌÕÞÁÊÎÏ. (óÌÏŒÏ y ÂÙÌÏ ÐÅÒÅÄÁÎÏ ÐÏ ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÍÕ ËÁÎÁÌÕ ÐÅÒÅÄÁÞÉ, ÕÒÏŒÅÎØ ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅÉÚŒÅÓÔÅÎ.)

276 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ r ⩽ n ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ poly(n)2^n=V ÛÁÒÁÍÉ èÜÍÍÉÎÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ r, ÇÄÅ V ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÛÁÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ r. [õËÁÚÁÎÉÅ. œÙÂÅÒÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ N ÛÁÒÏŒ ÒÁÄÉÕÓÁ r. äÌÑ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÐÏËÒÙÔÏ ÎÉ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ŒÙÂÒÁÎÎÙÈ ÛÁÒÏŒ ÒÁŒÎÁ (1 − V 2^{−n})^N < e^{−V 2−nN} . åÓÌÉ ÐÏÌÏÖÉÔØ N = n ln 2 · 2^n=V , ÔÏ ÜÔÁ ŒÅÒÈÎÑÑ ÏÃÅÎËÁ ÂÕÄÅÔ ÒÁŒÎÁ 2^{−n}. úÎÁÞÉÔ ÐÒÉ ÔÁËÏÍ N ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ n ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÐÏËÒÙÔÏ, ÍÅÎØÛÅ 1.]

277 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÛÁÒÏŒ èÜÍÍÉÎÇÁ ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏŒÉÑÍ (1){(3). [õËÁÚÁÎÉÅ. ðÕÓÔØ ÄÁÎ ÛÁÒ A ÒÁÄÉÕÓÁ a É ÞÉÓÌÏ c < |A|. îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ A ÛÁÒÁÍÉ ÍÏÝÎÏÓÔÉ c ÉÌÉ ÍÅÎØÛÅ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n ÍÏÖÎÏ ÐÏËÒÙÔØ ÄŒÕÍÑ ÛÁÒÁÍÉ ÒÁÄÉÕÓÁ n=2, ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ a ⩽ n=2. œÙÂÅÒÅÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ b ⩽ n=2 ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÛÁÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ b ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ c, É ÂÕÄÅÍ ÉÓËÁÔØ ÐÏËÒÙÔÉÅ A ÛÁÒÁÍÉ ÒÁÄÉÕÓÁ b. íÏÝÎÏÓÔÉ ÛÁÒÏŒ èÜÍÍÉÎÇÁ Ó ÒÁÄÉÕÓÁÍÉ, ÒÁÚÌÉÞÁÀÝÉÍÉÓÑ ÎÁ 1, ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ Œ n + 1 ÒÁÚ, ÐÏÜÔÏÍÕ V ⩾ c=(n + 1) É ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÒÙÔØ A ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ poly(n)|A|=V ÛÁÒÁÍÉ ÒÁÄÉÕÓÁ b.

ðÏËÒÏÅÍ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ b ÏÔ ÃÅÎÔÒÁ ÛÁÒÁ A ÏÄÎÉÍ ÛÁÒÏÍ ÒÁÄÉÕÓÁ b (Ó ÔÅÍ ÖÅ ÃÅÎÔÒÏÍ). ïÓÔÁÔÏË ÛÁÒÁ ÒÁÚÏÂØÅÍ ÎÁ ËÏÎÃÅÎÔÒÉÞÅÓËÉÅ ÓÆÅÒÙ: ËÁÖÄÁÑ ÓÆÅÒÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÔÏÞÅË ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ ÒÏŒÎÏ d ÏÔ ÃÅÎÔÒÁ ÛÁÒÁ A, ÇÄÅ d ∈ {b + 1; b + 2; : : : ; a} ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÆÅÒ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ n, ÐÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÎÁÕÞÉÔØÓÑ ÐÏËÒÙŒÁÔØ ÓÆÅÒÕ S ÒÁÄÉÕÓÁ d ∈ (b; n=2] ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ poly(n)|S|=V ÛÁÒÁÍÉ ÒÁÄÉÕÓÁ b.

äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÞÉÓÌÏ f, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÕÒÁŒÎÅÎÉÑ b + f(1 − 2b=n) = d, ÏËÒÕÇÌÅÎÎÙÍ ÄÏ ÂÌÉÖÁÊÛÅÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ. œÙÂÅÒÅÍ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÛÁÒ B ÒÁÄÉÕ- ÓÁ b Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ f ÏÔ ÃÅÎÔÒÁ S. îÅ ÍÅÎÅÅ 1= poly(n)-ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÏÞÅË ÌÀ- ÂÏÇÏ ÔÁËÏÇÏ ÛÁÒÁ B ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ S. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ x É y ÃÅÎÔÒÙ S É B, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. œÙÂÅÒÅÍ Œ ÓÌÏŒÅ y ÎÅËÏÔÏÒÕÀ b=n-ÕÀ ÞÁÓÔØ ÂÉÔÏŒ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ x ÓÏ- ŒÐÁÄÁÅÔ Ó y, É ÎÅËÏÔÏÒÕÀ b=n-ÕÀ ÞÁÓÔØ ÂÉÔÏŒ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ x ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ y, É ÉÚÍÅÎÉÍ ŒÓÅ ŒÙÂÒÁÎÎÙÅ ÂÉÔÙ. ìÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ, ÐÏÌÕÞÅÎÎÏÅ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÒÁÓÐÏÌÏÖÅÎÏ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏ- ÑÎÉÉ b ÏÔ y É ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ f − (b=n)f + (n − f)(b=n) = d ÏÔ x. ïÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÓÌÏŒ ÒÁŒÎÏ

(_f

f(b=n) )(_{n−f} (n−f)(b=n) ) , ÞÔÏ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÁ ÐÏÌÉÎÏÍ ÏÔ n ÒÁŒÎÏ 2^{fh(b=n;1−b=n)+(n−f)h(b=n;1−b=n)} = 2^{nh(b=n;1−b=n)}, ÔÏ ÅÓÔØ, ÒÁŒÎÏ V (Ó ÔÏÊ ÖÅ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ). éÔÁË, ËÁÖÄÙÊ ÛÁÒ B ÒÁÄÉÕÓÁ b Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ f ÏÔ x ÐÒÏËÒÙŒÁÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ V= poly(n) ÔÏÞÅË ÉÚ S. ðÒÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍ ŒÙÂÏÒÅ ÛÁÒÁ B ËÁÖÄÏÅ z ∈ S ÉÍÅÅÔ ÒÁŒÎÙÅ ÛÁÎÓÙ ÂÙÔØ ÐÏËÒÙÔÙÍ. ðÏÜÔÏÍÕ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÅ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÅ z ∈ S ÐÏËÒÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÕ- ÞÁÊÎÙÍ ÛÁÒÏÍ B, ÎÅ ÍÅÎØÛÅ V=(|S| poly(n)). óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÐÏÄÈÏÄÑÝÅÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ Ó ÂÏÌØÛÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ŒÙÂÒÁÎÎÙÅ poly(n)|S|=V ÛÁÒÏŒ ÒÁÄÉÕÓÁ b Ó ÃÅÎÔÒÏÍ ÎÁ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÉ f ÏÔ x ÐÏËÒÏÀÔ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ S.]

278 ðÕÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ A ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÓÅÈ ÛÁÒÏŒ èÜÍÍÉÎÇÁ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÔÁËÉÅ ÓÌÏŒÁ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ P^A_x ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÍÅÎØÛÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ P_x (ÔÏÞÎÁÑ ÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÏŒËÁ: ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ " ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏŒÏ x ÄÌÉÎÙ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ P^A_x ÏÔÓÔÏÉÔ ÏÔ P_x ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ "n). [õËÁÚÁÎÉÅ. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÅÎØËÏÅ ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ¸ É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ V ÍÏÝÎÏÓÔØ ÛÁÒÁ ÒÁÄÉÕÓÁ ¸n. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ n > 3 ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ N = 2^n=V ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n ÔÁ- ËÏÅ, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ ÛÁÒ èÜÍÍÉÎÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ ¸n ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ n ÓÌÏŒ ÉÚ E. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏ É ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ŒÙÂÒÁÎÎÙÅ N ÓÌÏŒ y_1; : : : ; y_N . œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ŒÙÂÒÁÎÎÏÅ y_i ÐÏÐÁÄÁÅÔ Œ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÙÊ ÛÁÒ A ÒÁÄÉÕÓÁ ¸n, ÅÓÔØ V 2^{−n}. úÎÁÞÉÔ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ n ÒÁÚÎÙÈ y_i ÐÏÐÁÌÉ Œ A, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ n- ÜÌÅÍÅÎÔÎÙÈ ÐÏÄÍÎÏÖÅÓÔŒ I ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ {1; : : : ; N}, ÐÏÍÎÏÖÅÎÎÏÇÏ ÎÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ (V 2^{−n})^n ÐÏÐÁÄÁÎÉÑ Œ ÛÁÒ A ŒÓÅÈ y_i ÄÌÑ i ÉÚ ÄÁÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÎÄÅËÓÏŒ I. ïÇÒÁÎÉÞÉŒÁÑ ÓŒÅÒÈÕ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ËÏÜÆÆÉÃÉÅÎÔ

(_N n ) ŒÅÌÉÞÉÎÏÊ N^n=n! < (N=2)^n, ÐÏÌÕÞÁÅÍ ŒÅÒÈÎÀÀ ÏÃÅÎËÕ (N=2)^n(V 2^{−n})^n = 2^{−n}. ëÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÛÁÒÏŒ ÒÁÄÉÕÓÁ ¸n ÒÁŒÎÏ 2^n, ÚÎÁÞÉÔ Ó ÐÏÌÏÖÉ- ÔÅÌØÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ŒÙÂÒÁÎÎÙÅ ÓÌÏŒÁ y_1; : : : ; y_N ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÎÕÖÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E. îÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E Ó ÔÁËÉÍ ÓŒÏÊÓÔŒÏÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÏ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ ÐÏ ÄÁÎÎÏÍÕ n, Á ÚÎÁÞÉÔ ÉÍÅÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ O(log n). œÏÚØÍÅÍ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ x ÓÌÕÞÁÊÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ E (ÔÏ ÅÓÔØ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ x, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (x) ⩾ log |E|). óÌÏÖÎÏÓÔØ ÌÀÂÏÇÏ ÛÁÒÁ A ÒÁÄÉÕÓÁ ¸n, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ x, ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ KS (x) − O(log n), ÐÏÓËÏÌØËÕ, ÚÎÁÑ ÛÁÒ A É ÎÏÍÅÒ x Œ A ∩ E, ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ x. ðÏÜÔÏÍÕ x ÎÅ ÉÍÅÅÔ i ∗ log V -ÏÐÉÓÁÎÉÊ Œ A ÄÌÑ ŒÓÅÈ i ÍÅÎØÛÉÈ log |E| − O(log n). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, x ÉÍÅÅÔ O(log n) ∗ log |E|-ÏÐÉÓÁÎÉÅ (ÓÁÍÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ E). åÓÌÉ ¸ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÍÁÌÏ, ÔÏ V ⩽ |E| ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n. á ÚÎÁÞÉÔ, P_x ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÔÏÞËÕ ŒÂÌÉÚÉ ÔÏÞËÉ ⟨log |E| − log V; log V ⟩, Á ŒÓÅ ÔÏÞËÉ P^A_x ÕÄÁÌÅÎÙ ÏÔ ÔÏÞËÉ ⟨log |E| − log V; log V ⟩ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ (log V )=3.]

279 ïÐÉÛÉÔÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ P^A_x ÄÌÑ x É A ÉÚ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÚÁÄÁÞÉ. [õËÁÚÁÎÉÅ. çÒÁÎÉÃÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ P^A_x ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ KS (A) = n − log V , log |A| ⩽ log V É ÐÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ÏÔÒÅÚËÁ KS (A) + log |A| = n, log V ⩽ log |A| ⩽ n, ÎÁËÌÏÎÅÎÎÏÇÏ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ Œ 45^∘ Ë ÏÓÑÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ.]

ðÕÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ A ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓŒÏÊÓÔŒÁÍÉ (1){(3). ôÏÇÄÁ ŒÙÐÏÌÎÅÎ ÁÎÁÌÏÇ ÔÅÏÒÅÍÙ 225 Ó ÎÅÍÎÏÇÏ ÈÕÄÛÅÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ: O(log n) ÎÁÄÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ O( √ n log n).

Theorem 229. ðÕÓÔØ k ⩽ n É ÐÕÓÔØ n = t_0 > t_1 > : : : > t_k = 0 | ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÉÍÅÀÝÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ m. ôÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏŒÏ x ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ k + O( √ n log n) + O(m) É ÄÌÉÎÙ n, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ P^A_x ÏÔÓÔÏÉÔ ÏÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ T = {⟨i; j⟩ | (i < k) ⇒ (j > t_i)} ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ O( √ n log n) + O(m).

◁ œ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 225, ÍÙ ÎÅ ÓÍÏÖÅÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ŒÙÂÒÁÔØ x, Á ÐÏÔÏÍ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÐÁÒÙ ⟨i; j⟩ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ T ÕËÁÚÁÔØ ÅÇÏ (i + O( √ n log n)) ∗ j-ÏÐÉÓÁÎÉÅ. îÁÍ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÓÔÒÏÉÔØ x ŒÍÅÓÔÅ Ó ÅÇÏ (i + O( √ n log n)) ∗ j-ÏÐÉÓÁÎÉÑÍÉ.

óÎÁÞÁÌÁ ÕÍÅÎØÛÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÁÒ ⟨i; j⟩, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÉÓËÁÔØ ÏÐÉÓÁÎÉÑ. œÙÂÅÒÅÍ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ T ÐÁÒÙ ⟨i_l; j_l⟩, ÉÄÕÝÉÅ ÞÅÒÅÚ ÒÁŒÎÙÅ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÉ ÄÌÉÎÙ √ n log n ÐÏ ŒÔÏÒÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ. á ÉÍÅÎÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ l ∈ {0; 1; : : : ; N = √ n= log n}, ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ j_l = l √ n log n É ÐÏÌÏÖÉÍ i_l ÒÁŒÎÙÍ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ i, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ⟨i; j_l⟩ ∈ T .

äÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÌÏŒÏ x ÄÌÉÎÙ n, ÎÅ ÉÍÅÀÝÅÅ (i_l − O( √ n log n)) ∗ j_l- ÏÐÉÓÁÎÉÊ ÉÚ A ÎÉ ÄÌÑ ÏÄÎÏÇÏ l = 0; 1; : : : ; N, É ÉÍÅÀÝÅÅ (i_l + O( √ n log n)) ∗ j_l-ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ l = 0; 1; : : : ; N. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ŒÓÅÈ j, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ŒÉÄÁ j_l, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ l, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ j ∈ [j_l; j_{l+1}]. çÒÁÎÉÞÎÁÑ ÔÏÞËÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ P^A_x Œ j-ÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ ÕÄÁÌÅÎÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ O( √ n log n) ÏÔ ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÉ Œ j_l-ÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ, ÐÏÓÌÅÄÎÑÑ ÕÄÁÌÅÎÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ O( √ n log n) ÏÔ ÔÏÞËÉ ⟨i_l; j_l⟩, Á ÔÁ ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ O( √ n log n) ÏÔ ÇÒÁÎÉÞÎÏÊ ÔÏÞËÉ T Œ j-ÏÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ. éÚ ÂÌÉÚÏÓÔÉ ÇÒÁÎÉÃ ÍÎÏÖÅÓÔŒ P^A_x É T ÓÌÅÄÕÅÔ ÂÌÉÚÏÓÔØ É ÓÁÍÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

œÙÂÅÒÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÏÅ ‹ = O( √ n log n) É ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ l = 0; 1; : : : ; N ÂÕÄÅÍ ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÔØ ŒÓÅ (i_l − ‹) ∗ j_l-ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÉÚ A. œ ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁ- ÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ G ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ, ÎÅ ÐÏËÒÙÔÙÈ ÎÉ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ Ë ÜÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ÏÐÉÓÁÎÉÊ. íÙ ÍÏÖÅÍ ŒÙÂÒÁÔØ ‹ ÓÔÏÌØ ÂÏÌØÛÉÍ, ÞÔÏÂÙ G ŒÓÅÇÄÁ ÓÏÓÔÁŒÌÑÌÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÐÏ- ÌÏŒÉÎÙ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n. îÁÛÁ ÃÅÌØ Œ ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ G ÂÙÌÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_0; : : : ; A_N ÉÚ A ÍÏÝÎÏÓÔÅÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{j0} ; : : : ; 2^{jN} , ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÅÎÎÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÍÙ ÈÏÔÉÍ, ÞÔÏÂÙ: (1) ÐÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ G É ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÏÂÎÏŒÌÅÎÉÑ A_0; : : : ; A_N ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G ∩ A_0 ∩ · · · ∩ A_N ÂÙÌÏ ÎÅ ÐÕÓÔÏ, É (2) ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ A_l ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÌÏ 2^{il+O(√n log n)} (ÄÌÑ ŒÓÅÈ l). ôÏÇÄÁ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ x ÍÏÖÎÏ ÂÕÄÅÔ ŒÚÑÔØ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ G ∩ A_0 ∩ · · · ∩ A_N ÐÏÓÌÅ ÐÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ G. ðÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ x ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ (i_l − ‹) ∗ j_l-ÏÐÉÓÁÎÉÊ ÉÚ A. äÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ l ÐÏÓÌÅÄÎÀÀ ŒÅÒÓÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_l ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ, ÚÎÁÑ n, l É ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ A_l, Á ÚÎÁÞÉÔ ÅÇÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÂÕÄÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ i_l + O( √ n log n).

äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÐÏÄÄÅÒÖÉŒÁÔØ ÓŒÏÊÓÔŒÏ (1) ÎÁÍ ÐÒÉÄÅÔÓÑ ÓÌÅÄÉÔØ, ÞÔÏÂÙ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G ∩ A_0 ∩ · · · ∩ A_N ÂÙÌÏ ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅ ÐÕÓÔÙÍ, ÎÏ É, ÂÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ÅÇÏ ÞÁÓÔÉ ŒÉÄÁ G∩A_l ∩· · ·∩A_N ÂÙÌÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÍÉ. ðÏÒÏÇ _l, ÎÉÖÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÄÏÌÖÎÁ ÏÐÕÓËÁÔØÓÑ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ G ∩ A_l ∩ · · · ∩ A_N , ÍÙ ÐÏÄÂÅÒÅÍ ÐÏÚÄÎÅÅ. óÎÁÞÁÌÁ ÐÏÓÍÏÔÒÉÍ, ËÁËÏÊ ÐÏÒÏÇ ÍÏÖÎÏ ÇÁÒÁÎÔÉÒÏŒÁÔØ. œ ËÁÞÅÓÔŒÅ _N ÍÙ ŒÏÚØÍÅÍ 1/2, Á Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ A_N ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n, É A_N ÎÉËÏÇÄÁ ÍÅÎÑÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ. ëÁË ÔÏÌØËÏ ÐÒÉ ÐÏÑŒÌÅÎÉÉ ÎÏŒÏÇÏ (i_l − ‹) ∗ j_l-ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÄÌÑ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏÇÏ s ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ G ∩ A_s ∩ · · · ∩ A_N ÓÔÁÎÅÔ ÍÅÎØÛÅ _s, ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ s, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÐÒÏÉÚÏÛÌÏ ÎÁÒÕÛÅÎÉÅ, É ÏÂÎÏŒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_1; : : : ; A_s ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.

úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÏÌÉÎÏÍ p(n) ÉÚ ÕÓÌÏŒÉÑ (3) É ÐÏÌÏÖÉÍ ¸ = p(n). ðÏËÒÏÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_{s+1} ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ¸2^{js+1−js} ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÉÚ A ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{js} É ŒÙÂÅÒÅÍ ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ÔÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏËÒÙŒÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ ÉÚ G ∩ A_{s+1} ∩ · · · ∩ A_N . üÔÏ É ÂÕÄÅÔ ÎÏŒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A_s. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÉÍ A_{s−1} ËÁË ÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚ ÐÏËÒÙÔÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A_s, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏËÒÙŒÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÚ G ∩ A_s ∩ · · · ∩ A_N , É Ô.Ä. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÎÁÍ, ÞÔÏ ÐÒÉ ŒÓÅÈ t ⩽ s ÍÏÝÎÏÓÔØ G ∩ A_t ∩ · · · ∩ A_N ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ Œ ¸^{s+1−t}2^{js+1−jt} ÍÅÎØÛÅ ÍÏÝÎÏÓÔÉ G ∩ A_{s+1} ∩ · · · ∩ A_N . ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÐÏÌÏÖÉÔØ _l = ¸^{l−N} 2^{jl−1}. ôÏÇÄÁ ÐÏÓÌÅ ÏÂÎÏŒÌÅÎÉÑ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ G ∩ A_l ∩ · · · ∩ A_N ÂÕÄÅÔ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ _l ÄÌÑ ŒÓÅÈ l = 0; 1; : : : ; N. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ G ∩ A_0 ∩ · · · ∩ A_N ÎÉËÏÇÄÁ ÎÅ ÓÔÁÎÅÔ ÐÕÓÔÙÍ.

ïÄÎÁËÏ ŒÙÂÒÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÐÏÒÏÇÁ _l ÎÅ ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ A_l ÉÚÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌØ- ÛÅ 2^{il+O(√n log n)} ÒÁÚ. œ ÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÍÏÖÅÔ ÏËÁÚÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÏ ÍÅÎÑÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ G. ïÄÎÁËÏ, ÅÓÌÉ ÕÍÅÎØÛÉÔØ ÐÏÒÏÇ _l ÄÏ ŒÅÌÉÞÉÎÙ _l = (2¸)^{l−N} 2^{jl−1}, ÔÏ ÐÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÂÎÏŒÌÅÎÉÑ A_l ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ G ∩ A_l ∩ · · · ∩ A_N ÂÕÄÅÔ ŒÄŒÏÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔØ l. ðÏÜÔÏÍÕ, Œ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÁÚ ÐÏÒÏÇ _l ÂÕÄÅÔ ÐÅÒÅÊÄÅÎ ÔÏÌØËÏ ÐÏÓÌÅ ÔÏÇÏ, ËÁË ÍÏÝÎÏÓÔØ G ÕÍÅÎØÛÉÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ ÎÁ _l.

ðÏÓËÏÌØËÕ ÏÂÎÏŒÌÅÎÉÅ A_l ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÁËÖÅ ŒÙÚŒÁÎÏ ÔÁËÖÅ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÐÅÒÅÊÄÅÎ ÐÏÒÏÇ s ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ s > l, ÎÁÍ ÎÕÖÎÏ ÏÃÅÎÉŒÁÔØ ÓŒÅÒÈÕ ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÐÏÒÏÇÏŒ _s ÐÒÉ s ⩾ l. íÅÖÄÕ ÌÀÂÙÍÉ ÄŒÕÍÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÐÅÒÅÈÏÄÁÍÉ ÐÏÒÏÇÁ _s ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ G ÕÍÅÎØÛÁÌÁÓØ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ ÎÁ _s, ÞÔÏ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ, ÞÅÍ _l. õÍÅÎØÛÅÎÉÅ ÍÏÝÎÏÓÔÉ G ÎÁ _l ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ŒÙÚŒÁÎÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÉÅÍ ÎÏŒÏÇÏ \ÂÏÌØÛÏÇÏ" ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÚ A (ÂÏÌØÛÉÍÉ ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÂÏÌØÛÅ 2^{jl} ), ÌÉÂÏ ÐÏÒÏÖÄÅÎÉÅÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ ËÏÌÉÞÅ- ÓÔŒÁ ÍÅÌËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2^{jl} ). ïÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ∑ s¿l 2^{is−ffi}, Á ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ Œ ÍÅÌËÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÈ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ∑ s⩽l 2^{is+js−ffi}. ðÏÜÔÏÍÕ ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÐÅÒÅÈÏÄÁ ÐÏÒÏÇÁ _s (ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ s ⩾ l) ÏÇÒÁÎÉ- ÞÅÎÏ ÓŒÅÒÈÕ ŒÅÌÉÞÉÎÏÊ ∑ s¿l 2^{is−ffi} + ∑ s⩽l 2^{is+js−ffi}=_l ⩽ N2^{il−ffi} + N2^{il+jl−ffi}=_l

= N2^{il−ffi} + N2^{il+jl−ffi+N log(2ff)−jl+1} = N2^{il−ffi} + N2^{il−ffi+}

√_{n= log n·O(log n)} : ïÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÂÎÏŒÌÅÎÉÊ A_l ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÜÔÕ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎÉÃÕ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ Œ N ÒÁÚ, É ÐÏÄÈÏÄÑÝÉÍ ŒÙÂÏÒÏÍ ‹ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÓÄÅÌÁÎÏ ÍÅÎØÛÅ 2^{il} . ▷

280 (1) ðÕÓÔØ x ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ n, Á r ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÅÅ n=2. ïÂÏ- ÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ KS_r(x) ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ (ÐÒÏÓÔÕÀ) ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ y ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ, ÞÔÏ x, É ÏÔÌÉÞÁÀÝÅÇÏÓÑ ÏÔ x ÎÅ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ Œ r ÐÏÚÉÃÉÑÈ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ KS_r(x) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ O(log n) ÒÁŒÎÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÍÕ i, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ x ÉÍÅÅÔ i ∗ log V (r)-ÏÐÉÓÁÎÉÅ, ÑŒÌÑÀÝÅÅÓÑ ÛÁÒÏÍ èÜÍÍÉÎÇÁ, ÇÄÅ V (r) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÛÁÒÁ èÜÍÍÉÎÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ r.

(2) ïÐÉÛÉÔÅ ŒÓÅ ŒÏÚÍÏÖÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÆÕÎËÃÉÉ KS_r(x), ËÁË ÆÕÎËÃÉÉ r, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÓÌÁÇÁÅÍÏÇÏ O( √ n log n). [õËÁÚÁÎÉÅ. äÌÑ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ x ÄÌÉÎÙ n ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ KS_0(x) = KS (x), KS_n(x) = O(log n) É

0 ⩽ KS_a(x) − KS_b(x) ⩽ log(V (b)=V (a)) + O(log n)

ÄÌÑ ŒÓÅÈ a < b ⩽ n=2. ïÂÒÁÔÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ k ⩽ n É ÌÀÂÏÊ ÆÕÎËÃÉÉ t : {0; 1; : : : ; n} → N ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ m ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ t(0) = k, t(n) = 0 É 0 ⩽ t(a) − t(b) ⩽ log(V (b)= log V (a)) ÄÌÑ ŒÓÅÈ a < b ⩽ n=2, ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÌÏŒÏ x ÄÌÉÎÙ n É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ k + O( √ n log n) + O(m) ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ KS_a(x) = t(a) + O( √ n log n) + O(m).]

ôÅÏÒÅÍÁ 226 ÄÁŒÁÌÁ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÁÎÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ÉÍÅÅÔ i∗j-ÏÐÉÓÁÎÉÅ (ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅ- ÎÉÑ ËÌÁÓÓÁ ÏÐÉÓÁÎÉÊ). îÅÑÓÎÏ, ÉÍÅÅÔ ÌÉ ÏÎÁ ÁÎÁÌÏÇ ÄÌÑ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒ A. á ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÚÁ ÎÅÊ ÔÅÏÒÅÍÁ 227 ÐÅÒÅÎÏÓÉÔÓÑ ÐÏÞÔÉ ÂÅÚ ÉÚÍÅÎÅÎÉÊ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ ÐÒÏÉÚ- ŒÏÌØÎÏÇÏ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

Theorem 230. [improving-descriptions-1-gen] ðÕÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ A ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. ðÕÓÔØ ÓÌÏŒÏ x ÄÌÉÎÙ n ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2^k ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÚ A, ÑŒÌÑÀÝÉÈÓÑ ÅÇÏ (i ∗ j)-ÏÐÉÓÁÎÉÑÍÉ. ôÏÇÄÁ ÏÎÏ ÉÍÅÅÔ (i − k) ∗ j-ÏÐÉÓÁÎÉÅ Œ A (É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, i ∗ (j − k)-ÏÐÉÓÁÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ A ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÀ (3)).

œ ÆÏÒÍÕÌÉÒÏŒËÅ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ, ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ŒÉÄÁ O(log(n + i + j + k)), ËÏÔÏÒÙÅ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ ÐÒÉÂÁŒÌÑÔØ Ë ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍ ÏÐÉÓÁÎÉÊ.

◁ âÕÄÅÍ ÐÏÒÏÖÄÁÔØ ŒÓÅ (i ∗ j)-ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÉÚ A, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÚ A ÍÏÝÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^j É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ i. æÉËÓÉÒÕÅÍ n É ÂÕÄÅÍ ÏÔÂÉÒÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÐÏÒÏÖÄÅÎ- ÎÙÈ ÏÐÉÓÁÎÉÊ, ÓÔÒÅÍÑÓØ ÏÂÅÓÐÅÞÉÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ: Œ ÌÀÂÏÊ ÍÏÍÅÎÔ ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏŒÏ x ÄÌÉÎÙ n, ËÏÔÏÒÏÅ ÉÍÅÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2^k ÏÐÉÓÁÎÉÊ (ÓÒÅÄÉ ÕÖÅ ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄ- ÎÏÍÕ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, Á ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 2^{i−k}p(n; k; i; j), ÇÄÅ p | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÐÏÌÉÎÏÍ. îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅËÏ- ÔÏÒÏÇÏ ÐÏÌÉÎÏÍÁ p ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÏÔÂÏÒÁ, ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÀÝÁÑ ŒÙÐÏÌÎÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ÄŒÕÈ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÊ. (ðÏÓËÏÌØËÕ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÎÁÊÄÅÎÁ ÐÅÒÅÂÏÒÏÍ ÐÏ ÄÁÎÎÙÍ n; i; j; k, ÅÅ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ O(log(n + k + i + j)).)

óÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÔÁËÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÏ É Ó ÐÏÍÏÝØÀ ŒÅÒÏÑÔ- ÎÏÓÔÎÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ.

œÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÉÇÒÕ ÄŒÕÈ ÐÒÏÔÉŒÎÉËÏŒ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏËÉ ÈÏÄÑÔ ÐÏ ÏÞÅÒÅÄÉ, É ËÁÖÄÙÊ ÄÅÌÁÅÔ 2^i ÈÏÄÏŒ. ðÅÒŒÙÊ ÉÇÒÏË Œ ÓŒÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÕËÁÚÙŒÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n, Á ŒÔÏÒÏÊ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÚÁ ÜÔÉÍ ÈÏÄÕ ÓÏÏÂÝÁÅÔ, ÏÔ- ÂÉÒÁÅÔ ÏÎ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÌÉ ÎÅÔ. œÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË ÐÒÏÉÇÒÙŒÁÅÔ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÅÇÏ ÈÏÄÁ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÒÅŒÙÓÉÔ 2^{i−k+1}(n + 1) ln 2 ÉÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÓÌÏŒÏ x, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2^k ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ ÐÅÒŒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ, ÎÏ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ ÎÉ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

œ ÜÔÏÊ ÉÇÒÅ ÏÄÉÎ ÉÚ ÉÇÒÏËÏŒ ÉÍÅÅÔ ŒÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ. íÙ ÕÔŒÅÒÖÄÁÅÍ, ÞÔÏ ÜÔÉÍ ÉÇÒÏËÏÍ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÔÏÒÏÊ. òÁÓÓÕÖÄÁÑ ÏÔ ÐÒÏÔÉŒÎÏÇÏ, ÄÏÐÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ŒÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÉÍÅÅÔ ÐÅÒŒÙÊ É ÂÕÄÅÍ Œ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÐÒÅÄÐÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÙÊ ÉÇÒÏË ÐÒÉÄÅÒÖÉŒÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÊ ŒÙÉÇÒÙÛÎÏÊ ÓÔÒÁÔÅÇÉÉ.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÄÌÑ ŒÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ: ÐÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÈÏÄÁ A ÐÅÒŒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ ÏÔÂÉÒÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p = 2^{−k}(n + 1) ln 2. þÔÏÂÙ ÐÏÌÕÞÉÔØ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÅ, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÏÂÙÇÒÙŒÁÅÔ Ó ÐÏÌÏ- ÖÉÔÅÌØÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÕÀ ŒÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ÐÅÒŒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ.

óÒÅÄÎÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÒÁŒÎÏ p2^i = 2^{i−k}(n + 1) ln 2. ðÏ ÎÅÒÁŒÅÓÔŒÕ þÅÂÙÛÅŒÁ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ŒÄŒÏÅ ÐÒÅŒÙÓÉÔ ÓŒÏÅ ÓÒÅÄÎÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÍÅÎØÛÅ 1/2. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏŒÉÅ ŒÙÉÇÒÙÛÁ ÐÅÒŒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ (ÐÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÈÏÄÁ ÎÁÊÄÅÔÓÑ x, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2^k ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ

ÐÅÒŒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ, ÎÏ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ) ŒÙÐÏÌÎÅÎÏ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 1/2.

îÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÎÏÇÏ x ÜÔÏ ÕÓÌÏŒÉÅ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 2^{−n−1}. äÏËÁÖÅÍ ÉÎÄÕËÃÉÅÊ ÐÏ t, ÞÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ ĂÐÏÓÌÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÈÏÄÁ ŒÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ ÓÌÏŒÏ x ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ t ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ ÐÅÒŒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ, ÎÏ ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÉ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ" ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ (1 − p)^t (ÜÔÏ ÓÏÂÙÔÉÅ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ R_t). äÌÑ t = 0 ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅŒÉÄÎÏ. þÔÏÂÙ ÓÄÅÌÁÔØ ÉÎÄÕËÔÉŒÎÙÊ ÐÅÒÅÈÏÄ, ÎÁÍ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÐÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ R_{t+1} ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ R_t ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1 − p.

ðÕÓÔØ z = (z_1; z_2; : : : ; z_s) ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÐÅÒŒÙÈ s ÈÏÄÏŒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ (z_i = 1, ÅÓÌÉ i-oe ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÅÒŒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ ÏÔÂÉÒÁÅÔÓÑ, É z_i = 0, ÉÎÁÞÅ). âÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ z ÎÅÕÄÁÞÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÐÏÓÌÅ s-ÏÇÏ ÈÏÄÁ ŒÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ ÓÌÏŒÏ x ŒÐÅÒŒÙÅ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÐÏËÒÙÔÏ t ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÐÅÒŒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ É ÎÅ ÐÏËÒÙÔÏ ÎÉ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ s-ÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÐÅÒŒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ x É z_s = 0). îÅÕÄÁÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÐÏÐÁÒÎÏ ÎÅÓÏÇÌÁÓÏŒÁÎÙ É ËÁÖÄÁÑ ÐÏÓÌÅÄÏ- ŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÈÏÄÏŒ ŒÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ, ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ ÓÏÂÙÔÉÀ R_t ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÕÄÁÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÏÂÙÔÉÑ \ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ŒÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ ÓÄÅÌÁÌÁ ÈÏÄÙ z = (z_1; z_2; : : : ; z_s)" ÄÌÑ ÎÅÕÄÁÞÎÙÈ z ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÓÏÂÙÔÉÑ R_t. úÎÁÞÉÔ ÎÁÍ ÄÏÓÔÁ- ÔÏÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅÕÄÁÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ z ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÓÏÂÙÔÉÑ R_{t+1} ÐÒÉ ÕÓÌÏŒÉÉ, ÞÔÏ ŒÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË ÓÄÅÌÁÌ ÈÏÄÙ z" ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1 − p. üÔÁ ÕÓÌÏŒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÅÓÔØ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ŒÙÉÇÒÙÛÎÁÑ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÐÅÒŒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ Œ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ÈÏÄÙ z_1; : : : ; z_s É ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÈÏÄÙ ŒÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ŒÙÄÁÓÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ x, Á ŒÔÏÒÏÊ ÉÇÒÏË ÎÅ ÏÔÂÅÒÅÔ ÅÇÏ. ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÅÛÅÎÉÅ ÎÅ ÏÔÂÉÒÁÔØ ÜÔÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÐÒÉÎÉÍÁÅÔÓÑ Ó ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1 − p ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏ ÏÔ ÐÒÅÄÙÓÔÏÒÉÉ ÉÇÒÙ, ÏÃÅÎÉŒÁÅÍÁÑ ŒÅÒÏÑÔÏÓÔØ ÒÁŒÎÁ ÐÒÏÉÚŒÅÄÅÎÉÀ 1 − p É ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÐÅÒŒÙÊ ÉÇÒÏË Œ ÏÔŒÅÔ ÎÁ ÈÏ- ÄÙ z_1; : : : ; z_s É ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÈÏÄÙ ŒÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÍÏÍÅÎÔ ŒÙÄÁÓÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ x. óÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, ÏÎÁ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ 1 − p.

ðÒÉ t = 2^k ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ

(1 − p)^t = (1 − 2^{−k}(n + 1) ln 2)^{2k} < e^{−2−k (n+1) ln 2·2k} = 2^{−n−1}:

ëÏÓÔÒÕËÔÉŒÎÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÕ ÖÅ ÓÁÍÕÀ ÉÇÒÕ, ÔÏÌØËÏ ŒÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎÉÃÕ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÁ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ 2^{i−k+1}(n + 1) ln 2 ÚÁÍÅÎÉÍ ÎÁ 2^{i−k}i^2n ln 2 É ÒÁÚÒÅÛÉÍ ŒÔÏÒÏÍÕ ÉÇÒÏËÕ ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÈÏÄÕ ÏÔÂÉÒÁÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒ (ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÐÅÒŒÙÍ ÉÇÒÏËÏÍ ÎÁ ÐÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÈÏÄÁÈ). õËÁÖÅÍ ÑŒÎÏ ŒÙÉÇÒÙÛÎÕÀ ÓÔÒÁÔÅÇÉÀ ŒÔÏÒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ Œ ÜÔÏÊ ÉÇÒÅ. ïÎÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÇÏ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ i ÓÔÒÁÔÅÇÉÊ, ÚÁÎÕÍÅÒÏŒÁÎÎÙÈ ÞÉÓÌÁÍÉ 1; 2; : : : ; i.

óÔÒÁÔÅÇÉÑ ÎÏÍÅÒ s ÐÒÏÓÙÐÁÅÔÓÑ ÐÏÓÌÅ ÈÏÄÏŒ ÐÅÒŒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ, ÎÏÍÅÒ ËÏÔÏÒÙÈ ËÒÁÔÅÎ 2^s. ðÒÏÓÎÕŒÛÉÓØ, ÏÎÁ ÆÏÒÍÉÒÕÅÔ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ S, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ 2^s ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÐÅÒŒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ T , ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ, ËÏÔÏÒÙÅ ÐÏËÒÙÔÙ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2^k=i ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁÍÉ ÉÚ S. úÁÔÅÍ ÏÎÁ ÏÔÂÉÒÁÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÉÚ S ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÉÚ T ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÐÏËÒÙÔÙ ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÖÁÄÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ (ÂÅÒÅÍ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÏ ÉÚ S, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÅÅ ÎÁÉÂÏÌØÛÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ ÉÚ T , ÚÁÔÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ËÏÔÏÒÏÅ ÐÏËÒÙŒÁÅÔ ÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÞÁÓÔØ ÏÓÔÁÔËÁ É Ô.Ä.), ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÓÄÅÌÁÔØ ÜÔÏ, ÏÔÏÂÒÁŒ ÎÅ ÂÏÌÅÅ in2^{s−k} ln 2 ÍÎÏÖÅÓÔŒ. äÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÏ, ËÁÖÄÏÅ ÓÌÏŒÏ ÉÚ T ÐÏËÒÙÔÏ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ 2^k=i ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁÍÉ ÉÚ S. ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÉÚ S ÐÏËÒÙŒÁÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ |T |2^{k−s}=i ÓÌÏŒ ÉÚ

T (ÏÂÝÅÅ ÞÉÓÌÏ ÐÁÒ ⟨x; A⟩, ÇÄÅ x ∈ A ∈ S É x ∈ T , ÎÅ ÍÅÎØÛÅ |T |2^k=i, ÐÏÜÔÏÍÕ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ∈ S ŒÓÔÒÅÞÁÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ Œ |T |2^{k−s}=i ÐÁÒÁÈ). úÎÁÞÉÔ, É ÖÁÄÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ŒÙÂÅÒÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ÐÏËÒÙŒÁÀÝÅÅ ÎÅ ÍÅÎÅÅ |T |2^{k−s}=i ÓÌÏŒ ÉÚ T . áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ÐÒÉÍÅÎÉÍÙ É Ë ÏÓÔÁÔËÕ T : ŒÔÏÒÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ, ŒÙÂÒÁÎÎÏÅ ÖÁÄÎÙÍ ÁÌÇÏÒÉÔ- ÍÏÍ, ÐÏËÒÙŒÁÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ 2^{k−s}=i-ÏÊ ÄÏÌÉ ÏÓÔÁÔËÁ T . ðÏÜÔÏÍÕ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ T , ÏÓÔÁŒÛÉÈÓÑ ÎÅÐÏËÒÙÔÙÍÉ ÐÏÓÌÅ ŒÙÂÏÒÁ in2^{s−k} ln 2 ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ

|T |(1 − 2^{k−s}=i)^{in2s−k ln 2} < 2^ne^{(−2k−s=i)in2s−k ln 2} = 1;

ÔÏ ÅÓÔØ ÎÅÐÏËÒÙÔÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÎÅ ÏÓÔÁÎÅÔÓÑ. (íÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÂÙ ÐÒÉÍÅÎÉÔØ É ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÏÅ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÅ, ÐÏËÁÚÁŒ, ÞÔÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏ ŒÙÂÒÁÎÎÙÅ in2^{s−k} ln 2 ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÉÚ S Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÐÏËÒÏÀÔ T . îÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑ ÓÔÁÌÁ ÂÙ ÍÅÎÅÅ ÑŒÎÏÊ.)

ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÏÂÝÅÅ ËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ ÓÔÒÁÔÅÇÉÅÊ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ s, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ in2^{i−s}2^{s−k} ln 2 = in2^{i−k} ln 2, ÞÔÏ ÄÁÅÔ Œ ÃÅÌÏÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ i^2n2^{i−k} ln 2 ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ.

ïÓÔÁÌÏÓØ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÐÏÓÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÛÅÇÏ ÈÏÄÁ ÌÀÂÏÅ ÓÌÏŒÏ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÅ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍ 2^k ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ ÐÅÒŒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ, ÐÏËÒÙÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÍ ÏÔÏÂÒÁÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏÍ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÈÏÄ ÎÏÍÅÒ t É ÌÀÂÏÅ ÎÅÐÏËÒÙÔÏÅ ÐÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÈÏÄÁ ÓÌÏŒÏ x. òÁÚÌÏÖÉÍ t Œ ÄŒÏÉÞÎÕÀ ÚÁÐÉÓØ: t = 2^{s1} + 2^{s2} + : : : , ÇÄÅ s_1 > s_2 > : : : . ðÏÓËÏÌØËÕ x ÎÅ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍ, ÏÔÏÂÒÁÎÎÙÍ ÓÔÒÁÔÅÇÉÑÍÉ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ s_1; s_2; : : : , ËÒÁÔÎÏÓÔØ x ÓÒÅÄÉ ÐÅÒŒÙÈ 2^{s1} ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÍÅÎØÛÅ 2^k=i, ËÒÁÔÎÏÓÔØ x ÓÒÅÄÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ 2^{s2} ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÔÁËÖÅ ÍÅÎØÛÅ 2^k=i É Ô.Ä. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÐÏÓÌÅ ÈÏÄÁ t ÓÌÏŒÏ x ÐÏËÒÙÔÏ ÍÅÎÅÅ, ÞÅÍ i · 2^k=i = 2^k ÍÎÏÖÅÓÔŒÁÍÉ ÐÅÒŒÏÇÏ ÉÇÒÏËÁ. ▷

ëÁË É Œ ÓÌÕÞÁÅ ÎÅÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÇÉÐÏÔÅÚ, ÉÚ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ ÏÂ ÕÐÒÏÝÅÎÉÉ ÇÉÐÏÔÅÚ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ĂÌÉÛÎÀÀĄ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ.

Theorem 231. [improving-descriptions-2-gen] ðÕÓÔØ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ A ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏ. åÓÌÉ ÓÌÏŒÏ x ÉÍÅÅÔ i ∗ j-ÏÐÉÓÁÎÉÅ A ∈ A, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ KS (A|x) ⩾ k, ÔÏ x ÉÍÅÅÔ É (i − k) ∗ j-ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÉÚ A (É, ÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ, i ∗ (j − k)-ÏÐÉÓÁÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ A ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÅÔ ÔÒÅÂÏŒÁÎÉÀ (3)).

(ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÍÙ ÏÐÕÓËÁÅÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Œ ÔÏÞÎÏÊ ÆÏÒ- ÍÕÌÉÒÏŒËÅ.)

16.5. äÅÆÅËÔ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ É ÄÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ

íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÌÉ ÄŒÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÓÌÏŒÏ x: (Á) ÄÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ d(x|A) = log |A|−KS (x|A) É (Â) ÒÁÚÎÏÓÔØ log |A|+KS (A)−KS (x), ËÏÔÏÒÁÑ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÎÁÓËÏÌØËÏ ÄÌÉÎÁ ÄŒÕÈÞÁÓÔÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÓÌÏŒÁ x Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÍÎÏÖÅ- ÓÔŒÁ A ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÊ. üÔÕ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙŒÁÔØ ÄÅÆÅËÔÏÍ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÇÉÐÏÔÅÚÙ A Ï ÓÌÏŒÅ x É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ‹(x|A)

ëÁË ÓŒÑÚÁÎÙ ÄŒÅ ÜÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ? îÁÞÎčÍ Ó ÏÞÅŒÉÄÎÏÇÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÑ:

Theorem 232. [two-defects] äÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÓÌÏŒÁ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ A, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÇÏ ÜÔÏ ÓÌÏŒÏ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ÄÅÆÅËÔÁ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉ- ÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ):

d(x|A) ⩽ ‹(x|A) + O(log l(x)):

◁ îÁÍ ÎÕÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ

log |A| − KS (x|A) ⩽ log |A| + KS (A) − KS (x) + O(log l(x)):

ðÏÓÌÅ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÑ log |A| ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ

KS (x) ⩽ KS (A) + KS (x|A) + O(log l(x));

ÐÒÁŒÁÑ ÞÁÓÔØ ÅÇÏ (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ) ÅÓÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÐÁÒÙ ⟨x; A⟩ É ÐÏÔÏÍÕ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ KS (x). ▷

ëÁË ŒÉÄÎÏ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ, ÒÁÚÎÉÃÁ ÍÅÖÄÕ ÄÅÆÅËÔÏÍ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ É ÄÅÆÅË- ÔÏÍ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÒÁŒÎÁ KS (x; A) − KS (x), ÔÏ ÅÓÔØ KS (A|x) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(log l(x) + log KS (A)), ÞÔÏ ÅÓÔØ O(log l(x)), ÅÓÌÉ KS (A) = O(KS (x)). (âÏÌÅÅ ÓÌÏÖÎÙÈ ÇÉÐÏÔÅÚ ÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ÎÅ ÂÕÄÅÍ: ËÁËÏÊ ÓÍÙÓÌ Œ ÏÂSSÑÓÎÅÎÉÉ, ËÏÔÏÒÏÅ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÅÅ ÏÂSSÑÓ- ÎÑÅÍÏÇÏ ÏÂSSÅËÔÁ?)

ìÅÇËÏ ÐÒÉŒÅÓÔÉ ÐÒÉÍÅÒ ÇÉÐÏÔÅÚÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÅÆÅËÔ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÚÎÁÞÉÔÅÌØÎÏ ÂÏÌØ- ÛÅ ÄÅÆÅËÔÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ. îÁÐÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÄÌÉÎÙ n ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÇÉÐÏÔÅ- ÚÕ B, ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n, É ÄÏÂÁŒÉÍ Œ B ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÌÏŒÏ y ÄÌÉÎÙ n − 1, ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÅ ÏÔ x. ôÏÇÄÁ KS (B|x) ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÒÁŒÎÏ n, É ÄÅÆÅËÔ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÅŒÏÓÈÏ- ÄÉÔ ÄÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ (ËÏÔÏÒÙÊ ÐÏ-ÐÒÅÖÎÅÍÕ ÂÌÉÚÏË Ë ÎÕÌÀ, ÎÅÓÍÏÔÒÑ ÎÁ ÄÏÂÁŒÌÅÎÉÅ ÓÌÏŒÁ y), ÐÒÉÍÅÒÎÏ ÎÁ n. œÉÄÎÏ, ÞÔÏ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ĂÐÌÏÈÁĄ Ó ÉÎÔÕÉÔÉŒÎÏÊ ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ, ÐÏÓËÏÌØËÕ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÑŒÎÏ ÂÅÓÓÍÙÓÌÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ y, ÎÉËÁËÏÇÏ ÏÔÎÏÛÅÎÉÑ Ë ÎÁÂÌÀ- ÄÁÅÍÏÍÕ x ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÊ; ÕÄÁÌÅÎÉÅ y ÐÏÚŒÏÌÉÌÏ ÂÙ ÕÌÕÞÛÉÔØ ÇÉÐÏÔÅÚÕ, ÐÒÉÂÌÉÚÉŒ ÄÅÆÅËÔ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ Ë ÄÅÆÅËÔÕ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ (ËÏÔÏÒÙÊ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ).

äÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÎÁÍÉ ÔÅÏÒÅÍÁ 228 ÇÏŒÏÒÉÔ, ÞÔÏ ÎÅÞÔÏ ÐÏÄÏÂÎÏÅ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ ŒÓÅÇÄÁ: ÅÓ- ÌÉ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÊ ÇÉÐÏÔÅÚÙ B, ÏÂSSÑÓÎÑÀÝÅÊ ÓÌÏŒÏ x, ÄÅÆÅËÔ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ‹(x|B) ÂÏÌØÛÅ ÄÅÆÅËÔÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ d(x|B) (ÎÁ ŒÅÌÉÞÉÎÕ KS (B|x), ËÁË ÍÙ ÚÎÁÅÍ), ÔÏ ÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ ÄÒÕ- ÇÕÀ ÇÉÐÏÔÅÚÕ A (ÎÅ ÂÏÌØÛÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÞÅÍ B), Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÅÆÅËÔ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ‹(x|A) ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ d(x|B).

ðÏÜÔÏÍÕ ŒÏÐÒÏÓ Ï ÔÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ x ÎÁÊÔÉ ÇÉÐÏÔÅÚÕ A Ó KS (A) ⩽ ¸ É d(x|A) ⩽ ˛, ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ÚÁÄÁŒÁÌÉ Œ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÉ (¸; ˛)-ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÎÏÓÔÉ, ÒÁŒÎÏÓÉÌÅÎ (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ) ŒÏÐÒÏÓÕ Ï ÔÏÍ, ÍÏÖÎÏ ÌÉ ÎÁÊÔÉ ÇÉÐÏÔÅÚÕ A Ó KS (A) ⩽ ¸ É ‹(x|A) ⩽ ˛.

ôÅÍ ÓÁÍÙÍ (ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x) ÕÓÔÒÏÊÓÔŒÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ P_x (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 225) ÐÏÌÎÏ- ÓÔØÀ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔ, ÐÒÉ ËÁËÉÈ ¸ É ˛ ÓÌÏŒÏ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ (¸; ˛)-ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍ: ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ÅÓÌÉ ÔÏÞËÁ (¸; KS (x) − ¸ + ˛) ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ P_x.

281 ðÒÏŒÅÒØÔÅ ÜÔÏ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (ËÁË ŒÓÅÇÄÁ, ÏÎÏ ÐÏÎÉÍÁÅÔÓÑ Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞ- ÎÏÓÔØÀ).

282 [improved-nonstochastic] œÙŒÅÄÉÔÅ ÏÔÓÀÄÁ ÏÂÅÝÁÎÎÏÅ ŒÙÛÅ (Ó. 386) ÕÔŒÅÒÖÄÅ- ÎÉÅ Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ¸ + ˛ < n − O(log n), ÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÀÔ ÓÌÏŒÁ ÄÌÉÎÙ n, ÎÅ ÑŒÌÑÀÝÉÅÓÑ (¸; ˛)-ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ.

[íÏÖÎÏ ÌÉ ÔÁËÉÍ ÖÅ ÓÐÏÓÏÂÏÍ ÕÌÕÞÛÉÔØ ÏÃÅÎËÕ ÎÁ ÄÏÌÀ ÎÅÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÓÌÏŒ?] 283 äÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ Q_x, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÐÁÒ ⟨¸; ˛⟩, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏŒÏ x ÑŒÌÑÅÔÓÑ (¸; ˛)-ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÍ. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÇÒÁÎÉÃÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ Q_x ÑŒÌÑÅÔÓÑ (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ) ÕÂÙŒÁÀÝÅÊ ËÒÉŒÏÊ, ŒÅÄÕÝÅÊ ÉÚ ÔÏÞËÉ ⟨0; l(x)⟩ Œ

ÔÏÞËÕ ⟨KS (x); 0⟩, É ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÐÒÏÓÔÁÑ ÕÂÙŒÁÀÝÁÑ ËÒÉŒÁÑ ÍÏÖÅÔ ÑŒÌÑÔØÓÑ ÔÁËÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅÊ.

284 äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x É ÄÁÎÎÏÇÏ ¸ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÇÉÐÏÔÅÚÁ, ÄÏ- ÓÔÁŒÌÑÀÝÁÑ ÍÉÎÉÍÕÍ ÄÅÆÅËÔÁ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÓÒÅÄÉ ÇÉÐÏÔÅÚ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ŒÙÛÅ ¸, ÎÏ Åč ÄÅÆÅËÔ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ Åč ÄÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÎÁ ‚, ÔÏ ÇÒÁÎÉÃÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ P_x ÎÁ ÕÞÁÓÔËÅ ÏÔ ¸ − ‚ ÄÏ ¸ (ÓÞÉÔÁÑ ÐÏ ÏÓÉ ÁÂÓÃÉÓÓ) ÉÄčÔ ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ 45^∘.

[õËÁÚÁÎÉÅ. œÏÓÐÏÌØÚÕÊÔÅÓØ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÍ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 228.] 285 ðÕÓÔØ A | ÌÀÂÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ ÓÌÏŒ, ÕÄÏŒÌÅÔŒÏÒÑÀÝÅÅ ÔÒÅÂÏ- ŒÁÎÉÑÍ (1){(3). äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ \ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ∈ A ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ¸ Ó d(x|A) ⩽ ˛", \ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ∈ A ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏ- ÌÅÅ ¸ Ó ‹(x|A) ⩽ ˛" É \ÔÏÞËÁ ⟨¸; KS (x) − ¸ + ˛⟩ ÐÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ P^A_x " ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ (Ó ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ).

286 [p270] ðÕÓÔØ A ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ, ÐÅÒÅÞÉÓÌÑÅÍÏÅ ÐÒÏ- ÇÒÁÍÍÏÊ p. äÏËÁÖÉÔÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÑ \ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ∈ A Ó d(x|A) ⩽ ˛" É \ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A ∈ A Ó ‹(x|A) ⩽ ˛" ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÙ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(l(p) + log KS (A) + log n + log log |A|)).

16.6. íÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÇÉÐÏÔÅÚÙ

ðÕÓÔØ ÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÏ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÌÏŒÏ x. åÍÕ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ P_x ÐÁÒ (¸; ˛), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ x ÉÍÅÅÔ (¸ ∗ ˛)-ÏÐÉÓÁÎÉÅ. ôÁËÉÅ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ËÁË ÍÙ ÇÏŒÏÒÉÌÉ, ÅÓÔÅÓÔŒÅÎÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ĂÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÇÉÐÏÔÅÚÙĄ, ÏÂSSÑÓÎÑÀÝÉÅ ÐÒÏÉÓÈÏÖÄÅÎÉÅ ÓÌÏŒÁ x. éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÐÏÎÑÔØ, ËÁË ÉÍÅÎÎÏ ÕÓÔÒÏÅÎÙ ÜÔÉ ÇÉÐÏÔÅÚÙ. ïËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÏÌÅÅ ÉÌÉ ÍÅÎÅÅ ÑŒÎÏ ÏÐÉÓÁÔØ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ËÌÁÓÓ ÇÉÐÏÔÅÚ, Ë ËÏÔÏÒÙÍ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÓŒÏÄÉÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ÇÉÐÏÔÅÚÁ. üÔÏÔ ËÌÁÓÓ ÐÒÏÉÓÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 226.

ðÕÓÔØ l | ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÂÏÌØÛÅÅ KS (x). ôÏÇÄÁ ÐÅÒÅÞÅÎØ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ l ÓÏÄÅÒÖÉÔ x. æÉËÓÉÒÕÅÍ ÔÁËÏÊ ÐÅÒÅÞÅÎØ (ÐÒÏÓÔÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÐÏÒÏÖÄÁÀÝÉÊ ŒÓÅ ÜÔÉ ÓÌÏŒÁ ÐÏ ÏÄÎÏÍÕ ÒÁÚÕ) ðÕÓÔØ N_l | ÞÉÓÌÏ ÓÌÏŒ Œ ÐÅÒÅÞÎÅ. úÁÐÉÛÅÍ N_l Œ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍ ÅÇÏ Œ ŒÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÕÂÙŒÁÀÝÉÈ ÓÔÅÐÅÎÅÊ ÄŒÏÊËÉ:

N_l = 2^{s1} + 2^{s2} + : : : + 2^{st} ; ÇÄÅ s_1 > s_2 > : : : > s_t:

œ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÉÉ Ó ÜÔÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅÍ É ÐÅÒÅÞÅÎØ ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ ÇÒÕÐÐÙ Œ ÐÏÒÑÄËÅ ÐÏÒÏ- ÖÄÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÉÄÕÔ 2^{s1} ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ, ÚÁÔÅÍ 2^{s2} ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ. óÌÏŒÏ x ÐÏÐÁÄÁÅÔ Œ ÏÄÎÕ ÉÚ ÞÁÓÔÅÊ. üÔÕ ÞÁÓÔØ (ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ) ÍÙ É ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÌÏŒÁ x. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÐÏÌÕÞÁÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÓÅÍÅÊÓÔŒÏ ÏÐÉÓÁÎÉÊ (ÐÒÉ ËÁÖÄÏÍ l > KS (x) | ÓŒÏč ÏÐÉÓÁÎÉÅ).

óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄŒÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÕÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÀÔ ÏÂÅÝÁÎÎÙÅ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÜÔÉÈ ÏÐÉÓÁÎÉÊ (ŒÏ-ÐÅÒ- ŒÙÈ, ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÅÖÁÔ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ P_x; ŒÏ-ŒÔÏÒÙÈ, ŒÓÑËÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÓÌÏŒÁ x Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÓŒÏÄÉÔÓÑ Ë ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ ÎÉÈ).

Theorem 233. [boundary-description] ðÕÓÔØ Œ ÏÐÉÓÁÎÎÏÊ ÓÉÔÕÁÃÉÉ ÓÌÏŒÏ x ÐÏÐÁÌÏ Œ ÞÁÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÁ 2^s. ôÏÇÄÁ ÜÔÁ ÞÁÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ((l − s) ∗ s)-ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ É ÔÏÞËÁ (l − s; s) ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ P_x (ÔÏÞÎÅÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÜÔÁ ÞÁÓÔØ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ((l−s+O(log l))∗s)-ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ É ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÁÑ ÔÏÞËÁ ÌÅÖÉÔ Œ O(log l)-ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔÉ ÇÒÁÎÉÃÙ).

◁ þÔÏÂÙ ÚÁÄÁÔØ ÞÁÓÔØ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ Åč ÒÁÚÍÅÒ, Á ÔÁËÖÅ ÓËÏÌØËÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÉÍÅÅÔÓÑ ÐÅÒÅÄ ÎÅÊ, ÔÏ ÅÓÔØ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ s, l É ŒÓÅ ÂÉÔÙ ÞÉÓÌÁ N_l, ËÒÏÍÅ s ÐÏÓÌÅÄÎÉÈ (ÔÏ ÅÓÔØ l − s ÂÉÔÏŒ). åÝč ÎÕÖÎÏ ÚÎÁÔØ ÓÁÍ ÐÅÒÅÞÅÎØ, ÎÏ ÏÎ ÐÏ ÐÒÅÄÐÏÌÏÖÅÎÉÀ ÉÍÅÅÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅ- ÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. ðÏÜÔÏÍÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍÏÊ ÞÁÓÔÉ ÅÓÔØ l − s + O(log l), Á ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ÎÅÊ ÒÁŒÎÏ 2^s, ÞÔÏ É ÔÒÅÂÏŒÁÌÏÓØ.

åÓÌÉ ÂÙ ÔÏÞËÁ (l − s; s) ÎÅ ÌÅÖÁÌÁ ÂÙ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ P_x, Á ŒÈÏÄÉÌÁ ÂÙ Œ P_x ŒÍÅÓÔÅ Ó ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏËÒÅÓÔÎÏÓÔØÀ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÇÏ ÒÁÚÍÅÒÁ, ÔÏ ÓÌÏŒÏ x ÉÍÅÌÏ ÂÙ ÚÁÍÅÔÎÏ ÌÕÞÛÉÅ ÄŒÕÈÞÁÓÔÎÙÅ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÞÅÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÎÁÍÉ (Ó ÔÏÊ ÖÅ ÉÌÉ ÄÁÖÅ ÎÅÍÎÏÇÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÓÕÍÍÁÒÎÏÊ ÄÌÉÎÏÊ É Ó Â«ÏÌØÛÉÍ ÒÁÚÍÅÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ) É ÐÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 226 (ÐÕÎËÔ (Ç)) ÓÌÏŒÏ x ÐÏÑŒÌÑÌÏÓØ ÂÙ Œ ÐÅÒÅÞÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÚÁ 2^s ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÄÏ ËÏÎÃÁ (ÞÔÏ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ ÞÁÓÔÉ). ▷

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ, ÞÔÏ ÏÐÉÓÁÎÉÊ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÇÏ ŒÉÄÁ Œ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ ÓÍÙÓÌÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ. ðÕÓÔØ ÄÁÎÙ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ÓÌÏŒÏ x É ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ A, ÅÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ. ðÕÓÔØ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏŒ ÉÚ A ÒÁŒÎÁ l. ëÁË É ÒÁÎØÛÅ, ÒÁÚÏÂØčÍ ÓÌÏŒÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ŒÙÛÅ l (ÉÈ ÞÉÓÌÏ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ N_l) ÎÁ ÞÁÓÔÉ, ÒÁÚÍÅÒÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÅÓÔØ ÓÔÅÐÅÎÉ ÄŒÏÊËÉ, ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÂÉÔÁÍ Œ ÄŒÏÉÞÎÏÊ ÚÁÐÉÓÉ N_l. ðÕÓÔØ B | ÞÁÓÔØ, Œ ËÏÔÏÒÕÀ ÐÏÐÁÌÏ ÓÌÏŒÏ x, É ÐÕÓÔØ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÒÁÚÍÅÒ 2^s.

Theorem 234. [description-universal] çÉÐÏÔÅÚÁ B (ËÁË ÏÂSSÑÓÎÅÎÉÅ ÄÌÑ ÓÌÏŒÁ x) ÎÅ ÈÕÖÅ ÇÉÐÏÔÅÚÙ A Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÚÒÅÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÄÅÆÅËÔÁ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ: (Á) KS (B) ⩽ KS (A); (Â) ‹(x|B) ⩽ ‹(x|A) (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ O(log l)). ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, (Œ) KS (B|A) = O(log l) (ÇÉÐÏÔÅÚÁ B ÐÒÏÓÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ A.

◁ úÎÁÑ A É ÚÎÁÞÅÎÉÅ l, ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÄÏÖÄÁÔØÓÑ, ËÏÇÄÁ Œ ÐÅÒÅÞÎÅ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ l ÐÏÑŒÑÔÓÑ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A. ë ÜÔÏÍÕ ÍÏÍÅÎÔÕ ÐÏÑŒÉÔÓÑ É ÓÌÏŒÏ x (ŒÈÏÄÑÝÅÅ Œ ÞÁÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÁ 2^s), ÔÁË ÞÔÏ ÏÓÔÁÎÕÔÓÑ ÎÅÏÂÎÁÒÕÖÅÎÎÙÍÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ O(2^s) ÓÌÏŒ (ÉÚ ÜÔÏÊ É ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÞÁÓÔÅÊ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÍÙ ÚÎÁÅÍ N_l Ó ÏÛÉÂËÏÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ O(2^s) É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÍÏÖÅÍ ÚÎÁÅÍ ÅÇÏ ÐÅÒŒÙÅ l − s ÅÇÏ ÂÉÔÏŒ Ó ÏÛÉÂËÏÊ O(1). á ÐÏ ÜÔÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ (Á ÔÁËÖÅ l É s) ÍÙ ÍÏÖÅÍ ÐÏÌÕÞÉÔØ B. ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, KS (B|A) = O(log l). õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (Œ) (Á ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ É (Á)) ÄÏËÁÚÁÎÏ.

õÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ (Â) ÏÞÅŒÉÄÎÏ ÐÏ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÀ: ÅÓÌÉ KS (A) = ¸ É log |A| = ˛, ÔÏ ŒÓÅ ÓÌÏŒÁ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A ÉÍÅÀÔ (¸ ∗ ˛)-ÏÐÉÓÁÎÉÅ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ¸ + ˛ + O( logl), ÔÁË ÞÔÏ É ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ l ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÉÔ ¸ + ˛ + O(log l). ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÄŒÕÈÞÁÓÔÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ, ËÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ ÐÒÅÄÙÄÕÝÅÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ((l − s) ∗ s)-ÏÐÉÓÁÎÉÅÍ, ÔÁË ÞÔÏ ÅÇÏ ÓÕÍÍÁÒÎÁÑ ÄÌÉÎÁ (É ÐÏÔÏÍÕ ÄÅÆÅËÔ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ) ÎÅ ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ Õ A. ▷ óŒÑÚØ ÍÅÖÄÕ ÐÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ÇÉÐÏÔÅÚ A É B Œ ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ ÐÏËÁÚÁÎÁ ÎÁ ÒÉÓ. 49: ÔÏÞËÁ ÉÚÏÂÒÁÖÁÅÔ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÇÉÐÏÔÅÚÙ A, Á ÓÅÒÙÍ ÃŒÅÔÏÍ ÐÏËÁÚÁÎÁ ÏÂÌÁÓÔØ, ÇÄÅ ÍÏÇÕÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ ÇÉÐÏÔÅÚÙ B.

þÔÏ ÂÕÄÅÔ, ÅÓÌÉ ÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÇÉÐÏÔÅÚÁ A ÓÁÍÁ ÕÖÅ ÂÙÌÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ (ÂÌÉÚËÏÊ Ë ÇÒÁÎÉÃÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ P_x)? íÏÖÎÏ ÌÉ ÕÔŒÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ B Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÍÅÅÔ ÔÅ ÖÅ ÐÁÒÁÍÅÔÒÙ, ÞÔÏ É A? œÏÏÂÝÅ ÇÏŒÏÒÑ, ÎÅÔ: ŒÏÚÍÏÖÎÏ, ÞÔÏ ÇÉÐÏÔÅÚÁ B ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÐÕÎËÔÉÒÎÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅ ÓÅÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ (ÒÉÓ. 49). (œÎÕÔÒÉ ÓÅÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÎÁ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÇÉÐÏÔÅÚÁ A ÂÙÌÁ ÂÙ, ËÁË ÌÅÇËÏ ÐÒÏŒÅÒÉÔØ, ŒÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÄÌÑ P_x.)

íÏÖÎÏ ÓËÁÚÁÔØ ÅÝč É ÔÁË: ÅÓÌÉ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÑÔØ ÓÅÂÅ ÇÒÁÎÉÃÕ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ P_x ËÁË ËÒÉŒÕÀ, ÉÄÕÝÕÀ ÐÏÏÞÅÒčÄÎÏ ŒÐÒÁŒÏ-ŒÎÉÚ (ÐÏÄ ÕÇÌÏÍ 45^∘) É ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏ ŒÎÉÚ, ÔÏ ŒÓÅ ÔÏÞËÉ ÐÏ- ŒÏÒÏÔÁ, Œ ËÏÔÏÒÙÈ ŒÅÒÔÉËÁÌØÎÏÅ ÄŒÉÖÅÎÉÅ ÓÍÅÎÑÅÔÓÑ ÎÁËÌÏÎÎÙÍ, ÉÍÅÀÔ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÉÅ òÉÓ. 49. ðÁÒÁÍÅÔÒÙ ÇÉÐÏÔÅÚÙ A É Åč ĂÕÐÒÏÝÅÎÉÑĄ B [mdl.3.eps]

ÉÍ ÇÉÐÏÔÅÚÙ ÎÁÛÅÇÏ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ (ÐÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÔÁËÉÈ A ÓÅÒÁÑ ÏÂÌÁÓÔØ, Œ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ B, ÐÅÒÅÓÅËÁÅÔÓÑ Ó P_x Œ ÅÄÉÎÓÔŒÅÎÎÏÊ ÔÏÞËÅ).

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑÓÑ Œ ÇÉÐÏÔÅÚÁÈ ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÎÁÍÉ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ, ËÁË ÜÔÏ ÎÉ ÓÔÒÁÎÎÏ, ÐÏÞÔÉ ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ ÏÔ ÓÌÏŒÁ x: ÇÉÐÏÔÅÚÁ B ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÕ ÖÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ, ÞÔÏ É ÎÁÞÁÌÏ ÓÌÏŒÁ N_l ÄÌÉÎÙ l − s. ëÁË ÍÙ ŒÉÄÅÌÉ Œ ÚÁÄÁÞÅ 275 (Ó. 395), ÜÔÏ ÎÁÞÁÌÏ ÍÏÖÎÏ ÚÁÍÅÎÉÔØ ÎÁ ÓÌÏŒÏ N_{l−s} ÉÌÉ (ÔÅÏÒÅÍÁ 93, Ó. 147) ÎÁ ÎÁÞÁÌØÎÙÊ ÏÔÒÅÚÏË ÞÉÓÌÁ þÅÊÔÉÎÁ �. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÎÁÛÉ ÇÉÐÏÔÅÚÙ (ÐÏ ÍÅÒÅ ÄŒÉÖÅÎÉÑ ÐÏ ÇÒÁÎÉÃÅ P_x ÓÌÅŒÁ ÎÁÐÒÁŒÏ) ÓÏÄÅÒÖÁÔ ŒÓč ÂÏÌØÛÅ É ÂÏÌØÛÅ ÂÉÔÏŒ ÞÉÓÌÁ �, ÄÏÈÏÄÑ ÄÏ ÒÁÚÎÏÓÔÉ ÍÅÖÄÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ x É ÌÏÇÁÒÉÆÍÏÍ ÅÇÏ ÐÏÒÑÄËÏŒÏÇÏ ÎÏÍÅÒÁ Œ ÓÐÉÓËÅ ÓÌÏŒ ÜÔÏÊ (É ÍÅÎØÛÅÊ) ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ôÁË ÞÔÏ (ËÁË ÜÔÏ ÎÉ ÐÒÉÓËÏÒÂÎÏ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÆÉÌÏÓÏÆÉÉ, ËÏÔÏÒÏÊ ÐÏÓŒÑÝčÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÁÚÄÅÌ) ÇÉÐÏÔÅÚÙ ÓÅÍÅÊÓÔŒÁ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ŒÓč ÂÏÌØÛÅ É ÂÏÌØÛÅ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÎÅ Ï x (ËÁË ÈÏÔÅÌÏÓØ ÂÙ), Á Ï ÞÉÓÌÅ � (ËÏÔÏÒÏÅ ÏÔ x ÎÅ ÚÁŒÉÓÉÔ).

åÝč ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÅ (Ï ÔÏÍ, ÞÔÏ ÏÄÎÁ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÞÁÓÔØ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÉÚ ÄÒÕÇÏÊ) ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ ÌÉÛØ Ë ÐÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍ ÎÁÍÉ ÇÉÐÏÔÅÚÁÍ, Á ÎÅ Ë ÐÒÏÉÚŒÏÌØ- ÎÙÍ ÇÉÐÏÔÅÚÁÍ ÎÁ ÇÒÁÎÉÃÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ P_x. üÔÏ ÐÏËÁÚÙŒÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÐÒÉÍÅÒ. ðÕÓÔØ x | ÓÌÕÞÁÊÎÏÅ ÓÌÏŒÏ ÄÌÉÎÙ n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÄŒÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÇÉÐÏÔÅÚÙ: ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n, ÉÍÅÀÝÉÈ ÔÕ ÖÅ ÐÅÒŒÕÀ ÐÏÌÏŒÉÎÕ, ÞÔÏ Õ x, É ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n, ÉÍÅÀÝÉÈ ÔÕ ÖÅ ŒÔÏÒÕÀ ÐÏÌÏŒÉÎÕ, ÞÔÏ Õ x. ïÂÅ ÇÉÐÏÔÅÚÙ ÉÍÅÀÔ ÓÏŒÓÅÍ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÄÅÆÅËÔ ÏÐÔÉÍÁÌØ- ÎÏÓÔÉ, ÏÄÎÁËÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÒÁÚÎÕÀ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÀ. (üÔÏ ÎÅ ÐÒÏÔÉŒÏÒÅÞÉÔ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÅ, ÐÏÓËÏÌØËÕ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÇÉÐÏÔÅÚÙ B, ËÏÔÏÒÁÑ ÌÕÞÛÅ ÏÂÅÉÈ, ÍÏÖÅÔ ÆÉÇÕÒÉÒÏŒÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÄÌÉÎÙ n.)

16.7. îÅÍÎÏÇÏ ÆÉÌÏÓÏÆÉÉ

[mdl-philosophy] úÁÄÁÞÕ ÐÏÉÓËÁ ÄŒÕÈÞÁÓÔÎÏÇÏ ÏÐÉÓÁÎÉÑ ÄÌÑ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÕËÒÁÛÉŒÁÔØ ÐÏ- ÒÁÚÎÏÍÕ. íÏÖÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ Ï ÎÁÕËÅ, ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁÂÌÀÄÁÅÔ ŒÎÅÛÎÉÊ ÍÉÒ Œ ÌÉÃÅ ÓÌÏŒÁ x É ÓÔÒÏÉÔ Ï ÎčÍ ÒÁÚÎÙÅ ÇÉÐÏÔÅÚÙ, ÐÙÔÁÑÓØ ÏÔÏÂÒÁÔØ ĂÎÁÉÂÏÌÅÅ ÐÒÁŒÉÌØÎÕÀĄ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÒÉÔÅÒÉÅÍ ÏÔ- ÂÏÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÒÏÓÔÏÔÁ ÇÉÐÏÔÅÚÙ (ÉÚÍÅÒÑÅÍÁÑ ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A; ÞÅÍ ÜÔÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÅÎØÛÅ, ÔÅÍ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ÐÒÏÝÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÕÞÛÅ), Á ÔÁËÖÅ Åč ĂËÏÎËÒÅÔ- ÎÏÓÔØĄ, ÉÌÉ ĂÏÂSSÑÓÎÑÀÝÁÑ ÓÐÏÓÏÂÎÏÓÔØĄ (ËÏÔÏÒÁÑ ÉÚÍÅÒÑÅÔÓÑ ÒÁÚÍÅÒÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ A; ÞÅÍ ÏÎÏ ÍÅÎØÛÅ, ÔÅÍ ÇÉÐÏÔÅÚÁ ËÏÎËÒÅÔÎÅÅ, ÔÏ ÅÓÔØ ÌÕÞÛÅ). ðÏÄ ÜÔÏ ÄÅÌÏ ÍÏÖÎÏ ÄÁÖÅ ÐÏÄŒÅÓÔÉ ÆÉÌÏÓÏÆÓËÕÀ ÂÁÚÕ Œ ÌÉÃÅ ËÌÁÓÓÉËÁ ÆÉÌÏÓÏÆÉÉ ïËËÁÍÁ É ÅÇÏ ÂÒÉÔŒÙ, ÓÏÇÌÁÓÎÏ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ

ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÍÎÏÖÁÔØ ÓÕÝÎÏÓÔÉ ÂÅÚ ÎÁÄÏÂÎÏÓÔÉ. åÝč ÍÏÖÎÏ ÓÔÒÅÍÉÔØÓÑ Ë ÔÏÍÕ, ÞÔÏÂÙ ÄÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÎÁÂÌÀÄÁÅÍÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÊ ÇÉÐÏÔÅÚÙ A ÂÙÌ ÍÁÌ (ĂÎÅ ÏÓÔÁŒÁÌÏÓØ ÎÅÏÂSSÑÓÎčÎÎÙÈ ÚÁËÏÎÏÍÅÒÎÏÓÔÅÊĄ).

íÏÖÎÏ ÉÚÌÏÖÉÔØ É ÂÏÌÅÅ ÐÒÁÇÍÁÔÉÞÎÕÀ ŒÅÒÓÉÀ. ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ËÁË ÐÒÅÄÅÌØÎÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÎÁÕËÉ ÓÖÁÔÉÉ ÆÁÊÌÏŒ: ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏŒÁ x ÅÓÔØ ÎÉÖÎÑÑ ÇÒÁÎÉÃÁ ÄÌÑ ŒÓÅÈ ÓÐÏÓÏÂÏŒ ÅÇÏ ÓÖÁÔÉÑ ÂÅÚ ÐÏÔÅÒÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ. ðÒÏÇÒÁÍÍÁ-ËÏÍ- ÐÒÅÓÓÏÒ ÔÅÍ ÌÕÞÛÅ, ÞÅÍ ÂÌÉÖÅ ÏÎÁ Ë ÜÔÏÊ ÇÒÁÎÉÃÅ ÐÏÄÈÏÄÉÔ (ÄÌÑ ÔÏÊ ÉÌÉ ÉÎÏÊ ÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ŒÁÖÎÏÊ ËÁÔÅÇÏÒÉÉ ÆÁÊÌÏŒ).

üÔÏ ÏÔÎÏÓÉÔÓÑ Ë ÓÖÁÔÉÀ ÂÅÚ ÐÏÔÅÒØ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ. ïÄÎÁËÏ ŒÓč ÂÏÌØÛÅÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÎÁ- ÈÏÄÑÔ ÓÐÏÓÏÂÙ ÓÖÁÔÉÑ, ÇÄÅ ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ĂÎÅÓÕÝÅÓÔŒÅÎÎÁÑĄ ÞÁÓÔØ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÔÅÒÑÅÔÓÑ É ÚÁ ÓÞčÔ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÂÏÌØÛÅÅ ÓÖÁÔÉÅ.

ðÕÓÔØ, ÓËÁÖÅÍ, ÅÓÔØ ÓÔÁÒÁÑ ÇÒÁÍÍÏÆÏÎÎÁÑ ÐÌÁÓÔÉÎËÁ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔ ÄÏÌÇÏÇÏ ÈÒÁÎÅÎÉÑ Œ ÐÙÌØÎÏÍ ÞÕÌÁÎÅ ÐÏÑŒÉÌÉÓØ ÃÁÒÁÐÉÎÙ (Œ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ ÄÏÒÏÖËÉ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÚÁÐÉÓØ). ãÁÒÁÐÉÎÙ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍ ÐÁÒÁÚÉÔÎÙÍ ÐÉËÁÍ ÎÁ ÏÓÃÉÌÌÏÇÒÁÍÍÅ ÓÉÇÎÁÌÁ (ÇÒÁÆÉ- ËÅ ÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔÉ ÚŒÕËÏŒÏÇÏ ÄÁŒÌÅÎÉÑ ÏÔ ŒÒÅÍÅÎÉ). ôÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÉÚÎÁÞÁÌØÎÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÐÏÄŒÅÒÇÌÁÓØ ÓÌÕÞÁÊÎÏÍÕ ÉÓËÁÖÅÎÉÀ. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÐÉÓÉ ÐÒÉ ÜÔÏÍ ÓÉÌØÎÏ ŒÏÚÒÏÓÌÁ, ÅÓÌÉ ÃÁÒÁÐÉÎ ÍÎÏÇÏ. îÏ ÅÓÌÉ ÍÙ ÈÏÔÉÍ ÐÅÒÅÄÁÔØ ÌÉÛØ ÏÂÝÅÅ ŒÐÅÞÁÔÌÅÎÉÅ ÏÔ ÐÒÏÉÇÒÙŒÁÎÉÑ ÜÔÏÊ ÐÌÁÓÔÉÎËÉ, ÔÏ ÎÁÍ ÎÅŒÁÖÎÏ, ÇÄÅ ÉÍÅÎÎÏ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÃÁÒÁÐÉÎÙ, Á ŒÁÖÅÎ ÌÉÛØ ÏÂÝÉÊ ÈÁÒÁËÔÅÒ ÄÅÆÅËÔÏŒ.

äÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÆÁËÔÉÞÅÓËÁÑ ÚÁÐÉÓØ ÎÁ ÐÌÁÓÔÉÎËÅ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÂÏÌØ- ÛÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÚÁÐÉÓÅÊ Ó ĂÔÁËÏÇÏ ÖÅ ÔÉÐÁ ÃÁÒÁÐÉÎÁÍÉĄ. ôÅÍ ÓÁÍÙÍ ÐÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÄŒÕÞÁÓÔÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ: ÓÎÁÞÁÌÁ ÍÙ ÚÁÄÁčÍ ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ (ÓËÁÖÅÍ, ÕËÁÚÁŒ ÎÁÞÁÌØÎÕÀ ÎÅÉÓËÁÖčÎÎÕÀ ÚÁ- ÐÉÓØ É ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÎÁÌÏÖÅÎÎÏÇÏ ÛÕÍÁ), Á ÚÁÔÅÍ ÕËÁÚÙŒÁÅÍ ËÏÎËÒÅÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (ÇÄÅ ÉÍÅÎÎÏ ÃÁÒÁÐÉÎÙ). åÓÌÉ ÐÒÉ ÓÖÁÔÉÉ ÍÙ ÕÔÒÁÔÉÍ ŒÔÏÒÕÀ ÞÁÓÔØ ÏÐÉÓÁÎÉÑ, ÓÏÈÒÁÎÉŒ ÌÉÛØ ÐÅÒŒÕÀ, ÔÏ ÐÏÓÌÅ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÌÅÎÉÑ ÍÙ ÐÏÌÕÞÉÍ ÚÁÐÉÓØ, ÇÄÅ ÎÁ ÔÏÔ ÖÅ ÉÓÈÏÄÎÙÊ ÓÉÇÎÁÌ ÂÕÄÅÔ ÎÁÌÏÖÅÎ ÛÕÍ Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÓÔÁÔÉÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉ- ËÁÍÉ, ÎÏ ÕÖÅ ÄÒÕÇÏÊ. íÏÖÎÏ ÏÖÉÄÁÔØ, ÞÔÏ ÓÌÕÛÁÔÅÌØ ÎÅ ÚÁÍÅÔÉÔ ÜÔÏÊ ÐÏÄÍÅÎÙ. á ÅÓÌÉ ÕÄÁÓÔÓÑ ÛÕÍ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÎÁËÌÁÄÙŒÁÔØ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ĂÏÞÉÓÔÉŒĄ ÚÁÐÉÓØ, ÜÔÏ ÅÝč ÌÕÞÛÅ (ÅÓÌÉ ÎÁÓ ÉÎÔÅÒÅÓÕÅÔ ÍÕÚÙËÁ, Á ÎÅ ÎÏÓÔÁÌØÇÉÞÅÓËÏÅ ÏÞÁÒÏŒÁÎÉÅ ÓÔÁÒÉÎÎÏÇÏ ÇÒÁÍÍÏÆÏÎÁ).

ðÏÌØÚÕÑÓØ ÜÔÏÊ ÁÎÁÌÏÇÉÅÊ, ÍÏÖÎÏ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏŒÁÔØ ÕÔŒÅÒÖÄÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ 286. ðÕÓÔØ ÓÌÏŒÏ x ÂÙÌÏ ÐÏÌÕÞÅÎÏ ÉÚ ÎÅÉÚŒÅÓÔÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ y ÔÏÊ ÖÅ ÄÌÉÎÙ ÎÁÌÏ- ÖÅÎÉÅÍ ÛÕÍÁ, ÔÏ ÅÓÔØ, ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÉÚŒÅÓÔÎÏÇÏ ÎÁÍ r ÓÌÏŒÏ x ÂÙÌÏ ŒÙÂÒÁÎÏ ÓÌÕÞÁÊÎÏ Œ ÛÁÒÅ èÜÍÍÉÎÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ r Ó ÃÅÎÔÒÏÍ y. öÅÌÁÑ ÕÄÁÌÉÔØ ÛÕÍ, ÍÙ ÉÝÅÍ ÛÁÒ èÜÍÍÉÎÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ r, ÄÁÀÝÉÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ËÏÒÏÔËÏÅ ÄŒÕÈÞÁÓÔÎÏÅ ÏÐÉÓÁÎÉÅ ÄÌÑ x (ÔÏ ÅÓÔØ, ÛÁÒ ÍÉÎÉ- ÍÁÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ). äÏÐÕÓÔÉÍ ÎÁÍ ÜÔÏ ÕÄÁÌÏÓØ É ÍÙ Œ ÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ ÎÁÛÌÉ ÛÁÒ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ŒÏÚÍÏÖÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. ó ÂÏÌØÛÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÄÅÆÅËÔ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ x Œ ÉÓÈÏÄÎÏÍ ÛÁÒÅ ÍÁÌ, Á ÚÎÁÞÉÔ ÐÏ ÚÁÄÁÞÅ 286 (ÐÒÉÍÅÎÅÎÎÏÊ Ë ÓÅÍÅÊÓÔŒÕ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÍÕ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÛÁÒÏŒ èÜÍÍÉÎÇÁ ÒÁÄÉÕÓÁ r) ÍÁÌ ÂÕÄÅÔ É ÄÅÆÅËÔ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ x Œ ÎÁÊÄÅÎÎÏÍ ÎÁÍÉ ÛÁÒÅ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ Œ ÎÁÊÄÅÎÎÏÍ ÄŒÕÈÞÁÓÔÎÏÍ ÏÐÉÓÁÎÉÉ x ŒÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÏÌÅÚÎÏÊ ÉÎ- ÆÏÒÍÁÃÉÉ. éÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÃÅÎÔÒ ÎÁÊÄÅÎÎÏÇÏ ÛÁÒÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÏÞÉÝÅÎÎÏÊ ÏÔ ÛÕÍÁ ŒÅÒÓÉÅÊ x (Œ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, É ÏÔ ÔÏÇÏ ÛÕÍÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÕÖÅ ÂÙÌ Œ y).

äÒÕÇÏÊ ÐÒÉÍÅÒ: Œ ÆÏÔÏÇÒÁÆÉÉ, ÓËÁÖÅÍ, ÐÅÓÞÁÎÏÊ ÇÒÑÄÙ, ÓÄÅÌÁÎÎÏÊ Ó ÂÏÌØÛÉÍ ÒÁÚ- ÒÅÛÅÎÉÅÍ, ÚÁÆÉËÓÉÒÏŒÁÎÙ ÐÏÌÏÖÅÎÉÑ ÏÔÄÅÌØÎÙÈ ÐÅÓÞÉÎÏË, ËÏÔÏÒÙÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙ, É ÐÏÔÏÍÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÆÏÔÏÇÒÁÆÉÉ ŒÅÌÉËÁ. ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÚÒÉÔÅÌÑ ÏÎÁ ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ ĂÔÉÐÉÞ- ÎÙÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍĄ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÆÏÔÏÇÒÁÆÉÊ, ÇÄÅ ÐÅÓÞÁÎÁÑ ÇÒÑÄÁ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÔÏÍ ÖÅ ÍÅÓÔÅ É

ÓÌÏÖÅÎÁ ÉÚ ÔÁËÏÇÏ ÖÅ ÐÅÓËÁ, ÈÏÔÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙÅ ÐÅÓÞÉÎËÉ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÍÅÓÔÁÈ. åÓ- ÌÉ ÐÒÉ ÓÖÁÔÉÉ ÓÏÈÒÁÎÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÑ ÏÂ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ, Á ÐÒÉ ŒÏÓÓÔÁÎÏŒÌÅÎÉÉ ÂÕÄÅÔ ÐÏÓÔÒÏÅÎ ÄÒÕÇÏÊ ÔÉÐÉÞÎÙÊ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔ, ÔÏ ÒÁÚÎÉÃÁ ÂÕÄÅÔ ÎÅÚÁÍÅÔÎÁ.

îÁÄÏ ÉÍÅÔØ Œ ŒÉÄÕ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÁÎÁÌÏÇÉÑ | ŒÓÅÇÏ ÌÉÛØ ÁÎÁÌÏÇÉÑ, ÐÒÉÞčÍ ÄÏŒÏÌØÎÏ ÄÁ- ÌčËÁÑ, É ŒÒÑÄ ÌÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ËÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄŒÕÈÞÁÓÔÎÙÈ ÏÐÉÓÁÎÉÊ ÍÏÇÕÔ ÎÁÊÔÉ ÎÅÐÏÓÒÅÄÓÔŒÅÎÎÙÅ ĂÐÒÁËÔÉÞÅÓËÉÅ ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑĄ. (èÏÔÑ ÂÙ ÐÏÔÏÍÕ, ÞÔÏ ÍÙ ÐÏÌÎÏÓÔØÀ ÉÇÎÏÒÉÒÕÅÍ ŒÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ ÄÅËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ, Á ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ŒÏÏÂÝÅ ÎÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ. íÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÉÍÅÎÎÏ ÜÔÉÍ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔ- ÓÑ ÐÁÒÁÄÏËÓÁÌØÎÁÑ ÎÅÚÁŒÉÓÉÍÏÓÔØ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÈ ÇÉÐÏÔÅÚ ÏÔ ÓÌÏŒÁ x, ËÏÔÏÒÕÀ ÍÙ ÏÔÍÅÞÁÌÉ ŒÙÛÅ.)

éÓÐÏÌØÚÕÅÍÙÅ ÐÏÎÑÔÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÃÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Z, ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ (ŒËÌÀÞÁÑ ÎÕÌØ) | N ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ | R. íÎÏÖÅÓÔŒÏ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ ÏÂÏ- ÚÎÁÞÁÅÔÓÑ Q , ÓÒÅÄÉ ÎÉÈ ŒÙÄÅÌÑÀÔÓÑ ÄŒÏÉÞÎÏ-ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ (ËÏÎÅÞÎÙÅ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÄÒÏÂÉ), ÉÍÅÀÝÉÅ ŒÉÄ m=2^n ÐÒÉ ÃÅÌÙÈ m É n. Þ

þÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ Œ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÅ A ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ |A|.

åÓÌÉ ÏÓÎÏŒÁÎÉÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÏŒ ÎÅ ÕËÁÚÁÎÏ ÑŒÎÏ, log x ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÌÏÇÁÒÉÆÍ ÐÏ ÏÓÎÏŒÁÎÉÀ 2 (ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, ln x | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍ).

œ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÏÃÅÎËÁÈ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ⌊x⌋ ÄÌÑ ÃÅÌÏÊ ÞÁÓÔÉ ÞÉÓÌÁ x (ÎÁÉ- ÂÏÌØÛÅÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÎÅ ÐÒÅŒÏÓÈÏÄÑÝÅÇÏ x), Á ÔÁËÖÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ⌈x⌉ ÄÌÑ ÎÁÉÍÅÎØÛÅÇÏ ÃÅÌÏÇÏ ÞÉÓÌÁ, ÂÏÌØÛÅÇÏ ÉÌÉ ÒÁŒÎÏÇÏ x.

ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ÚÁÐÉÓØ f ⩽ g + O(1) (ÇÄÅ f É g | ŒÙÒÁÖÅÎÉÑ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÅ) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÞÉÓÌÏ c, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ f ⩽ g + c ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ f ⩽ g + O(h) (ÐÒÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÍ h) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ c É ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ f ⩽ g + ch. úÁÐÉÓØ f = g + O(h) (ÐÒÉ ÎÅÏÔÒÉÃÁÔÅÌØÎÏÍ h) ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÐÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ c É ÐÒÉ ŒÓÅÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ ÐÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ŒÙÐÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ |f − g| ⩽ ch.

þÅÒÅÚ B ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ {0; 1}. ëÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ ÎÁÚÙŒÁÀÔÓÑ ÄŒÏÉÞÎÙÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ �. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ (ÁÌÆÁŒÉÔÁ) A ÞÅÒÅÚ A^n ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÓÌÏŒ ÁÌÆÁŒÉÔÁ A ÄÌÉÎÙ n, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÄÌÉÎÙ n, ÓÏÓÔÁŒÌÅÎÎÙÈ ÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒÁ A (ÂÕËŒ ÁÌÆÁŒÉÔÁ A). þÅÒÅÚ A^∗ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÓÌÏŒ ŒÓÅÈ ÄÌÉÎ (ŒËÌÀÞÁÑ ÐÕÓÔÏÅ ÓÌÏŒÏ � ÄÌÉÎÙ 0), ÔÁË ÞÔÏ, ÎÁÐÒÉÍÅÒ, � = B^∗ . äÌÉÎÁ ÓÌÏŒÁ x ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ l(x). þÅÒÅÚ ab ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÀ ÓÌÏŒ a É b, ÔÏ ÅÓÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÐÒÉÐÉÓÙŒÁÎÉÑ ÓÌÏŒÁ b ÓÐÒÁŒÁ Ë ÓÌÏŒÕ a. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÓÌÏŒÏ a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ, ÉÌÉ ÐÒÅÆÉËÓÏÍ, ÓÌÏŒÁ b, ÅÓÌÉ b = ax ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x. çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÃÏÍ, ÉÌÉ ÓÕÆÆÉËÓÏÍ, ÓÌÏŒÁ b, ÅÓÌÉ b = xa ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x . çÏŒÏÒÑÔ, ÞÔÏ a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÐÏÄÓÌÏŒÏÍ ÓÌÏŒÁ b, ÅÓÌÉ b = xay ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÏŒ x É y (ÄÒÕÇÉÍÉ ÓÌÏŒÁÍÉ, ÅÓÌÉ a ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÎÁÞÁÌÏÍ ËÏÎÃÁ b ÉÌÉ ËÏÎÃÏÍ ÎÁÞÁÌÁ b).

íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ÔÁËÖÅ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ. íÎÏÖÅ- ÓÔŒÏ ÔÁËÉÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÍÙ ÎÁÚÙŒÁÅÍ �. äÌÑ ŒÓÑËÏÇÏ ÄŒÏÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ x ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÈÓÑ ÎÁ x. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �_x. åÓÔÅÓÔŒÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÏÎËÁÔÅÎÁÃÉÑ ÄŒÏÉÞÎÏÇÏ ÓÌÏŒÁ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ. òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÂÅÓËÏ- ÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÂÕËŒ ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÏÇÏ ÁÌÆÁŒÉÔÁ A; ÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ A^∞.

éÎÏÇÄÁ ÐÏÌÅÚÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÔØ ŒÍÅÓÔÅ ËÏÎÅÞÎÙÅ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÅ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ. íÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ � ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉÃ (ÔÁË ÞÔÏ � = � ∪ �). þÅÒÅÚ �_x ÍÙ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ŒÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÊ (ËÏÎÅÞÎÏÇÏ) ÓÌÏŒÁ x.

íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÍ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ É ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÑŒÌÑÀÔÓÑ ÄŒÏÉÞÎÙÅ ÓÌÏŒÁ. æÕÎËÃÉÉ ÓÞÉÔÁÀÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍÉ (ÎÅ ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ ŒÓÀÄÕ ÏÐÒÅÄÅÌčÎÎÙÍÉ), ÅÓÌÉ ÉÎÏÅ ÎÅ ÏÇÏŒÏÒÅÎÏ ÓÐÅÃÉÁÌØÎÏ. æÕÎËÃÉÑ f ÑŒÌÑÅÔÓÑ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÍÁÛÉÎÁ (ÐÒÏÇÒÁÍÍÁ, ÁÌÇÏÒÉÔÍ), ËÏÔÏÒÁÑ ÏÓÔÁÎÁŒÌÉŒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÔÅÈ É ÔÏÌØËÏ ÔÅÈ ŒÈÏÄÁÈ, ÇÄÅ f(x) ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÏ, É ŒÙÄÁčÔ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ f(x).

œÍÅÓÔÏ ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ Œ ËÁÞÅÓÔŒÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏŒ É ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÉÓÐÏÌØÚÏŒÁÔØ É ÄÒÕ- ÇÉÅ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÙÅ ÏÂSSÅËÔÙ (ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, ÃÅÌÙÅ ÞÉÓÌÁ, ËÏÎÅÞÎÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÓÌÏŒ, ÇÒÁÆÙ É ÔÁË ÄÁÌÅÅ) | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÉÈ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÚÁËÏÄÉÒÏŒÁÔØ ÄŒÏÉÞÎÙÍÉ ÓÌÏ- ŒÁÍÉ É ÞÔÏÂÙ ÒÁÚÎÙÅ ÔÁËÉÅ ËÏÄÉÒÏŒËÉ ÏÔÌÉÞÁÌÉÓØ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ (ÐÏ ÓÌÏŒÕ ÍÏÖÎÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉ ÏÐÒÅÄÅÌÉÔØ, ÑŒÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÏÎÏ ËÏÄÏÍ ËÁËÏÇÏ-ÌÉÂÏ ÏÂSSÅËÔÁ Œ ÄÁÎÎÏÊ ËÏÄÉÒÏŒËÅ, Á ÔÁËÖÅ ÎÁÊÔÉ ËÏÄ ÔÏÇÏ ÖÅ ÏÂSSÅËÔÁ Œ ÄÒÕÇÏÊ ËÏÄÉÒÏŒËÅ).

íÏÖÎÏ ÇÏŒÏÒÉÔØ ÔÁËÖÅ É Ï ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ (ÄÅÊÓÔŒÉÔÅÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÍÅÒ), ÎÏ ÜÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÔÒÅÂÕÅÔ ÏÓÏÂÏÇÏ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ.

íÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ (ÄŒÏÉÞÎÙÈ ÓÌÏŒ, ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ É ÄÒ.) ÎÁÚÙ- ŒÁÅÔÓÑ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔŒÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÐÅÞÁÔÁÅÔ ÎÁ ŒÙÈÏÄÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ É ÔÏÌØËÏ ÉÈ (Ó ÐÒÏÉÚŒÏÌØÎÙÍÉ ÐÒÏÍÅÖÕÔËÁÍÉ; ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÎÅ ÏÂÑÚÁÎ ÚÁŒÅÒ- ÛÁÔØ ÒÁÂÏÔÕ, ÄÁÖÅ ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔŒÏ ËÏÎÅÞÎÏ).

åýş:

ðÏÌÕÍÅÒÙ - ÍÅÒÙ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÈ É ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ, ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÐÏÌÕÁÄ- ÄÉÔÉŒÎÙÍÉ (ÓÕÂÁÄÄÉÔÉŒÎÙÍÉ?) ÆÕÎËÃÉÑÍÉ

ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÓÎÉÚÕ - ÉÍÅÅÔÓÑ Œ ŒÉÄÕ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÏÓÔØ ÓÎÉÚÕ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÝÅÊ ÆÕÎËÃÉÉ ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒÓËÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ É ÏÓÎÏŒÁÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ [ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÅ Ë ÓÔÁÔØÅ Œ õíî]

ìÉÔÅÒÁÔÕÒÁ

[1] óÔÁÔØÑ Ahlswede...YeungÁ Network Information Flow ÇÄÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ ÐÅÒÅ- ÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ É ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÕÓÌÏŒÉÑ ÎÁ ÐÏÔÏË ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙ

[2] Bennett C. H., G«acs P., Li M., Vit«anyi P. M. B., Zurek W., Thermodynamics of computation and information distance, Proc. 25th ACM Symp. Theory Comput., p. 21{30, 1993.

[óÔÁÔØÑ Ï K(A ⇔ B)]

[3] Calude C. S., Staiger L. and Terwijn A. S., On partial randomness. Annals of Pure and Applied Logic, 138(1-3):20-30, 2006.

[ðÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ŒÙÒÁÖÅÎÎÏÊ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ s-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ, É ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ s-ÎÕÌÅŒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏ s-ÎÕÌÅŒÙÈ ÍÎÏ- ÖÅÓÔŒ ÎÅÍÎÏÇÏ ÄÒÕÇÏÅ, ÐÏÚŒÏÌÑÀÝÅÅ ÉÚÂÅÖÁÔØ ÎÅÐÒÉÑÔÎÏÓÔÉ.]

[4] Chaitin G. J., On the length of programs for computing binary sequences, J. Assoc. Comput.

Mach., 13:547{569, 1966.

[5] Chaitin G. J., On the length of programs for computing binary sequences: statictical considerations, J. Assoc. Comput. Mach., 16:145{159, 1969.

[6] Chaitin G. J., A theory of program size formally identical to information theory, J. Assoc.

Comput. Mach., 22: 329{340, 1975.

[7] óÔÁÔØÑ, ÇÄÅ þÜÊÔÉÎ ÐÒÉŒÏÄÉÔ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ ÐÏ óÏÌÏŒÅÀ.

[8] Chernov A., Muchnik An. A., Romashchenko A., Shen A., Vereshchagin N. K. Upper semi-lattice of binary strings with the relation \x is simple conditional to y". Theoretical Computer Science, v. 271 (2002), issues 1{2, p. 69{95. Preliminary versions: DIMACS Tech. Report, 97-74 (December 1997); Proceedings of 1999 Computational Complexity conference, Atlanta.

[9] œÅÒÅÝÁÇÉÎ î. ë., óËŒÏÒÃÏŒ ä. ð., óËŒÏÒÃÏŒÁ å. ú., þÅÒÎÏŒ á. œ., œÁÒÉÁÎÔÙ ÐÏÎÑÔÉÑ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ ÄÌÑ ÐÒÏÐÏÚÉÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ, ÐÒÉŒÏÄÑÝÉÅ Ë ÌÏÇÉËÅ ÓÌÁÂÏÇÏ ÚÁËÏÎÁ ÉÓËÌÀÞčÎÎÏÇÏ ÔÒÅÔØÅÇÏ. íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÁÑ ÌÏÇÉËÁ É ÁÌÇÅÂÒÁ, ôÒÕÄÙ íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁ ÉÍ. œ. á. óÔÅËÌÏŒÁ, 2003, Ô. 242, c. 77{97.

[10] Chernov A., Hutter M., Schmidhuber J., Algorithmic complexity bounds on future prediction errors, Information and Computation, 2007, vol. 205, pp. 242{261. DOI 10.1016/j.ic.2006.10.004

[11] Church A., On the concept of a random sequence. Bull. Amer. Math. Soc, 1940, v. 46, no. 2, p. 130{135.

[12] óÔÁÔØÑ R.P.Daley, ÇÄÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÞÁÓÔÉÞÎÙÅ ÐÒÁŒÉÌÁ. [ðÒÏŒÅÒÉÔØ, ËÁËÁÑ | Œ ìÉ œÉÔÁÎØÉ ÍÎÏÇÏ ÒÁÚÎÙÈ]

[13] Downey R., Hirschfeldt D.R., Nies A., Terwijn S., Calibrating randomness., The Bulletin of Symbolic Logic, v. 12, no. 3, Sept. 2006, p. 411{491. [ÅÓÔØ ÆÁÊÌ]

[14] Gorbunov K.Yu., On a complexity of the formula A ∨ B ⇒ C, Theoretical Computer Science, v. 207, No. 2 (November 1998), p. 383{386. [ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÍÏÖÅÔ ÐÒÅŒÙÛÁÔØ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÕÓÌÏŒÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÎÁ ËÏÎ- ÓÔÁÎÔÕ???]

[15] èÁÌÍÏÛ ð. ôÅÏÒÉÑ ÍÅÒÙ, í.: éì, 1953. 292 Ó.

[16] D. Hammer, A. Romashenko, A. Shen, N. Vereshchagin, Inequalities for Shannon entropies and Kolmogorov complexities. Proceedings of CCC’97 Conference, Ulm. Final version: Inequalities for Shannon entropy and Kolmogorov Complexity, Journal of Computer and System Sciences, v. 60, p. 442{464 (2000)

[17] G«acs P., On the relation between descriptional complexity and algorithmic probability, FOCS 1981. Journal version: Theoretical Computer Science, 1983, v. 22, p. 71{93.

[18] áÎÇÌÉÊÓËÉÊ ÐÅÒÅŒÏÄ: Gacs P., On the symmetry of algorithmic information. Soviet Math.

Dokl, 15:1477-1480, 1974.

[19] G«acs P., Every sequence is reducible to a random one, Inform. Contr., 70, no. 2{3, p.

186{192, 1986.

[20] Kleene S. C., On the interpretation of intuitionistic number theory. Journal of Symbolic Logic, 1945, v. 10, pp. 109{124.

[21] Kolmogoroff A., Zur Deutung der intuitionistishen Logik. Mathematische Zeitschrift, 1932, Bd. 35, H. 1, S. 58{65. (òÕÓÓËÉÊ ÐÅÒÅŒÏÄ: ë ÔÏÌËÏŒÁÎÉÀ ÉÎÔÕÉÃÉÏÎÉÓÔÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ. œ ÓÂÏÒÎÉËÅ: ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒ á. î., éÚÂÒÁÎÎÙÅ ÔÒÕÄÙ. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÍÅÈÁÎÉËÁ, í.: îÁÕËÁ, 1985, Ó. 142{148.)

[22] ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒ á. î., æÏÍÉÎ ó. œ. üÌÅÍÅÎÔÙ ÔÅÏÒÉÉ ÆÕÎËÃÉÊ É ÆÕÎËÃÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ÁÎÁ- ÌÉÚÁ, 4-Å ÉÚÄ., í.: îÁÕËÁ, 1976. 544 c.

[23] Kolmogorov A. N., On tables of random numbers, Sankhy—a, The Indian Journal of Statistics, Ser. A, 1963, v. 25, no. 4, p. 369{376. Reprinted in: Theoretical Computer Science, v. 207, No. 2 (November 1998), p. 387{395. (òÕÓÓËÉÊ ÐÅÒÅŒÏÄ: ï ÔÁÂÌÉÃÁÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÞÉÓÅÌ. óÅÍÉÏÔÉËÁ É ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÁ, 1982, ŒÙÐ. 18, Ó. 3{13, í.:œéîéôé. ðÅÒÅÐÅÞÁÔÁ- ÎÏ Œ: ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒ á. î., ôÅÏÒÉÑ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ É ÔÅÏÒÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ, í.: îÁÕËÁ, 1987, Ó. 204{213.)

[24] ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒ á. î., ôÒÉ ÐÏÄÈÏÄÁ Ë ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÀ ÐÏÎÑÔÉÑ ĂËÏÌÉÞÅÓÔŒÏ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉĄ, ðÒÏÂÌÅÍÙ ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, 1965, Ô. 1, ŒÙÐ. 1, Ó. 3{11 (áÎÇÌÉÊÓËÉÊ ÐÅÒÅŒÏÄ: Kolmogorov A. N., Three approaches to the quantitative definition of information. Problems Inform. Transmission, 1(1):1{7, 1965.)

[25] ëÏÌÍÏÇÏÒÏŒ á. î., ë ÌÏÇÉÞÅÓËÉÍ ÏÓÎÏŒÁÍ ÔÅÏÒÉÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ É ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ðÒÏÂÌÅÍÙ ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, 1965, Ô. 5, ŒÙÐ. 3, Ó. 3{7.

[26] Ku»cera A., Measure, �^0_1-classes and complete extensions of PA, p. 245{259 in: H.-D.

Ebbinghaus, G. H. M-uller and G. E. Sacks, eds., Recursion Theory Week (Oberwolfach, 1984). Lect. Notes in Math., Vol. 1141, Springer-Verlag, Heidelberg, 1985.

[27] M. Kummer. On the complexity of random strings, Symposium on Theoretical Aspects of Computer Science, 1996. Lecture Notes in Computer Science, v. 1046, p. 25{36.

[28] van Lambalgen M., Random Sequences, Ph. D. Thesis, University of Amsterdam, 1987.

[29] ìÅŒÉÎ ì. á., ï ÐÏÎÑÔÉÉ ÓÌÕÞÁÊÎÏÊ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ, äÏËÌÁÄÙ áËÁÄÅÍÉÉ ÎÁÕË óóóò, 1973, Ô. 212, Ć 3, Ó. 548{550. Levin L.A., On the notion of a random sequence, Soviet Math. Dokl., 14:1413{1416, 1973.

[30] ìÅŒÉÎ ì. á., úÁËÏÎÙ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ (ÎÅŒÏÚÒÁÓÔÁÎÉÑ) ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ É ŒÏÐÒÏÓÙ ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÑ ÔÅÏÒÉÉ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ, ðÒÏÂÌÅÍÙ ÐÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ, 1974, Ô. 10, ŒÙÐ. 3, Ó. 30{35. áÎÇÌÉÊÓËÉÊ ÐÅÒÅŒÏÄ: Levin L. A., Laws of information conservation (nongrowth) and aspects of the foundation of probability theory, Problems of Information Transmission, vol. 10 (1974), p. 206{210.

[31] ìÅŒÉÎ ì. á., ï ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÅÒÁÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ (ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÏÐÉ- ÓÁÎÉÅ), äÏËÌÁÄÙ áËÁÄÅÍÉÉ ÎÁÕË óóóò, 1976, Ô. 227, Ć 4, Ó. 804{807. Levin L. A., Variuos measures of complexity for finite objects (axiomatic description), Soviet Math. Dokl., 17:522{526, 1976.

[óÔÁÔØÑ, ÇÄÅ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÍ ÎÁ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉ- ÍÙÅ ÓÎÉÚÕ ÆÕÎËÃÉÉ]

[32] áÎÇÌÉÊÓËÉÊ ÐÅÒÅŒÏÄ: Levin L. A., On the principle of conservation of information in intuitionistic mathematics, Soviet Math. Dokl., 17 (1976), No. 2, 601{605

[33] ìÅŒÉÎ ì. á., òÁŒÎÏÍÅÒÎÙÅ ÔÅÓÔÙ ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ, äÏËÌÁÄÙ áËÁÄÅÍÉÉ ÎÁÕË óóóò, 1976, Ô. 227, Ć 1, Ó. 33-35. Levin L.A., Uniform tests of randomness, Soviet Math. Dokl., 17:337, 1976

[34] ìÅŒÉÎ ì. á., ïÂ ÏÄÎÏÍ ËÏÎËÒÅÔÎÏÍ ÓÐÏÓÏÂÅ ÚÁÄÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ÍÅÒ, äÏËÌÁÄÙ áËÁ- ÄÅÍÉÉ ÎÁÕË óóóò, 1977, ÔÏÍ 234, Ć 3, 536{539

[35] Levin L. A., Vyugin V. A., Invariant properties of informational bulks, Mathematical Foundations of Computer Science, 1977, Lecture Notes in Computer Science, v. 153.

[36] Levin L. A., Randomness Conservation Inequalities: Information and Independence in Mathematical Theories, Information and Control, 61, No. 1{2, 15{37 (1984)

[37] Levin L. A., A concept of independence with application in various fields of mathematics, MIT Technical Report, MIT/LCS/TR-235, 21 p.

[38] Li M., Vit«anyi P., An Introduction to Kolmogorov Complexity and Its Applications, Second Edition, Springer, 1997. (638 pp.)

[39] Shoe-Yen Robert Li, Raymond W. Yeung, Linear Network Coding. Preprint, 1999.

ÓÔÁÔØÑ, ÇÄÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ ÕÓÌÏŒÉÊ ÎÁ ÐÏÔÏË ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ Ó ÐÏ- ÍÏÝØÀ ÓÌÕÞÁÊÎÏÇÏ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ ÇÄÅ ÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÏ??? äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÒÁÚŒÉÔÉÅ: Ralf Koetter, Muriel M«edard, An Algebraic Approach to Network Coding (ÉÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ÉÓÔÏÞÎÉËÏŒ É ÐÒÉčÍÎÉËÏŒ É ÌÉÎÅÊÎÙÈ ËÏÄÏŒ, ÐÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÑ). ðÒÅÐÒÉÎÔ? Proceedings of INFOCOM, 2002. Peter Sanders, Sebastian Enger, Ludo Tolhuizen, Polynomial Time Algorithms for Network Information Flow (ÐÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÐÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ËÏÄÏŒ ÄÌÑ ÏÄÎÏŒÒÅÍÅÎÎÏÊ ÐÅ- ÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÉÓÔÏÞÎÉËÁ Œ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÔÏËÏŒ, ÓÒÁŒÎÅÎÉÅ Ó ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍÉ ÂÅÚ ËÏÄÉÒÏŒÁÎÉÑ).

[40] Loveland D. W., A new interpretation of von Mises’ concept of a random sequence, Z.

Math. Logik und Grundlagen Math., 12:279{294, 1966. [óÔÁÔØÑ ìÁŒÌÜÎÄÁ, ÇÄÅ ÏÂSSÑÓÎÑ- ÅÔÓÑ ÐÒÉÍÅÒ ÁÌÇÏÒÉÔÍ LMS, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ, ÔÏÔ ÖÅ ÓÁÍÙÊ, ÞÔÏ ÉÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÐÏÄ ÎÁÚŒÁÎÉÅÍ ÐÒÉÍÅÒÁ œÉÌÌÑ? ÕÐÏÍÉÎÁÀÔÓÑ ÎÅÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ ÐÒÁŒÉÌÁ, ŒÒÏÄÅ ÂÙ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÂÏÌÅÅ ÏÂÝÉÅ. äÁčÔÓÑ ÓÓÙÌËÁ ÎÁ ÎÅÏÐÕÂÌÉËÏŒÁÎÎÕÀ ÒÁÂÏÔÕ Levin, Minsky, Silver 1962]

[41] Loveland D. W., The Kleene hierarchy classification of recursively random sequences, Trans. Amer. Math. Soc., 125:497{510, 1966. [óÔÁÔØÑ ìÁŒÌÜÎÄÁ, ÇÄÅ ŒŒÏÄÑÔÓÑ ÎÅÍÏÎÏ- ÔÏÎÎÙÅ ÐÒÁŒÉÌÁ (ÐÒÏŒÅÒÉÔØ!!!)]

[42] Lutz J., Dimension in Complexity Classes, SIAM Journal on Computing, v. 32 (2003), p. 1236{1259. Preliminary version: Proceedings of the Fifteenth Annual IEEE Conference on Computational Complexity, 2000, p. 158{169.

[ïÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ s-gales (s-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ). äÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÐÒÅÄÓÔÁŒÉÍÏÓÔØ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ Œ ÔÅÒÍÉÎÁÈ s-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ. òÁÓÓÍÁÔÒÉŒÁÀÔÓÑ ÓŒÏÊÓÔŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ, ÐÏÌÕÞÁÅÍÙÈ ÉÚ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ Œ ÒÁÚÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÁÈ s- ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ.]

[43] Lutz J. H., The dimensions of individual strings and sequences, Information and Computation, 187(1):49-79, 2003. Preliminary version: Gales and the constructive dimension of individual sequences. Proceedings of the 27th International Colloquium on Automata, Languages, and Programming, Springer-Verlag, 2000, p. 902{913.

[üÆÆÅËÔÉŒÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ èÁÕÓÄÏÒÆÁ ÏÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÅ ÓÎÉÚÕ s- ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ. óÔÒÏÉÔÓÑ ÏÐÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÊ ÓÎÉÚÕ s-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌ. äÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÒÁŒÎÁ ÔÏÞÎÏÊ ŒÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÅÊ ÅÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏŒ. óÔÒÏÉÔÓÑ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÏÇ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ. œ ÐÅÒŒÏÎÁÞÁÌØÎÏÊ ŒÅÒÓÉÉ ÄÏ- ËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÚÁËÌÀÞÅÎÁ ÍÅÖÄÕ liminf É limsup ÕÄÅÌØ- ÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ; Œ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏÊ | ÎÏŒÙÊ ŒÁÒÉÁÎÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÁ É ÓÓÙÌËÁ ÎÁ [44].]

[44] Mayordomo, E., A Kolmogorov complexity characterization of constructive Hausdorff dimension, Information Processing Letters, 2002, 84 (1): p. 1{3.

[ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔŒÏ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÁÑ ÈÁÕÓÄÏÒÆÏŒÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏ- ÓÔÉ ÅÓÔØ ÎÉÖÎÉÊ ÐÒÅÄÅÌ ÕÓÌÏŒÎÙÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ, ÓÏ ÓÓÙÌËÏÊ ÎÁ ÐÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÕÀ ŒÅÒ- ÓÉÀ [43] ÐÒÏ ÎÅÒÁŒÅÎÓÔŒÏ Œ ÏÄÎÕ ÓÔÏÒÏÎÕ]

[45] íÁÎÉÎ à. é. œÙÞÉÓÌÉÍÏÅ É ÎÅŒÙÞÉÓÌÉÍÏÅ, í.: óÏŒÅÔÓËÏÅ ÒÁÄÉÏ, 1980. 128 Ó.

[46] Martin-L-of P., The Definition of Random Sequences, Information and Control, 9:602{619, 1966.

[47] Martin-L-of P., Complexity Oscillations in Infinite Binary Sequences, Z. Wahrscheinlichkeitstheorie verw. Geb., 19, 225{230 (1971)

[48] Merkle W., The complexity of stochastic sequences, Proceedings of the 18th Annual IEEE Conference on Computatil Complexity, 7{10 July 2003, Aarhus, Denmark, p. 230{235. (íÅÒËÌÅ ÎÁÚÙŒÁÅÔ Mises{Wald{Church stochastic ÔÏ, ÞÔÏ Õ ÎÁÓ ÎÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊÎÙÍÉ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ { äÜÌÉ, recursively random | ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉ- ÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ, partial-recursively random | ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ.)

óÔÒÏÑÔÓÑ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÍÁÌÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ (ÐÒÉ ÉÚŒÅÓÔÎÏÊ ÄÌÉ- ÎÅ) ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ, ÞÕÔØ ÂÏÌÅÅ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ, ÓÌÕÞÁÊÎÙÅ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÏŒ É ÄÏËÁÚÁÎÏ ÎÅÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ÐÏ íÉÚÅÓÕ { þčÒÞÕ { äÜÌÉ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÌÏÖÎÏ- ÓÔÉ O(log n)

[49] Merkle W. The Kolmogorov{Loveland stochastic sequences are not closed under selecting subsequences, Journal of Symbolic Logic, v. 68 (2003), p. 1362{1376. Preliminary version: International Colloquium on Automata, Languages and Programming, 2002, Lecture Notes in Computer Science, v. 2380, p. 390{400, Springer, 2002.

[50] Miller J., Yu L., On initial segment complexity and degrees of randomness, Transactions of the American Mathematical Society, to appear.

[51] Miller J., Every 2-random real is Kolmogorov random, Journal of Symbolic Logic, 69(3):907{913 (2004).

[52] Miller J., Contrasting plain and prefix-free Kolmogorov complexity, Submitted [23.08.2006].

[53] von Mises, Richard, Grundlagen der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Mathematische Zeitschrift, Bd. 5, 191, S. 52{99. (ðÅÒÅÐÅÞÁÔÁÎÏ Œ ËÎÉÇÅ: Selected Papers of Richard von Mises. Volume Two. Probability and Statistics, General. American Mathematical Society, 1964. p. 57{106.)

[54] von Mises, Richard, Wahrscheinlichkeit, Statistik und Wahrheit, Wien: Springer-Verlag, 1928. 189 p.

[55] íÉÚÅÓ ò., œÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ É ÓÔÁÔÉÓÔÉËÁ, í.{ì.:çÏÓÉÚÄÁÔ, 1930.

[56] íÕÞÎÉË áÎ. á. ïÂ ÏÓÎÏŒÎÙÈ ÓÔÒÕËÔÕÒÁÈ ÄÅÓËÒÉÐÔÉŒÎÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ. äÏËÌÁÄÙ áËÁÄÅÍÉÉ îÁÕË óóóò, 1985, Ô. 285, Ć 2, Ó. 280{283.

[57] íÕÞÎÉË áÎ, á., îÉÖÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÙ ÞÁÓÔÏÔ Œ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ É ÒÅ- ÌÑÔÉŒÉÚÏŒÁÎÎÁÑ ÁÐÒÉÏÒÎÁÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ. ôÅÏÒÉÑ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ É Åč ÐÒÉÍÅÎÅÎÉÑ, 1987, Ć 3, Ó. 563{565.

óÔÁÔØÑ, ÇÄÅ ÏÂSSÑÓÎÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÉÖÎÉÅ ÐÒÅÄÅÌÙ ÞÁÓÔÏÔ Œ ŒÙÞÉÓÌÉÍÙÈ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØ- ÎÏÓÔÑÈ ÓÏÏÔŒÅÔÓÔŒÕÀÔ 0^′-ÐÅÒÅÞÉÓÌÉÍÙÍ ÓÎÉÚÕ ÐÏÌÕÍÅÒÁÍ.

[58] Muchnik An. A. Conditional complexity and codes, Theoretical Computer Science, v. 271 (2002), issues 1{2, p. 97{109. [ðÒÅÄŒÁÒÉÔÅÌØÎÁÑ ŒÅÒÓÉÑ: Andrej Muchnik, Alexej Semenov, Multi-conditional Descriptions and Codes in Kolmogorov Complexity, ECCC Technical Report, 2000, no. 15, January 27, 2000.]

[59] Muchnik An. A., Positselsky S. E., Kolmogorov entropy in the context of computability theory, Theoretical Computer Science, v. 271 (2002), issues 1{2, p. 15{35.

[60] Muchnik An.A., On common information, Theoretical Computer Science, v. 207, No. 2 (November 1998), p. 319{328.

[61] Muchnik An.A., Semenov A.L., Uspensky V.A., Mathematical metaphysics of randomness, Theoretical Computer Science, v. 207, No. 2 (November 1998), p. 263{317.

[62] Nies A., Stephan F., Terwijn S., Randomness, relativization and Turing degrees, Journal of Symbolic Logic, 70 (2), 515{535 (2005).

[63] J. Reimann, Computability and fractal dimension, PhD thesis, Ruprecht-Karls Universit-at Heidelberg, 2004. urn:nbn:de:bsz:16-opus-55430 [æÏÒÍÕÌÉÒÕÅÔÓÑ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÞÅÒÅÚ s-ÎÕÌÅŒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ, ÄÏËÁÚÙŒÁÅÔÓÑ ÓÕÝÅÓÔŒÏŒÁÎÉÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ s-ÎÕÌÅŒÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ ÄÌÑ ÒÁÃÉÏÎÁÌØÎÙÈ s.] [64] òÉŒÅÓÔ É ÄÒ. áÌÇÏÒÉÔÍÙ

[65] Romashchenko A., Shen A., Vereshchagin N., Combinatorial interpretaion of Kolmogorov complexity, Theoretical Computer Science, v. 271 (2002), issues 1{2, p. 111{123. Preliminary versions: ECCC Report 7(26):2000; IEEE conference on Computational Complexity.

[66] Schnorr C.P., Zuf-alligkeit und Wahrscheinlichkeit. Eine algorithmische Begr-undung der Wahrscheinlichkeitstheorie, Lecture notes in mathematics, v. 218. IV+212 S. Springer, 1971.

[67] Schnorr C.P, Optimal G-odel numberings. Information Processing 71. Proceedings of IFIP congress 71, Lubljana, August 23{28, 1971. V. 1. Foundations and systems. Eds.: C.V. Freiman et al. North-Holland, 1971, p. 56{58

[68] Schnorr C.P., Optimal enumerations and optimal G-odel numberings, Mathematical Systems Theory, v. 8, no. 2 (1975), p. 182{191.

[69] Schnorr C.P., Process Complexity and Effective Random Tests, Journal of Computer and System Sciences, 7, p. 376-388 (1973).

[70] ûÅÎØ á., áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ ŒÁÒÉÁÎÔÙ ÐÏÎÑÔÉÑ ÜÎÔÒÏÐÉÉ, ??? Shen A., Algoritmic variants of the notion of entropy, Soviet Math. Dokl., 29(3):569{573, 1984.

[71] ûÅÎØ á., ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÈ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑÍÉ ÓÌÕ- ÞÁÊÎÏÓÔÉ, äÏËÌÁÄÙ áî óóóò, 1988, ÔÏÍ 302, Ć 3, Ó. 548{552. áÎÇÌÉÊÓËÉÊ ÐÅÒÅŒÏÄ: Shen A., On relations between different algorithmic definitions of randomness, Soviet Math. Dokl., v. 38 (1989), no. 2, p. 316{319.

[72] Theory of computation textbook

[73] Solomonoff R. J., A formal theory of inductive inference, part 1, part 2. Inform. Contr., 7:1{22, 224{254, 1964

[74] Tadaki, K., A generalization of Chaitin’s halting probability � and halting self-similar sets, Hokkaido mathematical journal, 31 (1): 219{253, 2002. See also: arXiv:nlin.CD/0212001 [ïÐÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ s-ÎÕÌÅŒÙÅ ÍÎÏÖÅÓÔŒÁ.]

[75] õÓÐÅÎÓËÉÊ œ. á., óÅÍčÎÏŒ á. ì. áÌÇÏÒÉÔÍÙ: ÏÓÎÏŒÎÙÅ ÉÄÅÉ É ÐÒÉÌÏÖÅÎÉÑ, í.: îÁÕËÁ, 1987. 288 Ó. English translation: Uspensky V., Semenov A., Algorithms: Main Ideas and Applications. Translated by A. Shen. Kluwer Academic Publishers, 1993. ISBN: 0-7923- 2210-X. 269 pp.

[76] Vereshchagin N. K. Kolmogorov complexity conditional to large integers. Theoretical Computer Science, v. 271 (2002), issues 1{2, p. 59{67.

[77] œÅÒÅÝÁÇÉÎ î. ë., ûÅÎØ á. ìÅËÃÉÉ ÐÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÅ É ÔÅÏ- ÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ. þÁÓÔØ 3. œÙÞÉÓÌÉÍÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ. í.:íãîíï, 2000(?). (ftp://ftp.mccme.ru/users/shen/logic/comput)

[78] Shafer G., Vovk V. Probability and Finance: It’s Only a Game! New York: Wiley, 2001.

[79] Ville J., «Etude Critique de la Notion de Collectif, Gauthier-Villars, 1939. (Monographies des probabilit«es. Calcul des probabilites et ses applications. Publi«ee sous la direction de M. «Emile Borel. Fascicule III.)

[80]

[81] V’yugin V.V., Ergodic theorems for individual random sequences, Theoretical Computer Science, v. 207, No. 2 (November 1998), p. 343{361.

[82] V’yugin V.V., Non-stochastic infinite and finite sequences, Theoretical Computer Science, v. 207, No. 2 (November 1998), p. 363{382. [œÒÏÄÅ ÂÙ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÍÁÛÉÎÁ, ËÏÔÏÒÁÑ Ó ÐÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÊ ŒÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ŒÙÄÁčÔ ÐÏÓÌÅÄÏŒÁÔÅÌØÎÏÓÔØ, ÎÅ ÓÌÕÞÁÊÎÕÀ ÎÉ ÐÏ ËÁËÏÊ ŒÙÞÉÓÌÉÍÏÊ ÍÅÒÅ. îÅÞÔÏ ÐÏÈÏÖÅÅ ÅÓÔØ ÔÁËÖÅ Œ V’yugin V.V. Bayesianism: An Algorithmic Analysis, Information and Computation, 1996, vol. 127, pp. 1{10. œ ÞčÍ ÒÁÚÎÉÃÁ?!]

[83] Wald A., Die Wiederspruchsfreiheit des Kollektivbegriffs der Wahrscheinlichkeitsrechnung, Ergebnisse eines matematischen Kolloquiums, 8:38{72, 1937.

[84] úÁÓÌÁŒÓËÉÊ é. ä., ãÅÊÔÉÎ ç. ó. ï ÓÉÎÇÕÌÑÒÎÙÈ ÐÏËÒÙÔÉÑÈ É ÓŒÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÎÉÍÉ ÓŒÏÊ- ÓÔŒÁÍÉ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉŒÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ. ôÒÕÄÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÎÓÔÉÔÕÔÁ áî óóóò ÉÍÅÎÉ œ. á. óÔÅËÌÏŒÁ, 1962. ôÏÍ 67, Ó. 458{502.

[85] úŒÏÎËÉÎ á. ë., ìÅŒÉÎ ì. á., óÌÏÖÎÏÓÔØ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÏÂSSÅËÔÏŒ É ÏÂÏÓÎÏŒÁÎÉÅ ÐÏÎÑÔÉÊ ÉÎÆÏÒÍÁÃÉÉ É ÓÌÕÞÁÊÎÏÓÔÉ Ó ÐÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏŒ. õÓÐÅÈÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË, Ô. 25, ŒÙÐ. 6 (156), Ó. 85{127. áÎÇÌÉÊÓËÉÊ ÐÅÒÅŒÏÄ: A.K. Zvonkin, L.A. Levin, The complexity of finite objects and the development of the concepts of information and randomness by means of the theory of algorithms. Russian Math. Surveys, 25:6 (1970), p. 83{124.

(lutz-s-gales Œ ÂÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÉ ÕÖÅ ÅÓÔØ) üÔÏ ŒÒÏÄÅ ÂÙ ÐÏËÒÙŒÁÅÔ ŒÓÅ ÉÌÉ ÐÏÞÔÉ ŒÓÅ, ÞÔÏ Œ ËÎÉÖËÅ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ÐÒÏ ÜÆÆÅËÔÉŒÎÕÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØ. (œ ËÏÍÍÅÎÔÁÒÉÑÈ ŒÙÛÅ ÐÉÓÁÌ, ËÁË ÐÒÁŒÉÌÏ, ÐÒÏ ÔÏ, ÞÔÏ Œ ËÎÉÖËÅ ÅÓÔØ. ó ÐÏÌÎÙÍ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅÍ ŒÓÅÇÏ ÜÔÏÇÏ Ñ ÐÏËÁ ÎÅ ÓÏŒÓÅÍ ÒÁÚÏÂÒÁÌÓÑ, ÎÁÄÏ ÅÝÅ ÐÏÞÉÔÁÔØ.) óÓÙÌËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ, ŒÉÄÉÍÏ, ÎÕÖÎÏ ÐÏÓÔÁŒÉÔØ:

- ó ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÉÑ s-ÎÕÌÅŒÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔŒ - ÏÐÒÅÄÅÌÅÎÙ ë. ôÁÄÁËÉ [74] - ó ÔÅÏÒÅÍÙ 94 [effective-hausdorf] - [63] - ó ÔÅÏÒÅÍÙ 96 [dimension-sup] - [43] - ó ÔÅÏÒÅÍÙ 97 [hdimformula] - [43,44] - ó ÔÅÏÒÅÍÙ 152 [hausdorf-martingale] - [42] - œÏÚÍÏÖÎÏ, Ó ÔÏÇÏ ÍÅÓÔÁ, ÇÄÅ ÎÁÐÉÓÁÎÏ ÐÒÏ ÜËŒÉŒÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ ÐÒÅÄÓÔÁŒÌÅÎÉÊ Ï

ÜÔÏÇÏ ÖÁÎÒÁ. åÝÅ ÐÒÏ s-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ ÔÕÄÁ ÖÅ.

ðÒÏ s-ÍÁÒÔÉÎÇÁÌÙ ÏÎÉ ÅÝÅ ŒÓÅ ÓÓÙÌÁÀÔÓÑ ÎÁ C.-P. Schnorr, Zuf-alligkeit und Wahrscheinlichkeit. îÏ ÚÄÅÓØ Ñ ÔÏÌØËÏ ÎÁÚŒÁÎÉÅ ÐÅÒÅÐÉÓÁÔØ ÍÏÇÕ, ÂÏÌØÛÅ ÎÉÞÅÇÏ. ïÎÁ, ŒÐÒÏÞÅÍ, Œ ÂÉÂÌÉÏÇÒÁÆÉÉ É lit-files É ÂÅÚ ÍÅÎÑ ÅÓÔØ.